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VORWORT. 

Das  vorliegende  Buch:  t^Die  graphische  Statik  der  starren  Systeme^' 
ist  wesentlich  entstaaden  aus  dem  Artikel,  den  der  Verfasser  unter 
der  Überschrift;  ,^ie  graphische  Slatik  der  starren  Körper^'  in  dem 
4.  Bande  der  ^ngyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaft^"  yer- 
öffeotlicht  hat.  In  dem  Bache  ist  daher  eine  weitere  BegrOndung 
nnd  AosMurnng  derjenigen  Untersuchungen  enthalten,  fiber  die  in 
dem  erwähnten  Artikel  referiert  wurde. 

Der  Verfasser  wendet  sich  in  dem  Buche  einerseits  an  diejenigen 
Studierenden  der  mathematischen  Wissenschaften,  die  sich  der  gegen- 
wärtigen Zeitstromung  entsprechend  eingebender  mit  der  angewandten 
Mathematik  und  inabesondere  mit  der  graphischen  Statik  beschäftigen. 
Andererseits  ist  das  Buch  auch  in  gleicher  Weise  bestimmt  für  die- 
jenigen Studierenden  der  technischen  Wissenschaften,  die  sich  in 
höherem  Grade  für  wissenschaftliche  Fn^en  interesBieren,  einen  tie- 
feren Einblick  in  die  graphische  Statik  anstreben  und  sie  eingehender 
zu  studieren  wünschen,  als  dieses  für  das  eigentliche  Fachstudium 
nnd  insbesondere  zum  Verständnis  der  sich  auf  die  graphische  Statik 
stützenden  Bankonstruktionslebre  erforderlich  ist 

Das  Buch  soll  kein  Konkurrenzbucb  fQr  die  vorhandenen  Bücher 
<ier  Baukonstruktionslehre  sein.  Vielmehr  soll  dasselbe  nur  die  eigent^ 
liehe  graphische  Statik  als  Gnmdlage  der  Baukonstraktionslehre  ent- 
halten. Die  graphische  Statik  aber  soll  in  wissenschaftlicher  nnd 
mögliebst  vollständiger  Weise  vorgeföhrt  werden. 

Dementsprechend  sind  auch  solche  Untersnchungen  und  Methoden 
der  graphischen  Statik  berücksichtigt,  deren  Bedeutung  für  die  An- 
wendungen und  insbesondere  för  die  Baukonstraktion  eine  verhältnis- 
mäßig geringe  sein  möchte,  sobald  nur  durch  die  betrefTenden  Aus- 
ffihrangen  ein  tieferes  Verständnis  ermöglicht  wird.  Das  Buch  geht 
daher  in  mancher  Beziehung  über  den  Babmen  des  eigentlichen  Lehr- 
bnches  hinaus,  und  derjenige  Leser,  der  sich  noch  nicht  mit  graphi- 
scher Statik  beschäftigt  hat,  wird,  ohne  den  ZusammeTibang  zu  ver- 
liereo,  bei  der  ersten  Inangrifinahme  des  Buches  das  eine  oder  das 
andere  Kapitel  sowie  einzelne  Paragraphen  überschlagen  dürfen.     (^(")oolp 


Andereraeits  sind  alle  UnterBuchnngen,  die  mehr  in  die  eigentliche 
Baukonstraktion  gehören,  Ton  vornherein  aasgeschieden.  Insbesondere 
gilt  dieses  von  allen  UntersachungeD,  wie  diejenige  der  statisch  unbe- 
stimmten Systeme,  die  auf  Festigkeitsbetrachtungen  hinauslaufen. 
Eine  Ausnahme  hiervon  bildet  der  sog.  durchlaufende  Träger,  dessen 
graphische  Unterenchung  sich  im  zweiten  Abschnitt  befindet. 

Dieser  Beschränkung  des  Stoffes  entsprechend  ist  der  Titel  des 
Buches  gewählt. 

Was  die  Methode  betrifft,  so  hat  sich  der  Verfasser  bald  der 
geometrischen  und  bald  der  analytischen  Methode  bei  den  Beweisen 
und  sonstigen  Entwickelungen  bedient. 

In  den  Theorien  und  Büchern  der  reinen  Mathematik  pflegt  die 
bei  den  Untersuchungen  verwandte  Methode  eine  möglichst  einheit- 
liche zu  sein,  und  eine   bald   anlytische,   bald   geometrische   Beweis-   i 
fQhrung  wird  nicht  gern  gesehen.     Die  Forderung  der  Reinheit  der 
Methode,  durch  welche  der  ganze  Aufbau  zu  einem  Kunstwerk  wird,  ist   ' 
auch  in  den  Gebieten  der  abstrakten  reinen  Mathematik  durchaus  ge-  j 
rechtfertigt    Wenn  auch  manche  Entwickelungen  infolge  der  Einheit  I 
der  Methode  komplizierter  und  schwieriger   werden,  so  hat  doch  ein  : 
mathematisches  Buch,   bei  dem  die    einmal   gewählt«   Methode   voll-  j 
kommen  streng  durchgeführt  ist,  einen  eigenen  Reiz.  ' 

Ganz  anders  liegen  die  Verhältnisse  in  der  angewandten  Mathe-  | 
matik.  Hier,  wo  es  nur  in  geringerem  Grade  auf  den  Auf1)an,  son-  1 
dem  vielmehr  auf  die  eigentlichen  Resultate  ankommt,  die  dann  zu 
verwerten  sind,  würde  vielfach  die  strenge  Durchführung  der  Einheit  I 
der  Methode  fehlerhaft  sein  nnd  euch  geradezu  zu  Unmöglichkeiten  ' 
fuhren.  Demgemäß  ist  in  der  angewandten  Mathematik  die  Forderung  : 
der  Einheit  der  Methode  langst  fallen  gelassen. 

So  liegen  auch  die  Verhältnisse  in  der  graphischen  Statik.  Sollte 
die  Forderung  der  Einheit  der  Methode  gestellt  werden,  so  könnte 
es  sich  nur  um  die  rein  geometrische  Methode  handeln.  Carl  Cul- 
mann,  der  berühmte  Begründer  der  graphischen  Statik,  ist  allerdings 
bemüht  gewesen,  die  Untersuchungen  möglichst  geometrisch  durch- 
zuführen. Trotz  seiner  weitgehenden  Kenntnis  der  Geometrie  und 
deren  Methoden  haben  sich  aber  auch  ihm  schon  Schwierigkeiten 
ergeben. 

Bei  der  Entwickelung,  die  die  graphische  Statik  genommen  hat, 
siod    die    Schwierigkeiten    gewachsen.      Bei    vielen    Untersuchungen 
würden  infolge  der  Vermeidung  der  Änalysis  sich  die  Entwickelungen  i 
komplizierter   gestalten  und  so   bei  dem   Leser  Schwierigkeiten   her-  i 


Torrufen,  die  Bich  durch  Verwendoiig  der  Änalyais  rermeiden  laeaen. 
In  anderen  Gebieten  der  graphiachen  Statik  wflrde  die  ÄuBBcheidang 
der  Analysis  teils  auf  Unmöglichkeiten  führen,  teils  widersinnig  sein. 
Dieses  trifft  z.  B.  zn  in  der  Theorie  der  höheren  Momente  sowie  bei 
allen  ünteranchongen,  die  sich  anf  Festigkeitsbetrachttmgenetfitzen,  und 
bei  denen  es  sich  in  der  graphischen  Statik  Tiel&ch  nnr  darum  han- 
delt, Eonstmttionen  lUr  Rechuangsausdrücke  herzuleiten. 

Ebenso  wOrde  ee  fehlerhaft  sein,  bei  einer  wissenschaftlichen 
Fachwerkstheohe  die  Analysis  ausscheiden  eu  wollen.  Es  geht  dieses 
schon  daraas  hervor,  daß  in  der  Fachwerkstheorie  die  Fr^e  der 
Stabilitöt  der  Oelenksysteme  eine  eolche  von  hervorragender  Bedeu- 
tung sein  wird.  Der  Begriff  der  Stabilität  beruht  aber  auf  der  Ein- 
fQbnmf;  der  unendlich  kleinen  Bewegung,  also  auf  Vorstellungen,  die 
wesentlich  der  Analysis  angehören. 

Nach  dem  Vorgänge  von  0.  Mohr  betrachtet  der  Verfasser  in 
der  graphischen  Statik  die  geometrische  und  die  analytische  Methode 
als  vollkommen  gleichberechtigt  und  hat,  wie  in  seinen  früheren  Ver- 
öffentlichungen so  auch  hier,  sich  bald  der  geometrischen  und  bald 
der  analytischen  Methode  bedient,  je  nachdem  ihm  die  eine  oder  die 
andere  Methode  für  den  in  das  Auge  gefaßten  speziellen  Zweck  den 
Vorang  zu  verdienen  schien. 

Das  Buch  ist  in  folgende  Absclmitte  geteilt: 

1.  Das  ebene  Kräftesystem.     Allgemeine  Theorie. 

2.  Das  ebene  Eräftesjstem.     Anwendungen. 

3.  Das  räumliche  Kräftesjatem. 

4.  Das  bestimmte  ebene  Fachwerk. 

5.  Das  bestimmte  räumliche  Fachwerk. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  allgemeinen  Methoden  für  die 
graphische  Znsammensetzung  des  ebenen  Kraftesystemes,  also  die 
Methode  des  Seilpolygones,  die  Methode  von  Eddy  usw.  Da  diese 
Methoden  die  Kenntnia  der  allgemeinen  Statik  der  ebenen  Systeme 
voraussetzen  nnd  die  fortwährenden  Hinweise  auf  dieaelbe  einerseits 
den  ganzen  Aufbau  beeinträchtigt,  andererseits  auch  fär  den  Leser 
unt«r  Umständen  Schwierigkeiten  ergeben  hätten,  so  bat  der  Ver- 
fasser in  diesem  ersten  Abschnitt  die  allgemeine  Statik  der  ebenen  Systeme 
in  dem  umfange  selbst  entwickelt,  als  ihm  dieselbe  für  die  weiteren 
Untersuchungen  erforderlich  schien.  Eine  Ausnahme  in  dieser  Rich- 
tung bildet  lediglich  das  Pritmp-  der  virtuellen  Verrückungen,  das  bei 
den  Fachwerksuntersuchungen  des  vierten  und  ßinften  Abachnittes 
verwandt  wird  und  dessen  Kenntnis  der  Verfasser  voraussetzt. 

ii.yCoog[e 


Bei  dem  Aufbau  der  Statik  ist,  wie  auch  später  im  dritten  Ab- 
sclmitt,  wo  die  Statik  der  räumliclieii  Systeme  eDtwiekelt  wird,  auf 
die  EinfQhmng  der  Vektoren  Terzichtet,  da  durch  die  Benutzung  der 
Vektorenreehnung  sich  für  viele  Leser  Schwierigkeiten  ergeben  hätteo. 
Diejenigen  Leser  des  Buches,  die  sich  mit  der  Vektorenreehnung  ver- 
traut gemacht  babeu,  werden  leicht  erkennen,  iu  welcher  Weise  die 
Beweise  bei  Benutzung  dieser  Rechnungsart  zu  führen  sind. 

Außerdem  ist  im  ersten  Abschnitt  die  weitere  spezielle  Unter- 
suchung des  Seilpolygones,  der  Seilkurve  nnd  sodann  die  allgemeine 
Theorie  der  reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik  enthalten. 

Die  in  §  15  enthaltene  Untersuchung  von  Gelenkpolygonen,  die 
der  Verfasser  geglaubt  hat  der  Vollständigkeit  wegen  mit  aufnehmen 
zu  müssen,  setzt  die  Kenntuie  der  synthetischen  Geometrie  voraus. 
Für  die  Studierenden  der  technischen  Hochschulen  können  sich  hier- 
durch Schwierigkeiten  ergeben,  da  die  synthetische  Geometrie  als 
obligatorischer  Unterrichtsgegeustand  längst  aus  dem  Lehrplan  ge- 
strichen ist.  Der  Leser  kann  jedoch  diesen  Paragraphen,  der  nur  im 
losen  Zusammenhang  mit  den  sonstigen  Untersuchungen  des  ersten 
Abschnittes  steht,  ohne  weiteren  Nachteil  und  ohne  den  Zusammen- 
hang zu  verlieren  überschlagen. 

Bei  der  allgemeinen  Theorie  der  reziproken  Figuren  im  fünften 
Kapitel  und  insbesondere  in  §  24,  wo  die  H au ck sehen  Untersuchungei) 
wiedergegeben  sind,  ist  die  Untersuchung  wesentlich  analytisch  durch- 
geführt. Der  Verfasser  hat  geglaubt  durch  die  Verwendung  der 
Analysis  einerseits  die  Beweise  abkürzen  zu  können,  andererseits  aber 
auch  dem  Leser  das  Verst^dnis  zu  erleichtern. 

In  dem  zweiten  Abschnitt  des  Buches  sind  außer  der  graphischen 
Scbwerpunktebestimmung  nur  solche  Teile  der  graphischen  Statik 
enthalten,  die  bei  Festigkeitsuntersnchungen  Bedeutung  besitzen; 
nämlich:  Der  belastete  Balken,  der  durchlaufende  Tr^er  und  die 
Trägheitsmomente.  Doch  setzt  nur  das  Kapitel  Über  den  durchlau- 
fenden Träger  die  eigentliche  Kenntnis  der  Festigkeitslehre  voraus. 

Obgleich  der  durchlaufende  Träger,  da  dessen  Untersuchung  auf 
diejenige  der  elastischen  Verhältnisse  hinausläuft,  nicht  eigentlich  in 
die  graphische  Statik  der  starren  Systeme  gebort,  so  ist  dessen 
graphische  Untersuchung  doch  mit  in  das  Buch  einbezogen.  Es  ist 
dieses  geschehen,  da  der  durchlaufende  Träger  in  zu  organischer  Be- 
ziehung steht  mit  dem  in  zwei  Punkten  gelt^erten  Balken,  der  vorher 
behandelt  war.  Die  sich  ei^ebende  Schwierigkeit  ist  durch  Anfübrang- 
der  wenigen  Sätze  der  Festigkeitslehre,  auf  die  sich  die  Theorie  des 
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duTcblao&nden  Trägers  stfitzt^  beseitigt  Es  ist  somit  nicht  erforder- 
licli,  vor  dem  Stndinm  des  9.  £apitels  sich  erst  mit  der  Festigkeits- 
lehre rertraat  zu  machen. 

In  dem  dritten  Abschnitt  ist,  wie  in  dem  ersten  Abschnitt  die 
allgemeine  Statik  der  ebenen  Systeme,  nun  die  allgemeine  Statik  der 
rSomlichen  Systeme  enthalten.  Barauf  folgen  die  Methoden  für  die 
graphische  ZnsammeosetzuDg  der  Kräfte  im  Raum,  sowie  diejenigen  fOx 
die  Bestimmung  der  Zentralachse  des  räumlichen  Kräftesystemes  usw. 
Danm  schließt  8i<di  dann  die  geometrische  Untersuchung  des  Möbius- 
echen  Nollsyatemes  und  die  graphische  Zerlegung  der  Kräfte.  Der 
ganze  Abschnitt  hat  in  erster  Linie  eine  mehr  theoretische  Bedeu- 
tung. Der  praktische  Wert  mancher  Konstruktionen  desselben  möchte 
ein  verl^tnismäßig  geringer  sein.  So  wird  z.  B.  der  praktische 
Ingenieur  kaum  je  in  die  Lage  kommen,  die  graphische  Zerlegung 
einer  Kr&ft  in  sechs  Komponenten  mit  vollkommen  beliebigen  Wir- 
kungslinien  durebfOhren  zu  mfissen.  Immerhin  mußte  aus  wissen- 
BchafÜichen  Gründen  ein  solcher  ausführlicher  Abschnitt  über  das 
ränmlicbe  Kräftesystem  in  das  Buch  aufgenommen  werden.  Der 
Leser,  dem  es  mehr  auf  das  Stadium  der  graphischen  Statik  nach 
der  praktischen  Seite  hin  ankommt,  wird  manche  Paragraphen  dieses 
Abschnittes,  ohne  den  Zusammenhang  mit  den  Untersuchungen  der 
folgenden  Abschnitte  zu  verlieren,  überschlagen  dürfen. 

Der  vierte  und  der  fünfte  Abschnitt  enthält  die  wichtigste  An- 
wendung der  graphischen  Statik,  nämlich  die  Theorie  der  bestimmten 
ebenen  und  räumlichen  Fachwerke.  Die  Untersuchungen  dieser  beiden 
Abschnitte  möchten  in  gleicher  Weise  rein  theoretisches  bzw.  mathe- 
matisches Literesse  wie  auch  praktischen  Wert  für  den  eigentlichen 
Ingenieur  besitzen.  Dem  Zwecke  des  Buches  entsprechend  sind  von 
vornherein  alle  Fragen,  die  mehr  in  die  eigentliche  Baukonstruktion 
gehören,  au^eschieden.  Demgemäß  ist  der  Verfasser  weniger  auf 
die  speziellen  in  der  Technik  gebräuchlichen  Fachwerke  eingegangen. 
Ebenso  sind  alle  Untersuchungen,  die  auf  Elastizitätsbetrachtungen 
beruhen,  Wtrggelassen.  Dies  ist  z.  B.  bezüglich  der  Deformation  der 
Facbwerke  der  FaU. 

Ganz  ausführlich  sind  d^egen  in  diesen  beiden  Abschnitten  die 
allgemeinen  Fragen  und  Methoden  der  Fackwerkstheorie  wie  die- 
jenigen der  Struktur  and  Spannungsbestimmung  behandelt. 

Die  Strukturontersuchung  ist  durch  eine  allgemeine  Untersuchung 
der  Gelenksysteme  eingeleitet.  Auf  die  Strukturuntersuchui^,  die 
der  Verfasser  schon  in  seinem  Buche:  „Statik  der  starren  Systeme", 
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Bannstadt  (1886)  durchg«ftlhti  und  jetzt  weiter  ausgeführt  hat,  legt 
der  Ver&SBer  den  größten  Wert.  Er  glaubt,  daß  die  Straktnrunter- 
suchuDg  dieselbe  Bedeutung  fSr  die  Fachwerketheorie  wie  die  Span- 
nungabestimmung  besitzt  Einerseita  aiud  die  Strukturgesetze  ge- 
eignet zur  Pr&fung  eines  vorliegenden  Gelenksjstemea  auf  seine 
Stabilität  sowie  zur  Heratelluiig  Ton  neuen  Fachwerksajatemen.  An- 
dererseits liefert  die  Strukturuntersucbung  ein  Mittel,  um  bei  einem 
Facbwerk  zu  entscheiden,  in  welcher  Weise  die  Spannungsbestimmung 
am  raschesten  und  einfachsten  Torgenommeu  werden  kann.  Insofern 
hängt  die  Stmktumnteranehnng  mit  der  Spannungsbestimmung  eng 
zusammen. 

In  den  Kapiteln,  die  sich  auf  die  Spannungsbestimmung  be- 
ziehen, aind  die  speziellen  und  allgemeinen  Methoden  der  Spannungs- 
bestimmung enthalten.  Der  Yerfaaaer  hat  sieb  jedoch  hierbei  nicht 
auf  die  graphischen  Methoden  beschmikt,  wie  er  dieses  dem  Titel 
des  Buches  entsprechend,  zu  tan  berechtigt  gewesen  wäre,  sondern 
auch  die  analytischen  vorgeführt.  Es  ist  dieses  einerseits  geschehen, 
um  die  graphischen  und  die  analytiachen  Methoden  miteinander  ver- 
gleichen zu  kSnnen.  Andererseits  aber  auch,  da  die  allgemeine  Fach- 
werkstbeorie  nun  einmal  als  das  ureigenste  Gebiet  der  graphischen 
Statik  betrachtet  wird  und  sich  ans  einer  Fachwerkatheorie  die  ana- 
lytischen Metboden  nicht  herausnehmen  laaaen. 

Ausführlich  ist  der  Verfasser  auch  auf  die  für  die  Spannungs- 
bestimmung bei  dem  ebenen  Facbwerke  von  F.  Schur  gegebene 
„allgemeine  Methode  der  reziproken  Kräftepläne"  eingegangen.  Der 
Verfaraer  ho£Ft  hierdurch,  den  schönen  Schuracben  Untersuchungen, 
die  bisher  in  technischen  Kreisen  wenig  Beachtung  gefunden  haben, 
eine  weitere  Verbreitung  zu  geben.  Leider  war  er  hierbei  genötigt, 
in  ßScksicht  auf  die  einfache  Daratellung  in  einigen  Punkten  die 
wissenschaftliche  Strenge  der  Schurseben  Untersuchungen  etwas  zu 
mildem. 

Darmatadt,  im  Oktober  1910. 

L.  Henneberg. 
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Die  Methoden  der  graptiBchen  Statik  beruhen  im  wesentlichen 
auf  der  Verwendung  des  Kräfte-  und  Seilpdygones.     P.  Tarignon') 
gab  zuerst  den  Satz,  daß  eich  beliebige  im  Gleichgewicht  befindliche 
Kräfte,  wenn  man  sie  durch  gerichtete  Strecken  darstellt,  stets  zu 
einem  geschloeseneu  Polygone  zusammenfügen    lassen.     Ebenso  war 
er  der  erste,  der  die  Aufgabe  behandelte,  das  Gleichgewicht  eines  Seil- 
zuges,  auf  welchen  in  den  verschiedenen  Eck- 
punkten  beliebige  Kräfte  wirken,  zu  ermitteln,        ,'^ 
sowie  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Teilen        /  ;  \ 
des  Seiles  zu  finden.    Von  da  au3  kam  er  da-        /    i   \ 
zn,  den  Zusammenhang  des  Kräfte-    und  ,' 

Seilpolygoues  zu  untersuchen, 
und  zwar  sowohl  für  paral- 
lele, wie  für  beliebig  ge- 
richtete Kräfte.  *)  Auch  wird 
Ton  Varignon  mit  Hilfe 
des  Seilpolygonea  schon  die 
Resultante  von  Kräften  be- 
stimmt, ohne  daß  er  jedoch, 
da  er  nur  an  ein  Seil  denkt, 
der  Konstruktion  eine  weitere  Bedeutung 
beilegt.*)     Später    sind    es     G.    Lame  und 


1)  P.  Varignon,  Nouvelle  m^caniqne  ou  sta- 
tiqne,  t.  1  et  2,  Fsrie  1T2G.  —  2)  Nonvelle  m^anique 
1,  p.  193  n.  f.;  planchell.fig.  92  u.  93.—  3)  8o  Sadet 
sich  bei  Varignon  die  nebe ueteh ende  Fignrl  (t  I, 

E«>in«b«rg,  GnphJKb«  Suilk. 
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B.  P.  E,  Clapeyron»),  J.  V.  Poncelet»),  A.  F.  W.  Brii')  und  andere, 
welche  das  Kräfte-  und  Seilpoljgon  bei  der  Gleichgewichtefigur  des  Seils 
verwendeii;  dieselben  gehen  jedoch  in  der  Erkenntnis  des  Seilpoly- 
gones  nicht  wesentlich  über  Yarignon  hinaus.  Das  nämliche  läSt 
sich  TonB.  E.  Gousinery*)  sagen,  der  sich  mehr  damit  beschäftigte, 
graphische  Methoden  für  die  gewöhnlichen  Rechnungsoperationen  zu 
finden,  ebenso  wie  Poncelet  bemüht  war,  ilir  eine  fieihe  von  Rech- 
nungsausdrücken  Konstruktionen  herzuleiten.  FDr  die  Schwerpunkts- 
bestimmung soll  Poncelet  das  Seilpolygon  in  seinen  Vorträgen  an 
der  Artillerie-  und  Genieschule  in  Metz  verwandt  haben.')  Der  erste, 
welcher  die  Verwendbarkeit  des  Seilpoljgones  für  die  allgemeinen 
Aufgaben  der  Statik  erkannte  und  unabhängig  von  seiner  Bedeutung 
als  Gleiehgewichtsfigur  des  Seiles  auffa&te,  war  C.  Culmann*),  der 
daher  als  Begründer  der  graphischen  Statik  anzusehen  Jst^  Be- 
zQglich  der  Anwendungen  der  graphischen  Statik  ist  in  erster  Linie 
J.  Clerk  Maswell  hervorzuheben,  der  insbesondere  die  reziproken 
Kräftepläne  der  Fachwerke  begründete. 

§  2.    Darstellung  der  Kräfte.  • 

Eine  Kraft  ist  bestimmt  durch  Größe  (ItUensität),  Angriffspunkt 
und  Richtung. 

Nach  Festsetzung  irgend  einer  Kraft  als  Kraßeinheit  (z.  B.  des 
Gewichtes  von  1  kg)  wird  eine  Kraft  analytisch  gegeben  sein  durch 
eine  Zahl,  die  angibt,  wie   viel  Krafteinheiten  die  betreffende  Kraft 

plancbe  11.  %.  6):  sowie  die  Bemerkang  (p.  Iü9);  „Le*  Cotol.  19  et  80  da 
Lern.  8  fönt  voir  que  l'effort  r^ultant  du  cooconn  des  patsiances  K,  L  est 
dirigä  euivaut  ER  ou  FS;  qae  le  räeultant  da  concoui«  de  celui-ci  et  de  1& 
puistftnee  M,  est  dirig^  Buivant  FS  oa  GS;  qne  In  läsultant  de  (»Ini-ci  et  de 
la  pniiaance  N  est  dirig^  Buivant  G  T;  et  toujoun  de  m^me".  Es  iBt  biet 
merkirfirdig,  daß  Yatignon  von  der  Resultante  der  Kräfte  Bpricht,  trotidem 
er  DOT  an  ein  Seil  denkt. 

1)  Joun.  des  voiea  de  conunnnication,  St.  Pätersboarg,  Jan.  1887,  p.  4i  a.  f. 

2)  CouTB  de  möcanique  industrielle,  Metz   1828,  p,  77,  79,  86  etc. 

3)  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper,  2.  Aufl.,  Berlin  1849,  p.  428  «.  f. 

4)  Le  caicul  par  le  trait,  Paria  1886. 

6)  CCnlmann.DieQrapfaiscbe  Statik.  Zflrich  1876.  2.  Aufl.,  Vorrede, p.Vm. 

6)  Carl  Culmann,  geb.  1881  in  Bergzabern  (Rheiupfalz),  gest.  am  9.  Des. 
1881  in  Zürich,  war  von  1851  an  bis  zn  eeinem  Tode  Professor  der  Ingenieur- 
wiBBenBchaflen  am  eidgenüBaischen  Polytechnikum  in  Zürich.  Sein  Hauptwerk 
ist  „Die  graphische  Statik". 

7)  Vgl.  auch  die  ausführliche  Darstellung  in  M.  Rühlmaun,  Tortrftge  Aber 
Geschieht«  der  technischen  Mechanik,  Leipzig  188B,  g  89,  sowie  J.  J.  Wejiaach, 
Über  die  graphische  Statik.    Leipzig  1874. 
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enthalten  eoU,  durch  die  Koordinaten  des  AngrifEspunktea  und 
durch  die  Winkel,  welche  die  Kraft  mit  den  Koordinatenachsen  ein- 
BcUießt 

Andererseite  lassen  eich  die  Kräfte  graphisch  durch  gerichtete 
Strecken  darstellen,  nachdem  für  die  GrÖSe  der  Kräfte  irgend  ein 
Kräftemaßstafa  zugrunde  gelegt  ist  So  wird  die  Länge  der  gerich- 
teten nnd  der  Deutlichkeit  wegen  mit 
Richtungspfeil  versehenen  Strecke  AB 
(Fig.  2)  auf  dem  KräftemaBstab  abgelesen 
die  Qröße  der  Kraft  P  ergeben.    Der  An-  ^'«-  *■ 

^f&pookt  der  Kraft  ist  der  Anfangspunkt  Ä  der  Strecke,  tmd 
die  Richtung  der  Kraft  let  durch  die  Richtung  von  A  nach  B  be- 
stimmt 

Diese  von  S.  Stevin  herrührende  graphische  Darstellung  der 
Kiifle')  ermöglicht  es,  geometrische  Beziehungen  zwischen  Kräften 
za  finden  und  so  eine  graphische  Statik  aufzubauen. 

§  3.  EräftepsTBllelogTamm.  Ebenes  Eräftepolygon. 
Um  Kräfte,  die  an  einem  starren  Körper  angreifen,  zu  einer 
einzigen  Kraft  (Resuliante,  Miädkraß),  bzw.  zu  zwei  Kräften  zu  ver- 
einigen, genfigt  der  Satz  vom  Kräfteparallelogramm ,  sowie  der  Satz, 
daß  jeder  Punkt  der  geraden  Linie,  in  wacker  die  Kraft  liegt  (Aktions- 
lime  der  Kraft,  Wirkungslinie,  Kraftlinie)  als  der  Angriffspunkt  der 
Kraft  betrachtet  werden  darf.  Diese  beiden  Sätze  seien  im  folgenden 
voransgesetzt. 

Während    der   Satz    vom    KräfteparaUelogramm   stets   Gültigkeit 
hat,  gilt  der  letztere  Satz  im  allgemeinen  nur  filr  starre  Körper.    Bei 
nichtstarren  Körpern  nnd  Punktsystemen  kommt  vielmehr  jeder  Kraft 
eiD  ganz  bestimmter  Angrifispiinkt  zu. 
Durch  den 

Säte  vom  Kräftepart^dogramm:  Zwei  Kräfte  P  und  Q  mit 
demsdben  Angriffspunkt  A,  die  durch  gerichtete  Strecken  dargestellt 
sind,  setaen  sich  zu  einer  Eesultanten  siisammen,  die  durch  die  vom 
Angriffspunkt  A  ausgehende  IHagoncde  des  aus  de»  Kräften  F  und 
Q  geteichneten  ParaUdogrammes  bestimmt  ist, 
ist  zunächst  die  Zusammensetzung  von  zwei  Kräften  graphisch  wie 


math^niatiqiieH  II.     Leiden  1G34,  p.  449,  Corol- 
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analytisch  erledigt  Die  beiden  Kräfte  P  und  Q,  die  sich  zu  E  ver- 
einigen, werden  hierbei  die  Komponenten  Ton  ü  genannt. 

Bei    der   analytischen  Zusanunen- 
eetzung  der  beiden   Kräfte   P  und  Q 
mit  demBelben   Angnf^punkt  Ä  wird 
^^  py^  l       es  darauf  ankommen,  nua    dem    durch 

die  Kräfte  P  und  Q  bestimmten  Parallelo- 
gramm ABCD  (Fig.  3)  die  Länge  der 
die  Resultante  R  darstellenden  Di^o- 
nalen  AD,  sowie  die  Winkel  tp  und 
"■■  "■  i>  zu  berechnen,   welche   diese   Resul- 

tante mit  den  beiden  Komponenten,  bzw.  mit  den  beiden  Seiten  AS 
nnd  AC  des  Parallelogrammes  einschließt.  Für  diese  drei  Größen  er- 
geben sich  sofort  die  Werte: 


(1) 


R-yp*'-^  e»+2Peco8o 

Q    . 


sm  iff  ->  p  sin  a, 


wo  a  der  Winkel  ist,  den  die  beiden  Kräfte  P  and  Q  miteinander 

einschließen. 

Die  graphische  Beetixumung  der  Resultanten  kann  erfolgen,  indem 

das  Kräfteparallelogramm  tatsächlich  gezeichnet  wird.  Da  jedoch 
solche  Konstruktionen  in  der  graphischen 
Statik  sehr  viel  auszuführen  sind,  so  wird 
es  zweckmäßig  sein,  dieselben  auf  die 
notwendigen  Linien  zu  beschränken.  So 
kann  in  Fig.  S  die  eine  der  beiden  Linien 
CD  oder  BD  weggelassen  werden,  wo- 
durch sich  der  Endpunkt  D  der  Resul- 
tanten R,  und  damit  die  Resultante  selbst, 
ei^ibt,  indem  die  beiden,  die  Komponen- 
^'*'  *■  ten  P  und  Q  darstellenden,  Strecken  AB 

und   AC  aneinander   angetr^en    werden    (siehe  Fig.  4).     Hierdurch 

ei^bt  ich  der  Satz: 

Die  Resultante  ZKeier  Kräfte  P  und  Q  mit  detnsdben  Angriffs- 
punkt A  tcird  erhalten  durch  eine  graphische  Addition  der  die  Kräfte 

darstdtenden  Strecken. 

Wie   die   Zoaammensetzung   zweier   Kräfte   P   und   Q  mit  dem- 
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selben  Angtifispoiikt  A,  ho  ist  aach  die  Zerlegung  einer  Kraft  E  in 
zwei  Komponenten  P  nnd  Q,  die  denselben  AnKriffspunkt  wie  R 
haben,  durch  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  erledigt. 
Hierbei  können  von  den  beiden  Komponenten  die  Richtungen  an- 
f^enommeo  werden,  oder  statt  dessen  von  der  einen  Komponenten, 
z.  B.  P,  die  Größe  und  Richtung.  Sowohl  hei  analytischer  wie  bei 
graphischer  Lösnng  der  Aufgabe  ergeben  sich  die  weiteren  Bestimmungs- 
etücke  der  Komponenten  aus  den  obigen  Formeln,  bzw.  durch  Kon- 
stmktion  des  Parallelogrammes  in  einfachster  Weise. 

Besonders  häufig  vorkommende  und  wichtige  spezielle  Fälle,  die 
bei  der  Zusammensetzung  von  zwei  Kräften  P  und  ^  mit  demselben 
Angriffspunkt  zu  einer  Resultanten  B,  bzw.  bei  der  Zerlegung  einer 
Kraft  jß  in  zwei  Komponenten  P  und  Q  auftreten,  sind: 

1.  Die  beiden  Komponenten  P  und  Q  stehen  senkrecht  aufein- 
ander, wodurch  das  Kräfteparallelogramm  in  ein  Kräfterechteck  Über- 
geht.    Es  ist  dann  k  —  x  ^°^  daher: 

•       _Q 


sm^ti  —  cos  y  —  j- 

Die  beiden  Komponenten  P  und  Q  sind  die  orthogonalen  Pro- 
jektionen der  Resultante. 

2.  Die  beiden  Komponenten  P  und  Q  liegen  in  derselben  Ge- 
raden ff,  haben  somit  dieselbe  oder  entgegengesetzte  Richtung,  Das 
Kräfteparallelogramm  klappt  zusammen,  die  Resultante  R  li^gt  auch 
in  der  Geraden  g,  ihre  Richtung  stimmt  Überein  mit  der  Richtung 
der  grö&eren  der  beiden  Kräfte  P  und  Q,  nnd  ihre  Größe  ist 

R  =  F+Q, 

wenn  die  beiden  Kräfte  dieselbe  Richtung  haben,  und 

sobald  die  Kräfte  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Hieria  liegt  der  spezielle  Satz: 

Ztcei  Kräfte  P  und  Q  mit  demselben  Angriffspunkt,  die  in  der 
»ämlicken  Geraden  liegen,  setzen  sich  eusammcn  eu  einer  Resultanten, 
deren  Bichtunt/  vbereinslimmt  mit  derjenigen  der  größeren  der  beiden 
Kräfte,  und  deren  Grüße  gleich  ist  der  Summe  oder  der  Differenz  der  ■ 
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beiden  Kräfte  P  und  Q,  je  nachdetn  dieselben  die  nämliclte  oder  die 
etUgegengesetzte  RidUung  besitzen. 

Sollea  zwei  Kräfte  P  und  Q  mit  demselben  Angriffspunkt  A  im 
Gleichgewicht  stehen,  so  muß  R^O  sein.  Dies  ist  aber  nur  der 
Fall,  sobald  die  beiden  Kräfte  entgegengesetzte  Richtung,  aber  die- 
selbe Größe  haben.  Es  folgt  somit  die  Gleichgewichtsbedingung  für 
zwei  Kräfte  mit  demselben  Ängriffspankt: 

Zwei  Kräfte  mit  demseßien  Angriffspunkt  stellen  im  Gleidigewicht 
und  gwar  nur  dann,  wenn  die  beiden  Kräfte  entgegengesetzt  gerichtet 
sind  und  diesdhe  Größe  haben. 

Es  seien  jetzt  eine  ganze  Reihe  von  Kräften  gegeben,  die  den- 
selben Angriffspunkt,  aber  rerschiedene  Richtungen  haben,  jedoch  in 
derselben  Ebene  liegen. 

Von  vornherein  ist  ersichtlich,  daß  die  Zosammensetzung  einer 
größeren  Anzahl  von  Kräften  mit  demselben  Angriffspunkt  sich  durch 
wiederholtes  Zusammensetzen  von  je  zwei  Kräften  auafQhren  läßt, 
und  daß  sich  somit  im  allgemeinen  eine  einzige  ganz  bestimmte  re- 
saltiereude  Kraft  S  bei  der  Zusammensetzting  ergibt.  Da  jedoch 
eine  solche  Methode  für  die  Be- 
rechnung von  R  nicht  bequem  ist, 
so  ist  es  zweckmäßiger,  bei  der 
analytischen  Bestimmung  der  Re- 
sultanten in  folgender  Art  zu  ver- 
fahren: 

Der  Angriffspunkt  der  Kräfte 

sei  zum  Nullpunkt  eines  recht- 
winkligen Koordinatensj  Sternes  an- 
genommen und  jede  einzelne  Kraft 
durch  ihre  Größe  P^  und  den  Winkel  a^  bestimmt,  den  dieselbe  mit 
der  positiven  Seite  der  x-Achse  einschließt  (Fig.  5).  Es  seien  nun 
sämtliche  Kräfte  zerlegt  in  je  eine  Komponente,  die  in  der  x-Achse 
liegt  (x- Komponente),  und  in  eine  solche  in  der  i/-Achse  (y-Kompo- 
nente).     Die  Kraft  P^  wird  dann  eine  a;- Komponente  erhalten: 

X^^PjCGSttj 

und  eine  ^Komponente: 

r;  =  P,  sin  a,, 

wobei  Xj  nrd  y,  von  selbst  positiv  oder  negativ  werden,  je  nachdem 
dieselben  die  Richtung  der  betreffenden  positiven  oder  negativen 
Achse  haben. 

D,gtz.d.yCOOg[e 
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Sämtliclie  so  erhaltoneu  x-Eompoiient«ii  der  Kräfte  laasen  sich 
dann  zu  einer  einzigen  Kraft  in  der  a^-Achse  vereinigen,  fQr  die  sich 
ergibt: 

und  zu  einer  einzigen  Kraft 

Y- 2:Y,=  EPt  siaa,, 
in  der  y-Acbse.*) 

Auf  dieae  Weise  sind  sämtliche  gegebenen  Kräfte  P^  zurflck- 
geftihrt  auf  eine  einzige  Kraft  in  der  a;-Aehse  und  eine  solche  in  der 
^-Achse.  Da  diese  beiden  Kräfte  X  und  Y  sich  sofort  durch  ein 
Kräfterechteck  vereinigen  lassen,  so  wird  die  Resultante  B  die  Größe 
besitzen 

E  -  yw+'Y' 

und  mit  der  positiven  Seite  der  x-Achse  einen  Winkel  ^  einschließen, 
der  durch  die  Gleichung 


bestimmt  ist.  Werden  in  dieser  letzten  Gleichung  die  Vorzeichen 
Ton  X  und  Y  für  sich  berücksichtigt,  so  hört  die  Zweideutigkeit, 
die  sich  daraus  ergeben  könnte,  daß  zwei  Winkel,  die  sich  um  n  unter- 
scheiden, dieselbe  trigonometrische  Tangente  haben,  von  selbst  auf. 

Sollen  die  Kräfte  mit  demselben  Angriffopunkte  und  in  derselben 
Ebene  im  Gleichgewicht  stehen,  so  muß  iJ  — 0  sein.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn 

.X-0  und  Y-0, 
bzw.  wenn 

(3)  F^'  =  «' 

d.  h.  Kräße  in  derselben  Ebene  und  mit  demselben  Angriffspunkte  stehen 
im  Gleichgewicht,  menn  die  Summen  der  Komponenten   der  Kräfte  in 

1)  Fnr  technucbe  Zwecke,  wo  die  Kräfte  P,  in  der  Regel  durch  ganze  und 
einfache  Zahlen  ausgedrückt  sind,  und  es  auch  meisteua  nicht  auf  eine  allzu- 
große  Genauigkeit  des  Resultates  ankommt,  ist  es  vielfach  zweckmäßig,  die 
Ausdrücke 

iP,  coa  «j  und  SPf  sin  Cj 

nicht  mit  Hilfe  von  Logarithmeu  zu  berechnen,  sondern  die  Tabelleu  zu  be- 
nntsen,  die  sich  in  den  techniscben  Taschenhüchem  finden,  und  aus  denen  die 
trigonometrischen  Funktionen  sieb  direkt  entnehmen  lassen,  alao  nicht  deren 
Logarithmen. 
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zwei  gueinander  smh'e^ten  Richtungen  *}  (in  den  Eidiiunffen  der 
Koordinatenachsen,  izw.  in  horieontaUr  und 
vertikaler  Richtung)  für  si^  gleich  Null  sind. 
Sollen  dagegen  die  in  deiselben  Ebene 
liegenden  Kräfte  mit  demselben  Angriffs- 
punkt grapbiBcb  zusaminengesetzt  iverden, 
30  läßt  sieb  dieses  sofort  dorcb  wieder- 
holtes Zeichnen  von  Kräfteparallelogram- 
men erreichen.  So  ist  in  Fig.  6  R^  die 
Resultante  Ton  P^  und  P,,  B^  die  Resul- 
tante von  ü,  und  P,,  also  auch  die  Resul- 
tante TOn  Pj,  Pj,  Pj  usw.  Der  Endpunkt 
der  Resultante  R  ist  der  Endpunkt  des  Linien- 
iuges  Ä  12,..,  der  sich  ergibt,  wenn  die  die 
Kräfte  darstellenden  Strecken  tont  Angriffs- 
punkte A  aus  aneinander  angelragen  werden. 
Wie  bei  gtcei  Kräften  ist  die  Resultante  bestimmt  durch  eine 
grapliische  Addition  der  die  Kräfte  darstellenden  gerichteten  Strecken. 

Wie  bei  zwei  Kräf- 
ten wird  man  ancb 
hier,  wo  es  sich  um 
die  Zusammensetzoog 
einer  größeren  Anzahl 
von  Kräften  mit  dem- 
selben Angriffspunkt 
handelt,  die  einselnen 
K  raf teparallel  ogramra  e 
nicht  Tolls tändig  zeich- 
nen, sondern  unter  Weg- 
lassung  aller  entbehr- 
lichen Linien  sich  darauf 
beschränken,  den  Linien- 
zug aus  den  aneinander 
J  angetragenen      Kräften 

zu  bilden.  So  würde 
in  Fig.  7  die  Strecke  A  5  die  Resultante  R  der  fünf  Kräfte  P,,  P,, 
Pj,  P4,  P5  bestimmen. 

1)  Ea  ist  klar,  dafi  es  hier  nicbt  notwendig  ist,  diese  beiden  Bichtnogeii, 
in  denen  die  Sammen  der  Eompouenten  Null  sein  müaaen,  gerade  seulu^cht  zd 
nehmen;  doch  wird  man  «ie  fast  auBnahmaloa  aenkrecbt  wählen,  da  man  bei 
den  Rechnungen  ein  rechtwinkliges  Eaurdinatensjatem  wird  zogrunde  legen. 
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Dieser  Linienzug  aus  den  aneinander  angetragenen  Kräften  (also 
in  Fig.  7  der  Linienzug  A  1234Ö)  wird  das  Kräflepolygon  oder  das 
Kri^ieeek  genannt.  Fällt,  wie  dieses  im  allgemeiiien  der  Fall  sein 
wird,  der  Endpunkt  des  Kräftepolygones  nicht  in  den  Anfangspunkt, 
so  wird  das  Kräftepoljgon  als  ein  offenes  bezeichnet,  sowie  die  Linie 
vom  Anfangspunkt  nach  dem  Endpunkt  als  die  Sdtlußlinie  des  Kräfte' 
pdygonea.  (In  Fig,  7  wttrde  Ä  5  die  Schlußlinie  sein.)  Wenn  der 
Endpunkt  des  Eräftepolygonea  wieder  in  den  Anfangspunkt  fällt,  so 
wird  das  Polygon  ein  geschlossenes  genannt. 

Unter  Benutzung  dieser  Culmannschen  Bezeichnungen  lassen 
äich  sofort  die  Sätze  aussprechen: 

Die  Besultante  von  Kri^ien  in  dersäben  £bene  and  mit  demselben 
Angriffspunkt  ist  bestimmt  durch  die  Schlußlinie  des  aus  den  Kräften 
gegeichneten  Kräftepolygones. 

Kräfte  mit  demsäben  Angriffspunkt  und  in  derselben  Ebene  stehen 
im  Gleichgewicht,  wenn  das  aus  den  Kräften  gezeichnete  Kräftepolygon 
geschlossen  ist. 

Beim  Zeichnen  des  Kräftepolygones  wird  aus  Gründen  der  Zweck- 
mäßigkeit der  Änfai^spunkt  des  Kräftepolygones  vielfach  nicht  im 
AngrifTspunkt  der  Kräfte  angenommen,  so  daß  eine  parallele  Verschie- 


hang  der  Schlußlinie  nach  dem  Angriffspunkte  erforderlich  ist,  um 
die  Resultante  zu  liefern.  So  ist  in  Fig.  8  die  nach  A  verschobene 
Strecke  05  die  Resultante  der  fünf  in  A  angreifenden  Kräfte  Pj,  P,, 
■P).  Pi,  Pi,  fflr  welche  0 1  2  3  4  5  das  Kräftepolygon  darsteUt    Es  ist 
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femer  ersichtlich,  daß  jede  zwei  Eckpunkle  des  Kräftepolygones  ver- 
bindende Diagonale  desselbm  nach  dem  Ängriffspunld  der  Kräfte  parctUd 
versdioben,  die  Resultante  derjenigen  Kräfte  liefert,  die  zwischen  de» 
Endpunkten  dieser  Diagoncden  lie.gen.  So  ergibt  sich  in  Fig.  8  durch 
parallele  Yerscbiebung  der  gerichteten  Strecke  14  die  Resultante  R' 
der  im  Kräflepolygon  zwischen  den  Eckpunkten  1  und  4  liegenden 
Kräfte  P„  P„  P,.') 

Wollte  man  analytisch  nacji  Bestimmung  der  Resultante  sämt- 
licher Kräfte  auch  noch  die  Resultante  einer  solchen  Gruppe  von 
aufeinander  folgenden  Eräften  (wie  hier  der  Kräfte  P,,  Pg,  P^)  finden, 
80  wDrden  neae  Rechnungen  anzustellen  sein.  In  dieser  Richtung  ist 
somit  auch  die  graphische  Methode  der  analytischen  überlegen. 

§  4.  Statisohas  Uoment.  Graphisohe  BeatiininTuig  des  resultierenden 
atatisohen  Homentes. 

Wird  irgendein  Funkt  0  der  Ebene,  in  welcher  eine  Kraft  P 
liegt,  als  Drehpunkt  {Pol)  festgel^t,  so  ruft  die  Kn.fi  P  eine  Drehung 
der  Ebene  um  diesen  Punkt  hervor.  Äußer  von  dem  Sinne  der 
Drehung  hängt  dieselbe  ab  von  der  Qröße  der  Kraft  P  und  von  dem 
senkrechten  Abstände  der  Kraft  P  vom  Drehpunkt  0  (^Hebelarm  der 
Kraft  P  für  den  Drehpunkt  0).  Hierbei  pflegt  in  den  technischen 
LehrbOchem  eine  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  als  eine  poditice, 
eine  Drehung  in  dem  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzten  Sinne  als  eine 
n^ative  bezeichnet  zu  werden.*) 

Nach  Festlegung  des  Drehpunktes  wird  unter  dem  statischen  Mo- 
ment (Drehmoment,  Moment)  einer  Kraß  das  je  nach  dem  Drehungs- 
sinn positiv  oder  negativ  genommene  Produkt  von  Kraft  und  Hebdarm 
verstanden.*) 

])  Die  Konatraktiouen  dieeeB  Pafagrsphen,  sowie  alle  sich  auf  das  Kz&lie- 
poljgoQ  beziehenden  ^tze  finden  sich  echou  bei  Yarignoii. 

S)  Demectsprechend  igt  eg  konBequent,  dae  Koordinaten BTstem  der  x,  y  in 
der  Ebene  der  Ex&fte  so  zn  wählen,  daß  die  positive  y-Achge  sich  durch  eine 
positive  Drehung  um  90°  (also  hier  durch  eine  Drehung  von  60*  im  Sinne  des 
Uhrzeigers)  aus  der  positiven  x-Achse  ergibt.  Wird  die  positive  y-Achse  nach 
aui'wärts  gerichtet  angenommen,  so  müQte  die  positive  x-Achse  nach  links  ge- 
richtet sein,  wie  dieses  auch  in  Fig.  6  der  Fall  ist. 

S)  Das  statische  Moment  ist  das  Produkt  einer  Kraft  und  einet  Länge. 
Hat  eine  Kraft  von  negativem  Diehnngäsinn  eine  QrOQe  TOn  B  kg,  während  der 
Hebelarm  6  cm  beträgt,  eo  wOrde  das  Produkt  sein 

Jtf  —  —  8  kg  X  6  cm  =  —  48  kg/cm  (Kilogramm-Zentimeter). 
Da  bei  Bildung  des  resvUUrenden  Momentes  die  Momente  der  Kräfte  TOn  nega- 
tivem DrehuDgssinn  negativ  einzufühlen  sind,  so  ist  es  zweckmäßig,  das  Moment 
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Von  YarigBou*)  wird  zuerst  der  absolute  Wert  des  statischen 
Momentes  einer  Kraft  P  für  den  Drehpunkt  0  durch  de»  doppelten 
Inhalt  des  Dreieckes 
dargesfdU,  wdches  die 
Kraß  F  sur  Basis  und 
den  Drdtpunkt  eur 
Spitze  hat*) 

So  ist  in  Fig.  9 

2 .  A^  OB, 

das  Moment  der  Kraft  P^  fllr  den  Drebpankt  0  und 
M^ P.Ä, 2  ■  A^,  OB, 

das  Moment  der  Kraft  P,  fOr  den  nämlichen  Drebpankt  0. 

Infolge  dieser  sowohl  analytischen  wie  graphischen  Darstelltmg 
des  Momentes  ist  es  möglich,  Sätze  über  Momente  sowohl  analytisch 
wie  geometrisch  2u  beweisen  und  auch  ,„ 

mit  Momenten  zu  konstruieren. 

Um  den  wichtigen 
Satz  vom  statischen  Moment:  Für 
densdben  Drehpunkt  ist  das  Moment 
der  Eesultante  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  Komponenten  analytisch 
zu  beweisen,  sei  zunächst  der  ana- 
lytische Ausdruck  fOr  das  Moment 
gebildet. 

Sind  X,  y  die  Koordinaten  des 
Angriffspunktes    A     der     Kraft      P 

(Fig.  10)  und  x',  y  diejenigen  des  Endpunktes  B,  so  ist  das  Moment 
M  der  Kraft  P  fUr  den  Drehpunkt  0  durch  den  Ausdruck 

M'"  xy'  —  yx' 

einschlieBHcb   des   durch   den  Drehungssinn   bestimmten  Vorzeicheos 

von  rornherein  mit  dem  durch  den  Drehungtsinn  beitimmten  Vorteiehen  tinm- 
führen,  wie  ja  auch  der  onaljÜBche  AuBdrnck  fOi  daa  Homeot  das  Voneicheu 
mit  enthalt. 

1)  Nouvelle  m^canique  I  p.  304,  lowie  Lern.  XVI  p.  84  ff. 

S)  Infolge  dicBer  giaphiBchen  DarBtellung  des  Momentes  beieiclmet  Cul- 
mann  die  üiOBe  der  Kraft  als  die  Basis  des  Momentes. 
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■  dargeetellt.    Bei  Einführai^  der  Eomponentes  der  Kraft  P  in  den 
Richtongen  der  Koordinatenachsen: 

X-x-~x, 

ergibt  sicli  ^r  das  Moment: 

M~  Yx-Xy, 
nnd  zwar   ist   durch   diesen  Ausdruck  das   Moment  einschließlich  des 
Vorzeichens  bestimmt.') 

Es  seien  jetzt  eine  ganze  Reihe  von  Kräften  P^  Torhandea,  die 
alle  denselben  Angriffspunkt  x,  y  haben.     Sind 

x,r„  x,r„  ...,  X,Y„... 

die  Komponenten  der  Kräfte  in  der  Richtung  der  Koordinatenachsen, 
so  ist 

Y^x  -  X,y 
das    Moment    der    ("°  Kraft    für    den    Nullpunkt    des   Koordinaten- 
system es  und 

£{  YiX  -X,y)=.x-2Yt-y  SX, 
die  Summe    der  Momente  der   sämtlichen   Kräfte  ebenfalls  ftlr  den 
Nullpunkt  des  Koordinatensystemes  als  Drehpunkt. 

Da  aber  die  Resultante  der  Kräfte  P^  auch  an  dem  Punkte  x,  y 
angreift  und  die  Komponenten  hat: 

X  =  £X„ 
Y^SY,, 
80  wird 

X  ■  SY,  -  y  ■  SX,  =  Yx-Xy 
auch  das  Moment  der  Resultante  sein  fOr   den  Nullpunkt  des  Koor- 
dinatensystemes  als  Drehpunkt.    Hiermit  ist  der  Satz  vom  statischen 
Momente    der  Kräfte   analytisch   bewiesen   unter   der  Voraussetzung, 
daß  alle  Kräfte  denselben  Angriffspunkt  besitzen. 

Um  den  Satz  vom  statischen  Momente  der  Kräfte  geometrisch  zu 
beweisen,  ist  zu  zeigen,  daB  der  Inhalt  des  Dreieckes,  welches  die 
Resultante  zur  Basis  und  den  Drehpunkt  zur  Spitze  hat,  gleich  der 
algebraischen  Summe  aus  den  Dreiecksflächen  ist,  welche  die  ein- 
zelnen Komponenten  zur  Basis  und  den  Drehpunkt  zur  Spitze  haben.*) 
Es  genügt,  den  Satz  für  zwei  Kräfte  zu  beweisen. 

1)  Die  positifeD  Koordinatenachsen  sind  hier  dem  pOBitiven  DrehnngsBinn 
entsprechend  gewählt.    Wäre  dieEes  nicht  der  Fall,  so  nürde  sein 

M—  Xy  -  Tx. 

2)  VgLYaiignon,  Nouvelle  m^canique  I  p.  301,  sowie  Lern.  XVI  p.  84ff. 
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Bei  zwei  Kräften  P  und  Q  mit  demBelben  Aogriffspankt  A  nnd 
der  durch  dss  gezeichnete  Kräfteparallelogr&mm  bestimmten  Resul- 
tanteo  li  (Fig.  11)  kommt'es  darauf  an,  wenn  der  Punkt  0  zum 
Drehpunkt  gewählt  ist,  nachzuweisen,  daß 

AAOD^AÄOB+AAOC. 
Es  werde  gezogen 

OS  II  ^6' II  BD. 
Dann  ist: 

AAOC'-AASC  -AADS, 

-AADB+ABDS, 


Nun  ist  aber; 
also  auch 


=  AADS+ABOD. 
AAOD'-AAOB+AADB+ABOD, 
AAOJ)  =  AAOB+AAOC, 


was  zn  bfl weisen  war. 

Bei  dem  Beweise  ist  der  Drehpunkt  0  so  gewählt,  daß  die  Dreh- 
momeute  der  drei  Kräfte 
P,  Q,  R  das  nämliche  Vor- 
zeichen haben  Hätten  die 
Momente  von  P  und  Q  ver- 
schiedene Yoizeichen,  so 
sind  geringe  Änderungen 
im  Beweise,  wie  sie  sich 
durch  die  anderen  Vorzei- 
chen der  Momente  ergeben, 
erforderlich.') 

Daraus,  daß  der  Satz 
vom  statischen  Momente 
richtig  ist  fQr  zwei  Kräfte 
mit  demselben  Angriffs- 
punkte und  deren  Resultante, 
folgt  dann  sofort  die  Richtigkeit  desselben,  für  eine  ganze  Reihe  von 
Kräften  mit  demselben  Angriffspunkt. 

Nachdem  so  der  Satz  vom  statischen  Momente  für  Kräfte  mit 
denselben  Angriffspunkt  bewiesen  ist,  ergibt  sich  dessen  Richtigkeit  für 
beliebige  and  verschimlene  Angriffspunkte  zunächst  für  zwei  und  dann 


1)  Bei  dem  gvometriBcbeQ  Beweise  Bind  die  Voizeichen  ane  der  Amoliautuig 
xa  eDtnehmei).    Hierin  liegt  eine  Schwäche  des  geoiaetrisclieD  Beweises.       ^  . 
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für  beliebig  viele  Kräfte  sofort  daraus,  daß  sich  der  Angrifispnnkt 
einer  Kraft  auf  der  Wirkungelinie  derselben  beliebig  rerschieben  lefit, 
und   sich   bei   einer   solchen  Verschiebung  das  Moment  nicht  ändert 

Für  zwei  parallele  Kräfte  P  und  Q  läßt  allerdings  der  obige 
Beweis  zunächst  im  Stich,  da  zwei  solche  Kräfte  nicht  zurückgeführt 
werden  können  auf  zwei  Kräfte  mit  dem  nämlichen  AngrifFspunki. 
Dieser  Fall  kann  jedoch  sofort  erledigt  werden,  indem  die  eine  der 
beiden  Kräfte,  z.  B.  P,  in  zwei  Komponenten  P,  und  P,  zerlegt  wird, 
die  nicht  parallel  sind  zn  Q,  und  indem  dann  der  Satz  zunächst  auf 
die  Kräfte  P^  und  Q  und  danach  auf  die  Resultante  Ü,  von  P,  und 
Q  nnd  die  andere  Kraft  P,  angewandt  wird. 

Infolge  des  Satzes  vom  statischen  Momente  wird  die  Summe  der 
statischen  Momente  einer  ganzen  Reihe  von  Kräften  fOr  denselben 
Drehpunkt  0  als  das  resultierende  Moment  dieser  Kräfte  fQr  den 
Drehpunkt  0  bezeichnet.  Von  vornherein  ist  klar,  daß  dieses  resul- 
tierende Moment  bei  der  Bestimmang  der  Resultanten  zur  Verwen- 
dung kommen  kann. 

Um  das  resultierende  Moment  einer  Reihe  von  Kräften  mit  ver- 
schiedenen Angrifilsp unkten  för  einen  angenommenen  Drehpunkt  0  zu 
ermitteln,  werden  von  Culmann  zwei  graphische  Vertahren  gegeben, 
indem  sämtliche  Dreiecksflächen,  welche  die  Kräfte  zur  Basis  und 
den  Drehpunkt  0  zur  Spitze  haben,  auf  dieselbe  Grundlinie  bzw. 
Höhe  gebracht  und  dann  addiert  werden,*)  Diese  Aufgabe,  alle 
Dreiecksflächen  auf  dieselbe  Grundlinie  bzw.  Höhe  zu  bringen,  stimmt 
überein  mit  der  Aufgabe,  alle  Kräfte  zn  ersetzen  durch  andere  Kräfte 
mit  demselben  Momente,  die  den  nämlichen  Hebelarm  bzw.  dieselbe 
Größe  besitzen.  Demgemäß  spricht  Culmann  von  der  Eeduktion  der 
Momente  auf  einen  vorgescJtrtebenen  Hebelarm  bxw.  eine  vorgeschriebene 
Basis. 

1.  Um  das  Moment  einer  Kraft  P  für  einen  Drehpunkt  0  auf 
einen  Hebelarm  /(  zu  bringen,  werde  um  den  Drehpunkt  0  ein  Kreis 
mit  dem  Radius  h  geschlagen,  welcher  die  Kraft  P  bzw.  deren  Ver- 
längerung in  einem  Punkt  A,  trifft  (Fig.  12  a).  Dieser  Funkt  Jl,  sei 
zum  Angriffspunkt  der  Kmit  P  •=  AiB,  gemacht  und  dieselbe  in  eine 
radiale  Komponente  A^Di  und  in  eine  tangentiale 

zerlegt.    Da  das  Moment  der  radialen  Komponente  14'ull  ist,  so  ei^bt 


1)  C.  Culmanii,  Die  gisphiBcbe  SUtik,  Zürich  1866  (1.  Teil  1861)  p.  tOSff., 
2.  AaB.  ZQiich  1875,  p.  18S  ff. 
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sich  das    Moment  M  der  gegebenen  Kraft  P  nach  dem    Satze   vom 

statischen  Momente  der  Kräfte  gleich  dem  Moment  der  tangentialen 

Kraft  m,  die  den  Hebelarm  h  besitzt; 
Jtf  =  mh. 

Hierbei   wird   die  Strecke  m   als   das   auf  den  Hebdarm  h  redueierte 

Moment  der  Kraft  P  beziichnei. 

Um  das  Verfahren  zu  vereinfachen,  wird  von  Cutmann  die  Be- 
stimmung des  reduzierten  Momen- 
tes m  wie  in  Fig.  12  b  ausge- 
führt. Diese  Figur  12b  ei^bt 
sich  aus  Fig.  12a  durch  eine  pa- 


rallele Verschiebung  des  Dreieckes  AiD^B^  nach  AB.    Es   ist   dann 

m  =  BD. 
Es  worden  also   dnrch  den  Angriffspunkt  A  der  Kraft  P  und  dnrch 
den  Endpunkt  B  nur  zwei  Linien  zu  ziehen  sein,  von  denen  die  eine 
parallel  zu  dem  Radius  OAi  und  die  andere  senkrecht  zu  demselben 
ist     Durch  die  senkrechte  Linie  wird  m  bestimmt 

Dafi  die  Konstruktion  sich  auch  durch  die  Gleichheit  von  Drei- 
ecksflächeu  begründen  läßt,  folgt  daraus,  daß  (Fig.  12a): 

Damit  die  vorstehende  KoQBtmktion  durchführbar  ist,  muß  k  so 
groß  gewählt  werden,  daß  der  mit  dem  Radins  h  um  0  geschlagene 
Kreis  die  Wirkungslinie  der  Kraft  P  trifft. 

Sind  auf  diese   Weise   die   Momente  sämtlicber  Krefte  auf  d^u 
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Hebelarm  Ä  gebracht,  so  erscheint  das  resultierende  Moment,  also 
das  Moment  der  Resultante,  in  der  Form 

Hierbei  ist  2  ±  m,  das  anf  den  Hebelarm  h  gebrachte  resultierende 
Moment  und  ist  durch  eine  geometrische  Addition  der  Strecken  ni, 
zu  finden.  * 

Nach  dioser  Methode  ist  in  Fig.  13  das  resultierende  Moment  3/ 
der  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,  fflr  den  Drehpunkt   0  bestimmi     Die 


Momente  dieser  drei  Kräfte  sind 
werden : 

Mj  —  +  m^h , 

^t %'' 

Da«  resultierende  Moment  ist: 

Die  graphische  Addition  der  drei  Strecken  m^,  m,,  - 
Geraden  g  vorgenommen: 

m,  =  üT,    Mij  =  12,    -  mj  =  23. 
Für  das  resultierende  Moment  hat  sich  so  ergeben: 
J(f=  +  2AOA'3. 
3.  Um  das  Moment   der  Kraft  P  auf  die  Basis 
werde  durch  den  Drehpunkt  0   eine   Oerade  g  (am 
horizontal)   gezogen  und   dann   die   Kraft   P  in    eine 
Komponente  von  der  Größe  H  und  in  eine   zweite 
zerlegt     Die  zu  Q  durch  0  gezogene  parallele  Linie 


den  Hebelarm  h  gebracht   und 


m,  ist  auf  der 


H  zu  bringen, 
zweckmäßigsten 
zu  g  paraUele 
Komponente  Q 
möge  die  Kraft 


oogic 
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P  in.  Ä  scbneideii  (Fig.  14).  Wird  dann  dieser  Punkt  A  als  Angriffs- 
punkt von  P  betrachtet,  bo  daß  nach  diesem  Punkte  Ä  auch  die 
Kräfte  S  und  Q  zu  TerschiebeD  sind,  so  fällt 
die  Kraft  Q  in  die  Linie  OÄ  und  hat  ein 
Moment  Null,  während  die  in  A  angreifende 
und  zu  g  parallele  Kraft  H  ein  Moment  hat 

M  -  H-  h, 
das  nach  dem  Satze  vom  statischen  Momente 
gleich  dem  Momente  der  gegebenen  Kraft  P 
ist.  Das  auf  die  Sasis  H  gebrachte  Moment 
der  Kraft  P  ist  gleich  detit  senkrechten  Ab- 
startde  des  Punktes  A  von  der  Geraden  g. 

Sind  auf  diese  Weise  die  Momente  sämtlicher  Kräfte  auf  die 
nämliche  Basis  H  gebracht,  so  ergibt  sich  das  resultierende  Moment 
ilderForn:  M-H-S±h„ 

und  zwar  ist  £±hf  der  auf  die  Basis  H  gebrachte  Hebelarm  desselben. 


§  5.    Kr&ftepaare  in  derselben  Ebene. 

Einer  besonderen  Untersuchung  bedarf  der  Fall,  daS  zwei  Kräfte 
in  parallelen  Geraden  g^ben  sind  von  derselben  Größe  aber  ent- 
gegengesetzter Richtung. 

Zwei  derartige  Kräfte,  die  in  parallden  Linien   liegen,  dieselbe 
Größe   aber   eitigegengesetete   Eichtung   heUien 
(Fig.  15),  seien  als  Kräflepaar  begeichn^.^} 

Es  ist  klar,  daß  die  Wirkung  eines 
Kräftepaares  diejenige  einer  Drehung  der 
Ebene  sein  wird. 

In  Rücksicht  auf  die  Bedeutung,  welche 
die  Momentensumme  von  Kräften  durch  den 
Satz  vom  statischen  Momente  erlangt  hat, 
sei  unter  dem  Momente  eines  Kräftepaares 
die  Summe  aus  den  Momenten  der  beiden 
einzelnen   Kräfte  für    denselben    angenommenen  Drehpunkt    verstanden. 

Die  eine  Kraft  des  Kiäftepaares  möge  die  Komponenten  X,  Y 
und  den  Angriffspunkt  x,,  y,  haben.  Die  zweite  Kraft  des  Kräfle- 
paares  hat  dann  die  Komponenten  —  X  und  —  Y,   sie   möge  ferner 

isot  eingefabrt.    L.  FoiDBot,  Slämeats  de 
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den  Angriffspunkt  ^r,,  y,  besitzen.   Die  erste  Eraft  hat  Itlr  einen  Punkt 
Xg,  jTo  ala  Drehpunkt  ein  Moment 

r(i,-i.)-x(j,, ->,.), 

die  zweite  ßlr  denselben  Drehpunkt  Xg,  y^  ein  Moment 

Durch   Addition  dieser  beiden   Ausdrücke   ergibt  sich  somit  für  das 
Moment  des  Kräftepaares  der  Weit 

M-Y(^,-x,)-X(y,-9,). 

Da  hierbei  die  Koordinaten  des  angenommenen  Drehpunktes  sich 
herausgehoben  haben,  so  folgt  der  Satz: 

Das  Moment  eines  Kräftepaares  ist  unabhängig  von  dem  hei  Ser- 
Stellung  des  Momentes  gewählten  Drehpunkte. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  kann  man  auch  sich  sofort 
geometrisch  überzeugen. 

Da  hiemach  der  angenommetie  Drehpunkt  keine  Bedeutung  hat, 
so  li^  es  nahe,  denselben  in  einem  Ponkte  A  der  einen  Eraft  des 
Eräftepaares  vorauszusetzen.  Dann  ist  das  Moment  dieser  Eraft 
gleich  Null  und  das  Moment  des  Eräftepaares  gleich  dem  Momente 
der  zweiten  Eraft  für  den  Punkt  A  als  Drehpunkt.  In  Rücksicht 
darauf  wird  die  Entfernung  der  beiden  Kräfte  eines  Kräftepaares  als 
der  H^darm  des  Kräßepaares  bezeichnet. 

Es  folgen  daraus  die  Sätze: 

Das  Moment  eines  Kräftepaares  ist  gleich  dem  statischen  Moment 
der  einen  Kraft  des  Kräftepaares  für  einen  Drehpunkt,  der  auf  der 
xweiten  Kraft  liegt. 

Oder:  Das  Moment  eines  Kräftepaares  ist  gleich  dem  je  nach  dem 
Drehungssinn  des  Kräftepaares  positiv  oder  negativ  genommenen  Produkt 
aus  der  Größe  der  Kräfte  in  den  Hebelarm  des  Kräftepaares. 

So  würde  in  Fig.  15  das  Moment  des  Kräftepaares  sein 
IT -PA. 

Graphisch  ist  das  Moment  eines  Eräftepaares  durch  die  Fläche 
eines  Parallelogramm  es  bzw.  durch  den  doppelten  Inhalt  einer  Drei- 
ecksfläcbe  dargestellt,  wekhe  die  eine  Kraft  zur  Basis  und  den  Hebel- 
arm des  Eräftepaares  zur  Höhe  hat.  In  KückEicht  auf  diese  graphische 
DarsteUung  wird  von  Culmann  die  die  beiden  Kräfte  des  Eräfte- 
paares darstellende  Strecke  ala  die  Üasis  des  Kräftepaares  bezeichnet. 

Es  seien  jetzt  zwei  Kräftepaare  gegeben  und  zunächst  vorans- 
gesetzt,  daß  die  Wirkungslinien  der  Enlfte  des  eines  Eräftepaares  nicht 
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parallel  sind  zti  denen  dea  zweiten  (Fig.  16).  Die  Kräfte  des  einen 
Kräftepaares  seien  mit  P,,  P,,  die  dea  anderen  mit  Q,,  Qj  bezeiclinet 
Die  Wirknngslinien  der  Kräfte  P,  und  Q,  werden  sich  dann  in  einem 
Punkte  Ai,  diejemgeo  der  beiden  Kräfte  Pg  nnd  fl,  in  einem  Punkte 
Aj  schneiden.  Die  beiden  Kräfte  P,  und  Q^  lassen  sick  nach  dem 
Punkte  Ai  als  An- 
grifTspuukt  ver- 
schieben und  dort 
durch  ein  Kräfte- 
parailelograoim  zu 
einer  Kesultanten 
Bj  vereinigen. 
Ebenso  seien  die 
beiden  anderen 
Kräfte  P,  und  ft 
nach  A^  verscho- 
ben und  dort  zu  einer  Resultanten  R^  zasammengesetzt.  Hierbei  er- 
geben eich  die  beiden  reaoltierenden  Kräfte  i?,  and  üj  als  gleich 
groß,  sie  liegen  femer  in  parallelen  Geraden,  haben  aber  die  ent- 
gegengesetzte Richtung.  Die  beiden  g^ebenen  Kraftepaare,  deren 
Momente  mit  M^  und  M^  bezeichnet  werden  sollen ,  sind  somit  zu 
einem  dnrcb  die  beiden  KHLfte  ifj  and  iJ,  gebildeten  resultierenden 
Kräftepaare  zusammengesetzt.  Das  Moment  desselben  sei  mit  M  be- 
zeichnet. 

Um  die  Momente  M^,  M^,  M  dieser  drei  KrSftepaare  zu  bilden, 
sei  der  auf  den  drei  Kräften  P,,  Q^,  J^  liegende  Punkt  A^  als  Dreh- 
punkt angenommen.  Dadurch  werden  diese  drei  Momente  gleich  den 
Drehmomentes  der  drei  Kräfte  P^,  Q^,  R^  fUr  den  Punkt  A^  als 
Drehpunkt,  und  es  folgt  nach  dem  Satze  vom  statischen  Momente: 


Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

Zwei  Kräftepaare  in  derselben  Ebene  lassen  sich  vereinigen  eu 
einem  einzigen  resultierenden  Kriiftepaar,  dessen  Moment  gleich  ist  da" 
Summe  der  Momente  der  heiden  Kräftepaare. 

Sollen  die  beiden  gegebenen  Kräftepaare  sich  aufheben,  so  müssen 
die  beiden  Kräfte  Ä,  und  E^  im  Gleichgewicht  stehen.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  die  beiden  Kräfte  in  derselben  Geraden  liegen.  Dann  aber 
wird  der  Hebelarm  und  somit  das  Moment  dea  resultierenden  Kräfte- 
paares gleich  Null.  ^ 
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Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Sitzten    gtcei   Kräftepaare    in    derselben   Ebene   im    Gleichgewicht, 
so  ist  die  Summe  der  Momente  der  beiden  Kräftepaare  gleich  Null: 
M^  +  M^  =  0. 

umgekehrt  folgt:  Wenn  bei  ewei  Kräftepaaren  die  Momenten- 
summe gleich  Ntdl  ist: 

jlf  ,  +  3f  j  -  0, 
so  stehen  die  beiden  Kri^tepaare  im  Gleiekgeivicht. 

Es  seien  jetzt  zwei  Kräftepaare  betrachtet,  die  in  derselben  Ebene 
liegen  und  deren  Moment«  Jf,  und  M^  einander  gleich  sind  ein- 
schließlich des  Vorzeiclieiis  (bzw.  des  Drehnngasinnea): 

and  darauf  ein  drittes  Eräftepaar  mit  dem  Momente  M'  bestimmt, 
das  sieb  gegen  das  erste  Kräftepaar  weghebt,  und  für  welches  ist: 

M^+M'=0. 
Dann  ist  auch: 

Mt+M'=0, 

d.  h.  das  dritte  Kräftepaar  steht  mit  dem  zweiten  ebenfalls  im  Gleich- 
gewicht.    Es  folgt  somit  der  Satz: 

Zwei  Kräftepaare  in  derselben  Ebene  sind  einander  gleich,  wetin 
ihre  Momente  einander  gleich  ^nd  einscMießlich  des  Vorzeichens. 

Nach  diesem  Satze  darf  ein  Kräftepaar  durch  irgend  ein  anderes 
Kräftepaar  in  derselben  Ebene  und  mit  demselben  Momente  ersetzt 
werden.  Es  kann  somit  auch  ein  gegebenes  Kräftepaar  auf  eine  Tor- 
gesehriebene  Basis  oder  einen  Torgeschriebenen  Hebelarm  gebracht 
werden.  Um  dieses  graphisch  durchzuführen,  würde  es  nur  notwendig 
sein,  das  das  Moment  darBtellende  Parallelogramm,  von  dem  die 
beiden  Kräfte  des  Kräftepaarea  zwei  gegenüberliegende  Seiten  sind, 
auf  die  vorgescbriebene  Basis,  bzw.  auf  den  vorgeschriebenen  Hebel- 
arm als  Höhe  zu  bringen.  Insbesondere  ist  es  gestattet,  ein  gegebenes 
Eräftepaar  beliebig  in  seiner  Ebene  zu  verschieben. 

Bei  dem  Beweise  dieser  Sätze  tat  zunächst  vorausgesetzt,  daft 
die  Wirkungslinien  der  die  beiden  Kräftepaare  bildenden  Kräfte  nicht 
parallel  sind.  Man  kann  sich  jedoch  von  dieser  beschränkenden  Vor- 
aussetzung sofort  frei  machen,  indem  man  zunäcbat  das  eine  Eräfte- 
paar durch  ein  drittes  Kräftepaar  mit  demselben  Momente  ersetzt, 
dessen  Wirkungslinien  nicht  mehr  parallel  sind  zu  den  Wirkungs- 
linien des  anderen  Kräl^epaares.  Die  hergeleiteten  Sätee  gelten  somit 
volOiommen  allgemein. 
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Die  Toistehenden  Satze  können  Bofort  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Kräftepaaren  ausgedehnt  werden: 

n  Krijßepaare  in  derselben  Ebene  lassen  sich  jsusammenseteen  xu 
einem  eimigen  Kräflepaar,  das  auch  in  dieser  Ebene  liegt  tmd  dessen 
Motnent  gleich  ist  der  Summe  der  Momente  sämtlicher  Kräßepaare: 

n  Kräftepaare  in  da-sdben  Ebene  steten  im  Gleichgewidtt,  wenn 
ihre  Momentensumme  NuU  ist: 

SM,  -  0. 

Handelt  es  Bich  darnm,  Kräftepaare  in  derselben  Ebene  graphisch 
zusammenzusetzen,  so  ist  es  nur  erforderlich,  das  Moment  des  resol- 
tierenden  Paares  zu  finden,  und  dieses  kann  geschehen  mit  HUfe  der 
graphischen  Methoden  von  §  4,  indem  nach  Annahme  irgend  eines 
Punktes  0  als  Drehpunkt  die  Summe  der  Momente  sämtlicher  Kräfte, 
die  die  Kräftepaare  bilden,  bestimmt  vird. 

Häufig  ist  es  erforderlich,  eine  gegebene  Kraft  P  mit  einem 
Cräfl«paare,  dessen  Moment  mit  M  bezeichnet  sei,  zusammenzusetzen. 
Dieses  kann  erfolgen,  indem  das  Kräftepaar  zunächst  auf  die  Basis 
P  gebracht: 

Jtf  =  PÄ, 

also  durch  ein  Kräftepaar  ersetzt  wird,  dessen  Kräfte  Pi  nnd  P,  die- 
selbe  Grdße  wie  P  besitzen.     Wird  dann  dieses  Kräftepaar  so  ver- 
schoben, daß  die  Kraft  P,  in  die  Wirkungslinie  von  P  fallt  und  der 
Kraft  P  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  so  heben 
sich  die  beiden  Kräfte  P  und  Pj  weg,  und  es 
bleibt    die   Kraft  P^    allein    öbrig   (Fig.   17). 
Da  die  Kraft  Pj  sich   aus  P   durch  parallele 
Verschiebung  ei^bt,  und  das  Moment  von  P, 
für   einen   Punkt    Ä   von    P   als   Drehpunkt 
gleich  dem  Momente  des  Kräftepaares  ist,  so 
folgt  der  Satz: 

Eine  Kraft  P  setzt  sich  mit  einem  Kräfte- 
paar Bu  einer  aus  P  durch  eine  parallele  Ver-  ^^''  "' 
sdiiebung  sich   erg^>enden  resuUiermden    Kraß  eusammm.    Die   Größe 
und  Richtung  dieser  paraUelen  Verschiebung  ist  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  daß  das  Moment  dieser  resultierenden  Kraft  für  einen  auf 
P  gdegenen  Dr^punkt  gleich  dem  Momente  des  Kräftepaares  ist. 

Um  graphisch  eine  Kraft  P  mit  einem  Kräftepaare  zusammenzu- 
setzen, genOgt  es,  das  das  Moment  M  des  Kräftepaares  darstellende        ■  ^ 
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Parallelogramm  auf  eine  Basis  gleich  der  Erail;  P  zu  brii^ea.  Die 
GrrÖ&e  der  vorznnelimeiideii  Verschiebmig  yon  F  ist  durch  den  er- 
haltenen Hebelarm  und  die  Richtung  dieser  Verschiebung  durch  das 
Vorzeichen  des  Momentes  M  bestimmt. 

Umgekehrt  kann  eine  gegebene  Kraft  P  in  eine  parallele  ver- 
schobene Kraft  und  in  ein  Kräftepaar  zerlegt  werden,  und  zwar  ergibt 
sich  hierbei  sofort  der  Satz; 

Eine  Kraß  P  Jcann  ersetzt  werden  durch  die  nach  einem  beliebten 
Punkt  A  parallel  verschobene  Kraß  und  durch  ein  Kräßepaar,  dessen 
Moment  gleich  ist  dem  statischen  Momente  der  gegebenen  Kraft  P  für 
den  Punkt  A  als  Drehpunkt. 

Dieser  Satz  wird  wichtig  werden  bei  der  Zusammensetzung  von 
Kräften  mit  rerschiedenen  Angriffspunkten.  Diese  Verschiebung  einer 
Kraft  P  nach  einem  Punkte  A  wird  auch  ab  ein  Transportieren  der 
Kraft  P  nach  A  bezeichnet.  Werden  mehrere  Kräfte  nach  demselben 
Punkte  A  verschoben,  so  wird  dieser  Punkt  A  der  Versammlungs- 
ptmkt  genannt. 

§  6.  Analytische  ZusaimiieiisetEiing  der  Eräfte  in  derselben  Ebene 
mit  versobiedenen  Angriff apunkten. 

Mit  Hilfe  der  eutwickelten  Satze  über  Momente  der  Kräfte  und 
über  Kräftepaare  ^ßt  sich  die  analytische  Zusammensetzung  der 
Kräfte  in  derselben  Ebene  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  leicht 
durchfuhren. 

Die   Kräfte  seien  auf  ein   rechtwinkliges  Koordinatensystem  der 


X,  y  bezogen,  bei 

tiven  Drehungssi 

Die  Koordi 


dem  die  positiven  Richtungen  der  Achsen  dem  posi- 

inn  entsprechend  gewählt  sind. 

naten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  seien  mit  x^,  y^ 
bezeichnet,   die  Größen  der  Kmfte  mit  P,  und   die   Richtungswinkel 
mit  (Cp  so  daß   die  Komponenten  der  Kräfte  in   den  Richtungen  der 
Koorditaatenachsen  werden: 
(Ij  jA,=  P,cos«.,. 

^  \Y,^P,  sin  6,. 

Es  seien  sämtliche  Kräfte  nach  dem  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systeme s  als  Versammlungspunkt  verschoben.  An  die  Stelle  einer 
Kraft  P,  tritt  dann  die  parallel  nach  dem  Nullpunkt  verschobene 
Kraft  mit  den  Komponenten  X^,  Yj  und  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment 
M^  gleich  dem  Momente  der  gegebenen  Kraft  P,  ist  für  den  Null- 
punkt  als  Drehpunkt  und  somit  den  Wert  hat: 
(2)  M,- Y,x,- X,f,.  ,,  . 
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Die  nach  dem  Xallpimkt  Terechobenen  Kräfte  ei^eben  zuBammen- 
gesetzt  eine  ReBoltante,  deren  Komponentea  sind: 

lr-zr„ 

welche  die  Größe  hat: 

(4)  E-yx'+y 

aad  deren  Richtungswinkel  tp  durch  die  Gleichung  bestiniml;  ist: 

y 

(5)  tg9  =  ^. 

Die  Kräftepaare  mit  den  Momenten  M^  vereinigen  sich  zu  einem 
resultierenden  Kräflepaar  mit  dem  Moment«: 
(ß)  M  -  XM,  =  S{  Y^x,  -  X,y,). 

Die  Resultante  des  gegebenen  Kräftesystemes  muß  sich  durch 
eine  Zusammensetzung  der  Resultante  (Gl,  3  bzw.  4  und  5)  der  nach 
dem  Knllpunkt  verschobenen  Kräfte  mit  dem  resultierenden  Krsfte- 
paar  (6)  ergeben.  Die  Resultante  des  gegebenen  Kräftesjstemes  wird 
daher  aas  der  Resultante  der  nach  dem  Kullpunkt  verschobenen 
Kräfte  durch  eine  parallele  Verschiebung  folgen.  Die  Größe  und 
Richtung  dieser  Verschiebung  ist  hierbei  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, daß  das  statische  Moment  der  Resultante  des  gegebenen  Kräfte- 
svstemes  fSr  den  Nullpunkt  als  Drehpunkt  gleich  dem  Momente  M 
des  resnltäerenden  Kräftepaares  sein  muß.  Werden  mit  x,  y  die  Koor- 
dinaten des  Angriffspunktes  der  Resultante  des  ebenen  Kräftesystemes 
bezeichnet,  so  ist  das  Moment  der  Resultante  für  den  Nullpunkt  als 
Drehponkt: 

Yx  -  Xy, 
und  es  folgt  die  Gleichung: 

(7)  Yx  -  Xy  =  M, 
oder  bei  Einsetzung  der  Werte  von  X,   Y,  31: 

(8)  xSY,-  y£X,^  ^i^^Zt-  X,y.). 

Da  der  Angrifispunkt  der  Resultante  des  Kräftesystemes  beliebig 
auf  deren  Wirkungslinie  gewählt  werden  kann,  so  muß  die  Gleichung  (8) 
fiir  jeden  Punkt  x,  y  der  Wirkungslinie  erfüllt  werden,  sie  stellt  daher 
die  Gleidiung  der  Wirkungslinie  der  Eesuüanten  des  Kräftesystemes  dar. 

Durch  die  Gleichungen  (3)  und  (8)  ist  die  Resultante  nach  Größe, 
RiefatniiK  und  Lage,  also  vollständig,  bestimmt. 

Aus  den   hei^eleiteten   Gleichungen  lassen   sich    sofort  die   yer- 
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Bchiedeoen   Fälle  erkemten,   die  bei   einem  ebeoen  Eräftesjstem  auf- 
treten  können: 

1.  üs  se»  Jt  >  0,  also  leenigsiens  einer  der  Werte  von  £X,  und 
SYf  von  Nuü  verschieden.  Dann  setzen  sich  die  Kräfte  ru  einer  ein- 
sigen resultierenden  Kraft  zusammen,  die  durch  die  Gleichungen  (3) 
und  (8)  bestimmt  ist. 

2.  Es  sei  B^O,  M^O,  bzw. 

ZX,~0, 
£Yt=0, 

Die  Kräfte  vereinigen  sieh  zu  einem  einzigen  resulUerenden  Kräfie- 
paar  mit  dem  Momenie: 

M=  £Jtf,=  -^(r^a:,-  X,y^. 
S.  Es  ist  R  =  0  und  M^O  oder: 

[  2;x,.-o, 

(9)  2;r,  ^  0, 

Dann  ist  das  Kräflesystem  im  Gleichgewicht. 

Es  folgt  tiieranB  der  Satz: 

Kräfte  in  derselben  Ebene  mit  verschiedenen  ÄngriffspunJUen  stehen 
im  Gl^hgewicht,  wenn  die  Summen  der  Komponerden  der  Kräfte  in 
den  Richtungen  der  Koordinatenachsen  (bzw.  in  swd  voneinander  ver- 
schiedenen belidng  gewöMten  Eichtungen)  gleich  Nuü  sind,  und  wenn 
die  Motnentensumme  der  Kräfte  für  den  NuUpunU  des  Koordintden- 
systemes  (bsw.  für  einen  beliebig  gewiüüten  Punkt  A)  versdiwindd. 

Für  manche  Zwecke  empfiehlt  es  sich,  die  Gleichgewicbtsbedingung 
noch  in  anderer  Weise  auszusprechen: 

Ist  die  Momentensumme  der  Kräfte  eines  ebenen  Kräftesyatemes 
für  einen  Punkt  Ä  gleich  Null,  so  braucht  noch  nicht  Gleichgewicht 
vorhanden  zu  sein.  Allerdings  ist  der  Fall,  daß  die  Kräfte  eia  re- 
sultierendes Kräftepaar  ergeben,  auBgeschlossen,  dagegen  könnte  es  sein, 
daß  sich  die  Kräfte  zu  einer  durch  Ä  gebenden  resultierenden  Kraft 
vereinigen  lassen.  Ist  nuu  die  Momentensumme  für  einen  zweiten 
Punkt  B  auch  gleich  Null,  so  ist  entweder  Gleichgewicht  vorhanden 
oder  die  Kräfte  setzen  sich  zusammen  zn  einer  Resultanten  mit  der 
Wirkungsliuie  AB.  Ist  anßerdem  die  Momeatensumme  noch  für 
einen  dritten  Punkt  C  gleich  Nnll,  der  nicht  auf  der   Greaden  AB 
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lie|^,  so  kann  nar   Gleichgewicht  vorhanden  sein.     Darans  folgt  der 
Satz: 

Kräfte  in  da-sen>en  Ebene  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  stdien 
im  Gleichgewicht,  wenn  die  Momentensummen  der  Kräfte  für  drei  von- 
einander verschiedene  Punlde,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  gleich 
SiM  sind. 

Bei  parallelen  Kräften  tritt  eine  Verein&ohuBg  ein.  Wird  mit 
a  der  Kichtongswiiikel  der  parallelen  Kräfte  bezeichnet,  so  werden 
die  Komponenten  der  Resultante : 

X  =  cos  tti:P„ 
r=8in  aZP,. 

Die  Resultante  hat  somit  die  OröSe: 

und  hat  dieselbe  Richtung  wie  die  parallelen  Kräfte. 

Fflr  die  Wirkungslinie  der  Resultanten  ergibt  sich  aus  (8): 
X  sin  uSP^~  y  cos  aUPf^  sin  aZPfXi~-  cos  a£Pij/f, 
oder 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Punkt  mit  den  Koor- 
dinaten: 


(10) 


£Pt 


Da  in  den  Koordinaten  x„  y,  dieses  Punktes  der  Richtungswinkel 
der  parallelen  Kräfte  nicht  vorkommt,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Werden  bei  einem  Systeme  von  parallelen  Kräften  die  Kräfte  um 
ihre  festgehaltenen  Angriffspunkte  gedreht,  aber  so,  daß  die  Kräfte  stets 
parall^  bleiben,  so  dreht  sich  die  EesuUattte  um  einen  ganss  bestimmten 
Punkt,  den  Mittdpunkt  des  Systemes  der  parallelen  Kräfte. 

Der  Satz  gilt  anch  dann,  wenn  die  Kräfte  nicht  alle  die- 
selbe Richtung,    sondern   zwei   entgegengesetzte    Richtungen    haben. 

Um  in  einem  solchen  Falle  nicht  mit  zwei  Winkeln  a^  und  a^, 
die  sich  am  x  unterscheiden,  rechnen  zn  müssen,  sei  die  eine  Rich- 
tung bevorzugt  und  deren  Winkel  mit  a  bezeichnet.  Die  Kräfte  P,^ 
welche  die  entgegengesetzte  Richtong  besitzen,  sind  demgemäß  negativ 
einzuführen.  Setzen  sich  die  Kräfte  zu  einer  Resultanten  zusammen, 
ist  also 
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SO  ergeben  sich  in  gleicher  Weise  die  Gleichungen  (10)  fBr  die  Koor- 
dinaten eines  speziellen  auf  der  Wirkungslinie  der  Resultante  gelegenen 
Punktes.  Da  aber  in  diesen  Gleichungen  der  Winkel  k  nicht  vor- 
kommt,  so  gilt  der  Satz  vom  Mittelpunkt  des  Systemes  der  parallelen 
Kräfte  auch  in  dem  allgemeinen  FaUe. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  Schwerkräfte,  so  geht  der  Mittelpunkt 
des  Sjstemes  der  parallelen  Kräfte  in  den  Schteerpunkt  über. 

§  7.    Graphiwhe  Znaanunenaetsaiiig  elnsa  ebenen  Ki^fteayBtemeB 
doroh  Eräftepolygon  nnd  resolüerendea  Homent. 
Die  Methode,  die  in  §  6  zur  analytischen  Zusammensetzung  ge- 
führt hat,  ist  von  Galmann  in  das  Graphische  übertra^n  und  da- 
durch eine  Methode  f^r  die  graphische  ZuBammeuBetzung  der  Kräfte 
gewonnen. 

Werden    die  Kräfte   nach   einem  Punkte  0   parallel   Terechoben 
und    dort   zusammengesetzt,   so  ei^bt  sich   eine  resultierende  Kraft, 


die  durch  die  SchluBlinie  des  gezeichneten  Kräftepolygones  bestimmt 
ist.  Durch  die  SchluBlinie  des  gezeichneten  Kräftepolygones  ist  somit 
schon  Größe  und  Richtung  der  gesuchten  Resultanten  gegeben.  Um 
daun  die  Lage  der  Resultanten  zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlieh, 
das  resultierende  Moment  der  Kräfte  zu  finden,  was  nach  einer  der 
graphischen  Methoden  von  §  4  geschehen  kaun. 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  18  die  Zusammensetzung  für  die  drei 
Kräfte  F^,  P„  Pg  durchgeführt.     Durch  die  Schlußlinie   03   des  ge- 
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zeichneten  Eräftepolygoiies  ist  die  gesuchte  Resultante  der  Größe  und 
Kichtung  nach  bestimmt.  Das  resultierende  Moment  ist  fdr  den  Dreh- 
punkt O  ermittelt,  dasselbe  iat  positiv  geworden  und  gleich  dem 
doppelten  Inhalt  des  Dreieckes  c^Nc^  (vergL  Pig,  13).  Dieses  Dreieck 
ist  auf  eine  Grandlinie  c^D  gleich  der  SchluQlinie  03  des  KrSfte- 
poljgones  gehracht,  wobei  sich  die  Hohe  ef,M  =  h  ergeben  hat') 
Die  gesuchte  Resultante  B  der  drei  Kräfte  ist  dadurch  Tollständig 
bestimmt,  daß  sie  die  durch  die  Schlußlinie  bestimmte  Größe  und 
Richtung  haben  muß,  daß  sie  ferner  von  0  den  gefundenen  Abstand 
h  hat,  und  daß  der  Drehnngssiun  der  Resultante  für  0  als  Drehpunkt 
der  positive  ist. 

Auch  bei  diesem  graphischen  Verfahren  kommen  die  verschiedenen 
Fälle,  die  beim  ebenen  Kräftesystem  auftreten,  zum  Vorschein: 

Ist  das  gezeichnete  Kräftepolygon  offen,  so  ergibt  sich  eine  ein- 
zige Resultante.  Die  beiden  anderen  Fälle  treten  bei  geschlossenem 
Kräftepolygon  auf,  und  zwar  je  nachdem,  oh  das  durch  Konstruktion 
gefandene  resultierende  Moment  von  Null  verschieden  oder  gleich 
XoU  ist 


Zweites  Kapitel. 

Die  ZiaammensetztiBi^  der  Kräfte  eines  ebenen  Kräftesy^stemes 

doreh  KrSfte-  and  Seilpolygon. 

Eigenschaften   des    Seilpolygones. 

§  8.  ZuaammenfletBiiiig  der  Kräfte  eines  ebenen  Eräftesyatemes 
doroh  Eräftepolygou  nnd  Ulttelkraftslinie. 
Sollen  die  Kräfte  P^,  P^,  P^,  . . .  eines  ebenen  Kräftesystem  es 
zusammengesetzt  werden  und  zwar  ohne  Bestimmung  des  resultieren- 
den Momentes,  so  ist  der  nächstliegendste  Gedanke,  die  Vereinigung 
der  Kräfte  unter  Benutzung  des  Satzes,  daß  jeder  Punkt  der  Wirkungs- 
linie einer  Kraft  als  deren  Angriffspunkt  betrachtet  werden  dai'f,  in 
der  Weise  durchzuführen,  daß  man  zunächst  die  beiden  ersten  Kräfte 
P,   und  P,  durch  den  Satz  vom  Kräfteparallelogramm  zusammensetzt, 

1)  Bei  dieMT  FI&cbenverwandluD^  ist  c,  J>  =  U  3.  Dann  eind  die  beiden 
parallelen  Liniea  DN  nnd  c,  M  weggelusen,  da  es  nur  anf  die  Beatimmung  des 
Funktet  M  ankommt  und  denelbe  gefunden  wird,  indem  das  Lineal  an  der 
dorch  die  Punkte  D  nnd  N  befttmmten  Oeraden  angelegt  und  parallel  nacb  e, 
veraclioben  wird.  Culmann  liebt  es  bei  seinen  Kouetraktionen,  alle  Linien,  die 
nicht  onbedinirt  notwendig  lind,  wegznlaeHen.  ^~.  , 
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derea  Beaaltante  It^  (die  erste  Mittelh-afi)  mit  der  dritten  Kraft  Pg, 
dann  die  Resultante  Jf,  von  R^  nad  P,  (die  eiteite  Mittelkraft)  mit 
der  vierten  Kraft  P^  uxw.  Die  letzte  sich  so  ergebende  Mittelkraft 
(bei  n  Kräften  wird  ee  die  n  —  1"  Mittelkraft  sein)  liefert  die 
Resultante  R  der  amtlichen  Kräfte.  Die  Konstruktion  wird  einfach, 
sobald  man,  anstatt  jedesmal  das  betreffende  Kräfteparallelogramm  zu 
zeichnen,  Größe  und  Kichtong  der  aufeinanderfolgenden  Mittelkräfte 
iJ,,  ü,, ...  aus  dem  gezeichneten  Kräftepolygon  der  Kräfte  Pj,  P,, .. . 
entnimmt. 

Es  seien  l^,  Z,,  Z,,  l^,  ■  ■  ■  die  Wirkungslinien  der  gegebenen  Kräfte 
Pj,  Pj,  Pg,  P4,  . . .  (Fig.  19).  Das  zugehörige  Kräftepoljgon,  aus  dem 
die  Großen  der  Kräfte  P,,  Pg,  Pg,  F^, ...  zu  erkennen  sind,  und  deren 
Schlußlinie  GröBe  und  Richtung  der  gesuchten  Resultanten  R  be- 
stimmt, sei  01234....  Die  Resultanten  i,  i, 
ü„  Äj, . . .  der  Kräfte  P„  P„  bzw.  P,,  P,,  P, 
usw.  (die  aufeinanderfolgenden  Mittelkräfte  des 
Kräftesystemes)  sind  der  Größe  und  Richtung 
nach  durch  die  Diagonalen  02,  03,  04  usw. 
des  Kräftepolygones  gegeben.  Die  erste  Mittel- 


kraft B,  wird  als  Resultante  von  Pj  und  Pj  durch  den  Schnittpunkt  B, 
von  Z,  und  Z,  gehen,  also  in  der  durch  j?,  parallel  zu  02  gezogenen 
Geraden  ^,  hegen.  Die  zweite  Mittelkraft  P,  geht  als  Reaultaote 
von  ifj  und  P,  durch  den  Schnitt  S^  von  ff,  mit  Z,  und  liegt  somit 
in  der  durch  P,  zu  03  parallel  gezogenen  Geraden  j7,.  Die  dritte 
Mittelkraft  Pj  (Resultante  von  P„  P,,  Pg,  PJ  muß  als  Resultante 
von  JR,  und  P^  durch  den  Schnitt  B^  von  f?,  und  l^  gehen  und  daher 
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in  der  durch  B^  parallel  zu  04  gezogenen  Geraden  g^  liegen  uevr. 
Durch  dieses  Verfahren,  voransgesetzt,  daß  bei  der  Ausführung  sich 
keine  Schwierigkeit  ergibt,  ist  tatsächlich  die  Resultante  sämt- 
licher Kräfte  nach  Größe,  Richtung  und  Lage  beatimmt.  Gleich- 
zeitig aber  liefert  die  Konstruktion  Erämtliche  aufeinanderfolgenden 
Mittelkräfte. 

Der  durch  die  Geraden  ffi,  ffi,  ■  ■  •  gebildete  Linienzug,  dessen 
Linien  parallel  sind  zu  den  aufeinanderfolgenden,  von  0  ausgehenden, 
Diagonalen  03,  03,  .  .  .  des  Kiiftepolygones  und  dessen  Eckpunkte 
in  den 'aufeinanderfolgenden  Kräften  liegen,  wird  von  Culmann  als 
die  MittdkrafUinie  bezeichnet,  da  in  den  aufeinanderfolgenden  Linien 
dieser  Mittelkraftlinie  die  aufeinanderfolgenden  Mittelkräfte  sich  be- 
finden. 

Es  folgen  daraus  die  Sätze: 

Ist  das  Kräftepolygon  offen,  so  seleen  sich  die  Kräfte  eu  einer  restd- 
tierenden  Kraft  eusammen,  die  in  der  letzten  Seite  der  Mittdhraftsltnie 
liegt,  urul  deren  Größe  und  BicJiturtg  durch  die  Sdiiußinie  des  Kräfte- 
polygones  heslimnd  ist. 

Die  geg^ienen  n  Kräfte  setzen  sieh  eusam7»eH  eu  einem  Kräftepaar, 
wenn  das  Kräfleipolygon  geschlossen  ist  und  die  n  —  2"  Seile  der  Mittd- 
Icraftslinie,  die  alsdann  parallel  zur  n"'  Kraft  sein  muß,  nidii  mit  der 
WirJeungslinie  der  n"'  Kraft  zusammenfäUt.  Das  Kräftepaar  wird  dann 
gebildet  durch  die  n"  Kraft  P,  und  durch  «nc  zweite  Kraft,  die  in 
dieser  n  —  2'"  Seile  der  MÜtdkraflslinie  liegt.  . 

Die  n  Kräfte  stehen  im  Gleichgewicht,  wenn  das  Kräftepdygm  ge- 
schlossen ist  und  die  n  —  2"  Seite  der  Mittelkraßslinie  mit  der  Wirkungs- 
linie der  «"•  Kraß  eusammenfdUt. 

Auch  zur  Zusammensetzung  von  Kräftepaaren  läßt  sich  diese 
Methode  der  Zusammensetzung  durch  Kräftepolygon  und  Mittelkrafta- 
linie  verwenden.  Jedenfalls  aber  ist  es  hierbei  notwendig,  die  ein- 
zelnen Klüfte  im  Kiiftepoljgon  nicht  so  anzuordnen,  daß  die  beiden 
Kräfle  eines  Kräftepaares  aufeinander  folgen. 

Soll  die  Methode  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  durch  Kräfte- 
polygon und  Mittelkraftslinie  ausführbar  sein,  so  muß  es  möglich  sein, 
die  n  gegebenen  Ki^te  so  anzuordnen,  daß  sich  zunächst  die  beiden 
ersten  Kräfte  P,  und  P,  auf  dem  Zeichenblatte  schneiden,  daß  dann 
die  Resultante  deiselben  die  dritte  Kraft  auf  dem  Blatte  schneidet  usw. 
Infolge  dieser  Bedingung  wird  sich  die  Konstruktion  nur  bei  ganz 
besonders  günstiger  L^e  der  Kräfte  durchführen  lassen,  insbesondere 
versagt  sie  vollständig  bei  einem  System  von  parallelen  Kräften. 
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§  9.  Harleitang  des  Seüpolygones.  Zas&mmeiisetzTing  des  ebenen 
KrtlfteBTBteniea  doroh  Kräfte-  und  Seilpol^gon. 
Die  Schwierigkeiten,  die  bei  der  Zusammensetzung  von  zwei 
Kräften  P^  und  Pj  entstehen,  wenn  deren  Wirkungslinien  I,  and  l^  sich 
nicht  auf  dem  Blatte  schneiden,  können  auf  verschiedene  Arten  be- 
seitigt werden.') 

Es  seien  z.  B.  in  einer  Geraden  i,  die  die  beiden  Wirkungs- 
linien  l^  and  2,  in  zwei  auf  dem  Blatte  befindlichen  Funkten  Aj 
und  Aj  schneidet,  zwei  gleich  große  Kräfte  ^^  und  Q^  ron  der 
OröBe  Q  angenommen,  die  entgegengesetzte  Richtung  haben  und  sich 
daher  aufheben  (Fig.  'JO).  Es 
seien  dann  die  beiden  Kräfte 
P,  und  Q,  zn  einer  Resultanten 
P,  vereinigt  und  ebenso  die 
beiden  Kräfte  P,  und  Q^  zu 
einer  Resultanten  P,.  Diese 
beiden  Kräfte  R^  und  P^  sind 
den  beiden  Kräften  P,  und  P, 
gleichwertig  und  haben  daher 
dieselbeResuItantePwieP,und 
Pj.  Dajedoch  dieGerade£,wie 
die  Größe  Q  der  beiden  hinzugef^ten  Kräfte,  beliebig  gewählt  werden 
kann,  so  ^Bt  es  sich  leicht  so  einrichten,  daß  P,  und  P,  sich  auf 
dem  Blatte  schneiden,  vorausgesetzt  natQrlioh,  daß  die  Resultante  P 
von  Pj  and  P,  überhaupt  sich  auf  dem  Blatte  befindet.  Die  beiden 
gegebenen  Kräfte,  die  sich  nicht  auf  dem  Blatte  schneiden,  sind  somit 
ersetzt  durch  zwei  Kräfte,  die  sich  auf  dem  Blatte  schneiden  und  durch 
den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammengesetzt  werden 
können.*) 

Von  Gulmann    wird    zu    demselben  Zwecke   das  folgende  Ver- 
fahren gegeben,  das  in  seinen  Folgerungen  zum  Seilpolygon  führt: 
Jede    der  beiden  g^ebenen  Kräfte   P,   und   P.   werde   in    zwei 

1)  Die  WirkuDgaUnie  der  Resaltanten,  deren  Richtung  schoo  durch  das  aus 
den  beiden  KTäften  gezeichnete  Kräftepolygon  beatimmt  ist,  und  die  durch  den 
nozogänglichen  Schnittpunkt  der  Geraden  ',  und  f,  geht,  läßt  sich  auch  mit 
Hilfe  der  Methoden  der  ayothetiBchen  Geometrie  finden.  Kin  eolches  Verfahien 
int  Jedoch  für  die  graphiBche  Statik  ala  zu  umfitÄndlicb  zu  yerwerfea. 

2)  Auch  bei  zwei  parallelen  Kräften  kann  dieses  Verfahren  verwandt  werden. 
Das  Verfahren  vereinfacht  »ich  natiiilicb,  wenn  nicht  die  FarallelogiamiDe  ge- 
seicbnet,  sondern  die  ErSite  R^,  R,,  S  im  Kräftepoljgon  bestimmt  werden. 
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Eomponentea  P,',  Pj",  bzw.  P,',  P,"  zerlegt  und  dann  P,'  mit  P,'  zu 
einer  R«8ultaaten  R'  und  P,"  mit  P^"  zu  einer  Resultanten  Jf"  ver- 
einigt Die  Bestimmnng  der  Resnltanten  B  der  beiden  Kräfte  P, 
und  P,  ist  dadorcb  auf  die  Bestimmung  der  Resultanten  ron  R'  mit 
R"  zarfickgefalirt.  Bei  der  Zeichnung  können  die  Angriffspunkte  der 
Kräfte  P,  nnd  P^  in  den  Wirkungslinien  derselben  beliebig  gewählt 
werden  und  ebenso  die  Richtungen  der  Tier  Komponenten  P,',  P^", 
P,',  P,".  Infolge  dieser  Willkörlichkeiten  ist  es  leicht  möglich  zn 
erreidien,  daß  die  Kräfte  B'  und  R"  sieb  schneiden,  also  sofort  durch 
ein  Kräfteparallelogramm  zur  gesuchten  Resultanten  R  zusammengesetzt 
werden  können. 

Es  ist  jedoch  nicht  notwendig,  die  Konstraktion  in  dieser  All- 
gemeinheit an&echt  zu  erhalten.     Eine  Vereinfachung,   die  dann  zum 
Seilpolygon  fHhrt,  tritt  ein,  wenn  dafür  gesorgt  wird,  daß  von  den 
vier  Kräften  P/,  P,",  p^'^  p^"^  in  die  P^  und  P,  zerlegt  werden,  die 
beiden  Kräfte  P,"nnd 
Pf"   aich    aufheben, 
also  in  derselbe  Ge- 
raden liegen,  dieselbe 
Größe  haben,aber  ent- 
gegengesetzte   Rich- 
tung.    Die  gesuchte 
Resultante  R  der  bei- 
den Kräfte  P,    und 
Pj     stimmt     daher 
uberein  mit  der  Re- 
sultante Ton  Pj'  nnd 
P,'.     Ea  muß  dafttr  gesorgt  werden,  daß  P,'  und  Pj'  sich   auf  dem 
Blatte  schneiden  und  somit  zu  R  vereinigt  werden  können. 

Ans  den  beiden  Kräften  P^  und  P„  die  in  den  Geraden  ?,  und  l, 
liegen,  sei  das  Kräftepolygon  0  1  2  konstruiert,  dessen  Schlnßlinie  0  2 
die  Resultante  nach  Größe  und  Richtung  bestimmt.  Die  Kraft  P^— Ol 
werde  im  Kräftepolygon  durch  Konstruktion  des  Kräftedreieckes  OCl 
(Fig.  21)  in  zwei  Komponenten  P,'— OC  und  P,"— C'i  und  ebenso 
die  Kraft  P,  durch  Konstruktion  eines  Kräftedreieckes  1(72  in  zwei 
Komponenten  P,"=  IC,  Pj'-=C2  zerlegt,  wobei  es  so  eingerichtet 
ist,  daß  die  Kräfte  Pj"  und  Pj"  sich  im  KrSftepolygon  nur  durch  die 
entgegengesetzte  Richtung  unterscheiden.  Nach  Wahl  des  Punktes  A^ 
in  l,  als  Angriflspunkt  von  P,  müssen  P/  und  P^"  in  den  durch  A^ 
parallel  zu  OC  und  Cl  gezogenen  Geraden  p,  und  g^  liegen.   Da  P," 
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und  P,"  sich  aufheben  sollen,  so  -wird  auch  P,"  in  der  Geraden  g^ 
liegen  mQasen.  Es  ist  daher  der  Schnitt  A^  von  ^,  mit  Ij  als  An- 
griffapunkt  A^  von  Pj  zu  betrachten.  Die  Komponente  P,'  der  Eiaft  P^ 
liegt  in  der  dnrch  A^  gezogenen,  zu  C2  paraUeleo  Oeraden  ^,.  Die 
gegebenen  Knifte  P^  und  P,  sind  auf  die  beiden  in  ^j  und  jr,  liegen- 
den Kräfte  P/  \md  P,'  zurückgeführt.  Die  gesuchte,  durch  die  SchluB- 
linie  0  2  des  KrSftepolygones  der  Große  nnd  Richtung  nach  gegebene 
Besultaste  E  geht  durch  den  Schnittpunkt  Ä  von  g^  and  g^  und  ist 
somit  vollkommen  bestimmt. 

Der  Punkt  C  wird  als  PcH  des  Kräftepolygones,  der  durch  die 
Geraden  g^,  g^,  </,  bestimmte  Linienzug,  dessen  Seiten  parallel  sind  zu 
den  PolsbraUea  CO,  Cl,  C2: 

j?i|ICO,  j?,||Cl,  5,i'(72 
(den  vom  Pol  atisgehenden  Diagonalen  des  Kräftepolygones)  und  dessen 
Eckpunkte  anf  den  aufeiDaudei-foIgenden  Kräften  liegen,  wird  als  Sal- 
pdlygon  bezeichnet.    Die  Resultante  B  geht  durch  den  Schnittpunkt  Ä 
der  imßersten  Seiten^)  g^  und  g^  des  Seilpoljgones.*) 

1)  Es  eJDd  dies  alles  die  Calmannücben  Bezeichaaugen.  Du  Seilpolygon, 
polggone  funieolaire,  funicolar  polygon,  poligono  funicolare,  wird  aeaerdinga  in 
den  techoiscliea  Bflchem  vielfach  als  SeiUde  nud  dementsprechend  das  Kr&fte- 
poljgon  ab  Kräfleeck  bezeichnet  (Bezeiclmnng  Ton  G,  Laog). 

2)  Da  biei  daa  Seilpolygon  nur  daza  dient,  einen  Punkt  (aämlich  den  Scboitt 
der  SuÄenten  Seiten  des  Seilpoljgones)  dei  Wirkungslinie  der  Resultante,  deren 
Bicbtnng  Bcbon  durch  die  ScbluBlinie  Oä  des  Kräftepolygones  gegeben  ist,  zu 
bestdmroen,  also  einen  zweiten  Punkt  einer  Geraden  von  gegebener  Richtung  zu 
finden,  die  durch  den  unzugHn glichen  Schnittpunkt  zweier  gegebenen  Geraden 
(nämlich  der  Witkungslinien  i, ,  j,)  geht,  so  kann  umgekehrt  di«  Methode  dei 
KAfte-  nnd  Seilpolygones  zui  LOsnng  der  rein  geometrischen  Aufgabe  Terwaadt 
weiden,  eine  Gerade  it  von  vorgescbri ebener  Richtung  durch  den  unsug&ngticben 
Schnittpunkt  zweier  gegebenen  Geraden  xa  ziehen.  Zu  diesem  Zwecke  würde  es 
erfoideilich  sein,  ein  Dreieck  012  zn  konstruieren,  dessen  Seiten  Ol  and  12 
parallel  zu  j,  und  {,  sind  und  dessen  dritte  Seite  U  2  die  gegebene  Richtung  k  besitzt: 

Öl  n  I, ,  n  II I, ,  ö2  D  fc . 

Wird  dann  der  Linienzug  012  als  Eräftepolygon  betrachtet  für  zwei  Etififte  in 
2,  und  I,,  deren  Resultante  die  durch  0  2  bestimmte  GröBe  und  Uichtung  hat, 
so  wird  das  nach  Annahme  eines  Poles  C  konstruiert«  Seilpolygon  durch  den 
Schnitt  der  änfierBten  Seiten  einen  Funkt  der  gesuchten  Geraden  fc  liefern,  wodurch 
dieselbe  bestimmt  ist.  Handelt  .es  sich  dagegen  um  die  geometrische  Aufgabe, 
durch  einen  gegebenen  Funkte  eine  Gerade  k  nach  dem  unzugänglichen  Scboitt- 
punkt  zweier  gegebenen  Geraden  f,  und  I,  zu  ziehen ,  so  kann  dieselbe  in  ent- 
sprechender Weise  statisch  gelöst  werden.  Ei  würde  umgekehrt  dafür  zu  sorgen 
sein,  daB  A  dec  Schnittpunkt  der  änBersten  Seiten  des  Seilpolygones  wird,  pie 
SchluBUnie  des  konstruierten  ETäflepolygones  bestimmt  durch  ihre  Richtung  die 
gesuchte  Gerade  k. 
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Dss  hier  f&r  zwei  Ejäfte  g^ebene  Ver&hren  kaon  ohne  weiteres 
»uf  eine  beliebige  Anzahl  tod  Kräften  aasgedehnt  werden. 

FOr  die  gegebenen  Kräfte  P,,  Pj,  Pg,-..  mit  den  Wirknogslinien 
l„  I^,  I,, ...  sei  das  Eräftepolygon  0133...  gswichnet  (In  Fig.  22  ist 
die  KoDstrnktion  für  vier  Kräfte  durchgeführt.)  Nach  Wahl  des  Poles  C 
ist  das  Seilpolygon  zu  konstruieren.  Die  Eckpunkte  A„A^,Ai,... 
desselben  müssen  auf  den  aufeinanderfolgenden  Wirkungelinien  der 
Kräfte  li^^  and  die  aufeinanderfolgenden  Seiten  g^,  g^,  g,,  ■ ..  sind 


parallel  zu  ziehen  deu  aufeinanderfolgenden,  Tom  Fol  ausgehenden 
Dii^nalen  CO,  Cl,  C2, ...  des  Kraftepolygones.  Der  Schnittpunkt  J. 
der  änßersten  Seit«i  des  Seilpotygonee  (in  der  Figur  sind  dieses  die 
Seiten  g,  und  g^)  ist  ein  Punkt  der  gesuchten  Resultanten.  Durch 
diesen  Punkt  A  ist  in  Verbindung  mit  der  Schlußlinie  des  Kräfte- 
polygones,  welche  ClrSße  und  Richtung  der  Resultanten  darstellt,  die- 
selbe eindeutig  bestimmt. 

Werden  lümlich  die  Eckpunkte  des  Seilpolygones  ab  die  Augrifis- 
ponkte  der  Kräfte  betrachtet  und  dann  jede  Kraft  in  die  beiden  Kom- 
ponenten zerlegt,  die  in  den  beiden  in  ihr  zusammentreffenden  Seiten 
des  Seilpolygones  liegen,  so  ergeben  sich  bei  dieser  Zerlegung  in  den 
einzelnen  Seiten  des  Seilpolygones  Kräfte,  die  durch  die  parallelen 
Polstinhlen  des  Kiäftepolygones  dargestellt  sind.  Da  sieb  hierbei  in 
den  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  nur  je  eine  Kraft  ergibt,  in 
jeder  der  anderen  Seiten  je  zwei  Kräfte  von  derselben  QrÖße,  aber 
t«r   Richtung,    Bo    bleiben   die   beiden    Kräfte    in    den 


[ennabetg,  OnpUKha  SUttk. 
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äußersten  Seiten  des  Seilpoljgones  allein  übrig.    Die  Resultante  muB 
daher  durch  den  Schnitt  der  beiden  äußersten  Seiten  gehen. 

Die  verschiedenen  Fälle,  die  bei  einem  ebenen  Eräftesystem  auf- 
treten können,  lassen  eich  bei  Konstruktion  des  Kräfte-  und  Seilpolv- 
gones  leicht  erkennen; 

1.  Das  Kräftepolygon  sei  offen.  Ist  das  Kraftepoljgon  offen,  so 
werden,  wenn  nicht  geradezu  der  Pol  auf  der  Schlußlinie  des  Kräfte- 
polygones  angenommen  wird,  die  beiden  äußersten  Polstrahlen  des 
Kräftepolygoues  (d.  h.  diejenigen  Polstrahlen,  die  nach  dem  Anfangs- 
punkte und  nach  dem  Endpunkte  des  Kräftepolygonea  gehen)  in 
ihrer  Richtung  voneinander  abweichen  und  damit  auch  die  zu  ihnen 
parallelen  äußersten  Seiten  des  Seilpolygoncs.  Da  nun  das  Kräflesy stem 
auf  zwei  Kräfte  zurückgeführt  ist,  die  in  den  beiden  äufiersten  Seiten  des 
Seilpolygones  liegen,  so  werden  diese  beiden  Kräfte  sich  zu  einer  ein- 
zigen Kraft  vereinigen  lassen,  die  durch  den  Schnittpunkt  der  nicht  pa- 
rallelen äußersten  Seiten  des  Seilpolygon  es  geht.  £s  ergibt  sich  der  Satz: 

Ist  das  für  du  ei>enes  Eräftesysiem  gezeichnete  Kräftepolygon  offen, 
so  lassen  sich  die  Kräfte  stets  auf  eine  einzige  resultierende  Kraft  zurück- 
führen. Diese  Resultante  ist  durch  die  Schlußtinie  des  Kräfiepolygones 
und  durch  den  Schnitt  der  äußersten  Seilen  des  SeUpolygones  besUmmt. 

2.  Das  Kräftepolygon  sei  geschlossen,  das  Seilpolygon  offen.  Ist 
das  Kröftepolygon  geschlossen,  fallen  also  der  Anfangspunkt  und  der 
Endpunkt  desselben  zusammen,  so  decken  sich  auch  die  äußersten 
Polstrahlen.  Infolge  davon  sind  die  äußersten  Seiten  des  Seilpoly- 
gones  parallel.  Fallen  die  beiden  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones 
nicht  zusammen,  so  wird  das  Seilpolygon  nach  Culmann  ein  offenes 
■genannt,  im  anderen  Fall  ein  geschlossenes.  Ist  nun  das  Seilpolygon 
offen,  so  sind  die  Kräfte  des  ebenen  Kräftesystemes  auf  zwei  parallele 
Kräfte  zurückgeführt,  die  in  den  beiden  äußersten,  zueinander  paral- 
lelen, Seiten  des  Seilpolygones  liegen.  Da  aber  diese  beiden  Kräfte 
Ji,  und  R^  sich  aus  dem  Kräftepolygon  als  gleich  groß,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ergeben,  so  läßt  sich  das  Kräftesystem  auf  ein 
einziges  Kräftepaar  zurückführen. 

In  Fig.  23  ist  die  Konstruktion  für  die  vier  Kräfte  P^,  P„  F^,  P^ 
durchgeführt,  die  in  den  Wirkungslinien  l^,  {,,  lj,l^  liegen.  Das  Kräfte- 
polygon bat  sich  als  geschlossen  ergeben.*)  Die  äußersten  Seiten  des 
Seilpolygones  sind  g^  und  g^,  wo 

1)  In  Fig.  SS  hat  der  Anfsogepirnkt  0  des  Eraftepolygoues,  da  derselbe  ancfa 
Kleichzeitig  der  Endponkt  dessetbei)  ist,  die  doppelt«  Bezeichnnng  0  1  erhalten. 
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In  denselben   liegen   die   beiden  Kräfte  R^  und  R^   des  Eräftepaaree, 
und  zwar  ist: 

Mj~OC   und  B^~CÖ. 

Ea  ei^ibt  Bich  der  Satz: 

/rf  das  Kräftepolygon  geschlossen,  das  Seüpdygon  dagegen  offen,  so 
läßt  skA  das  Kräftesysfem  slels  auf  ein  eimiges,  durch  Krisle-  und 
Sfilpolygon  he^immtes  Kräftepaar  xurückführen. 

Da  Kräftepaare  in  derBelben  Ebene  mit  demselben  Momente  ein- 
ander gleich  sind,  so  muß  ein  ebenes  Kräftesystem  bei  geschloseenem 
Eräftepolygon  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf  ein  KrSftepaar 
zurQckfShren  laBsen,  wobei  alle  diese  Kräftepaare  dasselbe  Moment  er- 
halten. Daß  sich  tatsächlich  ein  eolcbcB  Kräftesystem  auf  unendlich 
Tiele  Arten  auf  ein  Kräftepaar  zurückfahren  läßt,  folgt  sofort  daraus, 
daß  sowohl  der  Pol  des  Kräftepolygones,  wie  der  erste,  auf  der  Wir- 
kungsliiiie  der  ersten  Kraft  ge-      . 

■\*, 


legene,  Eckpunkt  des  Seilpoly 
goues  sich  wählen  lassen.  Durch 
die  Wahl  des  Poles  C  sind  die 
Größen     und    Richtungen     der 


o* 


beiden  das  Kräftep&ar  bildenden  Kräfte  bestimmt.  Durch  die  ent- 
sprechende Wahl  des  Poles  kann  somit  sofort  erreicht  werden,  daß 
die  beiden  Kräf^  des  resultierenden  Kräftepaares  eine  Torgescbriebene 
GrSße  und  Richtong  erhalten.  Durch  den  ersten  Eckpunkt  A^  des 
Seilpolygones  ist  dann  ein  Punkt  gegeben,  der  auf  der  ersten  Kraft 
des  resultierenden  Eräftepaares  liegt.  Wird  dieser  Punkt  Ä^  auf  der 
Winkongelinie  \  der  ersten  Kraft  des  Kräftesystemes  verschoben, 
während  der  Pol  C  des  Eiäftepolygones  beibehalten  wird,  so  verschieben 
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sich  die  beiden  Kräfte  des  reaultierenden  Eräftepaares  parallel.  Der 
Beweis,  daß  die  unendlicli  vielen  Eräftepaare,  auf  die  sich  ein  Eräfte- 
sjBtem  bei  geacblosBenem  Eräftepolygon  zurückfahren  lIBt,  auch  das- 
selbe Moment  besitzen,  läßt  sich  durch  einfache  geometrische  Betrach- 
tungen mit  Hilfe  des  Seilpolygones  fahren.  Doch  braucht  hier  ein 
solcher  Beweis  nicht  erbracht  zu  werden,  da  die  Momentengleichheit 
solcher  Kräftepaare  schon  früher  bewiesen  ist. 

Übrigens  hätte  bei  dem  System  von  nEraften,  die  ein  gescblosaeneB 
Eräftepolygon  und  ein  offenes  i^eilpolygon  ergeben,  das  resaltierwde 
Eräftepaar  auch  durch  Bestimmung  der  Resultante  R  von  »  —  1  der 
n  Kräfte  gefunden  werden  können,  da  diese  Resultante  K  mit  der 
H-ten  Eraft  dieses  resultierende  Eräftepaar  liefert. 

3.  Das  Kräft^olygoH  und  das  Seilpoltjgon  sind  geschlossen.  Sind 
Eräftepolygon  und  Seilpolygon  geschloasen,  so  fallen  die  beiden  Kräfte 
in  den  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  in  dieselbe  Gerade,  nämlich 
in  die  Linie,  in  welcher  sowohl  die  erste  wie  die  letzte  Seite  des 
Seilpolygones  liegt.  Da  diese  beiden  Kräfte  außerdem  dieselbe  Größe 
aber  entgegengesetzte  Richtung  erhalten,  so  werden  sie  sich  auf- 
heben. Das  Eräftesystem  steht  somit  im  Gleichgewicht.  Daraus  folgt 
der  Satz: 

Ist  bei  einem  ebenen  Kräftesysiem  Kräfl^gdygon  und  SeUpolt/gon 
geschlossen,  so  ist  Gleichgewicht  vorhanden}) 

Werden  in  einem  Seilpolygon  die  einzelnen  Seiten  materiell  ge- 
dacht, so  werden  die  beiden  gleich  großen  aber  en^egengesetzt  ge- 
richteten Eräfte,  die  sich  nach  Zerlegung  der  Eräfte  in  irgendeiner 
Seite  desselben  ergeben  (d.  h.  abgesehen  von  den  beiden  äußersten 
Seiten  des  Seilpolygones,  in  denen  je  nur  eine  Eraft  liegt),  diese  Seite 
nur  auf  Zug  oder  Druck  in  Anspruch  nehmen.  Demgemäß  wird  die 
absolute  QröBe  dieser  beiden  Kräfte  als  die  Spannung  in  dieser  Seite 
des  Seilpolygones  bezeichnet,  und  es  wird  von  einer  Zug-  oder  Druck- 
spannung in  dieser  Seite  des  Seilpolygones  gesprochen,  je  nachdem 
die  beiden  Eräfle  die  materiell  gedachte  Seite  des  Seilpolygones  aus- 
zudehnen oder  zusammenzuziehen  bestrebt  sind.  Da  die  Spannungen 
durch  die  Polstrablen  des  Eräflepolygonea  bestimmt  sind,  so  wird  in 
Fig.  22  die  links  stehende  Figur  als  der  Spannungsplan  fßr  die  rechts 
stehende  bezeichnet. 

Sind  sämtliche  Spannungen,  die  sich  in  den  Seiten  des  Seilpoly- 
gones ergeben,  Zugspannungen,  so  kann  das  ganze  materiell  gedachte 

1)  ^tze  von  CulmauD,  dehe  aessen  Graphische  Statik. 
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Seilpolygon  dnrcb  ein  Seil  ersetzt  werden.  Wird  dann  das  Seil  in  , 
zwei  Punkten  der  äußereten  Seiten  des  Seilpolygones  befeattgt  ge- 
dacht, wodnrcli  die  Kräfte  in  den  äuBergten  Seiten  aufgehoben  wer- 
den, so  wird  in  diesein  Seile,  auf  dessen  Eckpunkte  die  gegebenen 
Kräfte  Pf  wirken,  Gleicfagewicbt  vorhanden  sein.  Das  Seilpolygon 
stellt  somit  die  GleitAgemidttslage  eines  Seiles  dar,  auf  weiches  gegebene 
Kräfte  wirken.  Infolge  dieser  Eigenschaft  werden  die  Eckpunkte  des 
Seilpoljgones  auch  als  KnotenpunJde  bezeichnet.  Das  hergeleitete  Seil- 
polygon, welches  zur  Konstruktion  der  Resultante  eines  ebenen  Kräfte- 
systemes  dient,  ist  dasselbe,  welches  Varignon  als  Gleichgewichts- 
luge  eines  Seiles,  auf  das  g^ebene  Kräfte  wirken,  erhalten  hat.*) 

Wird  eine  Seite  des  Seilpolygones  nicht  auf  Zug,  sondern  auf 
Druck  beansprucht,  so  darf  diese  Seite  nicht  darch  ein  Seilstück  er- 
setzt werden,  sondern  es'  muß  an  die  Stelle  derselben  ein  Stab  treten, 
der  den  Druckspannungen  zu  widerstehen  imstande  ist.  Trotzdem  wird 
auch  in  einem  solchen  Fall  tob  einem  Seilpoiygon  gesprochen.  Ist 
in  sämtlichen  Seiten  des  Seilpolygones  Druckspannung  vorhanden,  so 
wird  das  Seilpoiygon  auch  als  Druckpolggon  bzw.  als  DruekHnie  be- 
zeichnet. 

Die  hier  entwickelte  Methode  der  Bestimmung  der  Resultante 
durch  das  Seilpoiygon  ist  von  allen  diesem  Zwecke  dienenden  Me- 
thoden die  beste.  Bei  der  Ausführung  kann  abgesehen  von  der 
Reihenfolge  der  Kräfte  der  Pol  des  Krilftepolygones  und  der  erste 
Eckpunkt  des  Seilpolygones  beliebig  gewählt  werden.  Die  Wohl  ist 
so  zn  treffen,  daß  die  Schnittpunkt«  der  zum  Schnitt  zu  bringenden 
Linien  auf  dem  Blatte  liegen.  Der  Pol  des  Kräftepolygones  darf 
weder  auf  einer  Seite  noch  auf  der  Schlußlinie  des  Kräftepolygones 
liegen.  L^e  der  Pol  auf  einer  Seite  des  Kräftepolygones,  so  würde 
ein  Eckpunkt  des  Seilpolygones  in  das  Unendliche  rücken.  Wäre  ins- 
besondere der  Pol  des  Kräftepolygones  anf  der  Schlußlinie  angenommen, 
eo  würden  sich  die  beiden  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  als  parallel 
ergeben.  Durch  das  Seilpoiygon  ist  dann  das  Kräftesystem  auf  zwei  pa- 
rallele Kräfte  zurückgeführt,  die  noch  zo  vereinigen  sein  würden.  Weiter- 
hin wird  es  sich  empfehlen,  den  Pol  des  Kräftepolygones  weder  zu  nahe 
an  einer  Seite  desselben,  noch  zu  nahe  der  Schlußlinie  zu  wählen, 
damit   zwei   aufeinanderfolgende  Seiten  des    Seilpolygones    (bzw,    die 

]}  Dnrcb  Cnltuann  bat  du  VariguonBche  Seilpoljgon  eine  Bedeutung 
ei'bolteD,  die  unabhängig  davon  irt,  daß  dasselbe  die  Gleicbgewichtefigur  des 
Seiles  liefert.  Dodnrcb  iit  da«  Seilpoiygon  durch  Cnlmann  ein  Hil&mittel  der 
grapbiBcben  Statik   tür  die  ZoBammenBetznng  der  KrÄfte  geworden  (siehe  §1):-  i 
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äuBersten  Seiten)  eich  nicht  nnt«r  zu  spitzem  Winkel  sclmeiden,  was 
zur  Folge  hätte,  daß  der  Schnittpunkt  nnBicher  wird  und  zu  weit 
herausrückt.  Bei  eioigennaßen  geschickter  Wahl  des  Poles  im  Kräfte- 
polygon und  des  ersten  Eckpunktes  des  Seilpoljgones  wird  sich  stets 
ein  Seilpolygon  zeiclmeD  lassen,  bei  dem  sämtliche  Eckpunkte  und 
insbesondere  der  Schnitt  der  äußeren  Seiten  auf  dem  Blatte  liegen, 
Torau^eeetzt  natürlich,  daß  die  Wirkangslinie  der  Resultanten  über^ 
haapt  auf  dem  Blatte  sich  befindet.  Weniger  wichtig  als  die  Wahl 
des  Poles  ist  bezüglich  der  Ausfahrbarkeit  der  Konstruktionen  die 
Anordnung  der  Kräfte.  Immerhin  wird  mau  die  Kräfte  möglichst  ao  j 
anordnen,^  daS  Öberschlagene  Seilpolygone  Tormieden  werden.  Bei  ' 
parallelen  Kräften,  die  auch  durch  Kräfte-  und  Seilpolygon  zusammen- 
gesetzt werden  können,  und  bei  denen  das  Kräftepolygou  in  eine 
einzige  den  Kräften  parallele  Gerade  Tällt,  wird  es  Eich  in  der  Regel 
empfehlen,  die  Kräfte  so  anzuordnen,  wie  deren  Wirkungslinien  von 
links  nach  rechts  aufeinanderfolgen. 

Anch  wenn  es  sieh  um  die  Zusammensetzung  einer  Reibe  von 
Kräftepaaren  handelt,  kann  die  Methode  des  Seilpolygones  verwandt 
werden  und  führt  auf  die  Be- 
stimmimg des  resultierenden  Kräf- 
tepaares.  Da  die  Entfernung  des 
Poles  vom  Anfangspunkt  des 
Kräfte polygun es  die  Größe  der 
beiden  Kräfte  des  Kräftepsares 
liefert,  so  kann  von  vornherein 
dafür  gesorgt  werden,  daß  das 
resultierende  Kräftepaar  eine  vor- 
geschriebene Basis  erhalt.. 

Wird  das  Seilpolygon  für  ein 
einziges  Kräftepaar  gezeichnet,  bo 
führt  dasselbe  auf  ein  dem  ge- 
gebenen Kräftepaar  gleiches  Kräftepaar.  Da  die  beiden  Kräfte  des 
erhaltenen  Kräftepaares  eine  Größe  bekommen  gleich  der  Entfernung 
des  Pols  vom  Anfangspunkt  des  Kräftepolygones ,  so  kann  durch 
Wahl  des  Poles  erreicht  werden,  daß  das  neue  Kräftepaar  eine  vor- 
geschriebene Basis  erhält.  Das  Seilpolygon  läßt  sich  somit  auch 
dazn  verwenden,  nm  ein  gegebenes  Kräftepaar  auf  eine  vorge- 
schriebene Basis  zu  bringen. 

In  Fig.  24   Ut  für  das   durch  zwei   Kräfte   P^   und  P,   von  der 
absoluten    Größe    P,   die    in   den    Linien   (,   und  ^  liegen,  gebildete 

_^,i.yGoog[e 


§9.    Hefleitnng  d.  Seilpolfgones.   ZuBammena  d.  ebenen  Kräßea^atetiiea  nsw.     39 

Eräflepsar  dae  Seilpolygon  konstmiert.  Das  Ktäftepolygon  hat  die 
Eckpunkte  0,  1,  2,  wo  _ 

und  der  Punkt  2  wieder  in  den  Punkt  0  fällt.  Der  Pol  C  ist  in 
einer  Entfernung 

vom  Punkte  0  gewählt  Das  Seilpoljgon  besteht  aus  den  Linien  g^, 
tff  fff    ^o 

9,\\9^\:C0  und^iJCl. 

Durch  das  Seilpolygon  wird  das  Kräftepaar  P^,  Pj  tatsäcblicb  znrück- 
gefahrt  auf  ein  Kräftepaar,  dessen  Kräfte  Q^  und  Qj  in  gi  und  g^ 
liegen  und  die  gegebene  Größe   Q  besitzen.*) 

Ist  für  ein  gegebeoes  Eräftesystem  Eraftepolygon  und  Seilpoly- 
gon gezeichnet,  so  ist  dadurch  nicht  alleio  die  Resoltante  sämtlicher 
Eräfte  bestimmt,  sondern  auch  die  Resultante  irgendeiner  Gruppe  von 
aufeinanderfolgenden  Kräften.  Es  ist  dieses  für  viele  Konstruktionen 
der  graphiechen  Statik  von  Wert.  So  ist  in  Fig.  22  die  Resultante 
der  drei  Kräfte  P,,  P^,  P«  nach  OröBe  und  Richtung  durch  die  Linie  14 
im  ErSftepolygon  bestimmt,  während  die  zn  14  parallele  WirkungsUnie  l 
dieser  Resultanten  durch  den  Schnitt  der  Seiten  g^  und  g^  des  Seil- 
polygones  geht     Allgemein  läßt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Dariji  den  Schnitt  irgend  eweier  Seiten  des  Seilpolygones  ist  ein 
Punkt  der  Resultante  derjenigen  Kräfte  gegeben,  die  im  Seilpolygon 
zurischen  diesen  beiden  Seiten  liegen.  Da  Größe  und  Richtung  dieser 
EesuUanten  sich  aus  dem  Kräftepolygon  ergibt,  so  ist  dieselbe  hierdurch 
vollständig  bestimmt. 

Während  bei  der  Znsammensetzung  der  Eräfte  es  darauf  an- 
kommt, zu  einem  gegebenen  Eräftesystem  ein  Seilpolygon  zu  kon- 
struieren; kaun  umgekehrt  die  Aufgabe  gestellt  werden,  ein  Eräfte- 
system zu  finden,  welches  sich  einem  gegebenen  Seilpolygon  zuordnen 
läflt.  Ist  hierbei  das  Seilpolygon  geschlossen  und  zwar  ein  n-Eck,  so 
können  die  Richtungen  von  n  —  1  der  in  den  Eckpunkten  desselben 
angreifenden  Eräfte  und  die  Größe  einer  Kraft  gewählt  werden.    Für 


1)  Da  das  Eräftepaar  graphiBch  durch  den  Inhalt  eine«  PaTaUelogrammeB 
bwtiinint  ist,  bei  «elchem  die  beiden  Eräfte  des  Kräftepaarea  zwei  gegenüber- 
U^ende  Seiten  sind,  bo  ist  hierdurch  auch  die  lein  geometriBche  Aufgabe  sta- 
tiacb  gelOat,  ein  Faiallelogranun  auf  eine  vorgeschri ebene  Baaig  ra  bringen. 
Dieie  B«ciehnngen  zwischen  Geometrie  und  Statik  treten  noch  klarer  hervor, 
wenn  bei  dem  Aufbau  der  Statik  die  GraBamanneche  Äus<Uhrutngdehre  be- 
nutzt nild. 
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den  Fall,  daB  in  sämtlichen  Seiten  des  gegebenen  Seilpolygones  Zng- 
spaimungen  auftreten,  so  daS  dasselbe  als  Gleichgewichtafigur  eines 
Seiles  aufgefaßt  werden  kann,  iet  dadurch  die  Aufgabe  gelöst,  die 
Kräfte  zu  finden,  welche  auf  ein  Seil  wirken  müssen,  damit  sich  das- 
selbe in  Form  eines  g^ebenea  Polygones  einstellt. 

§  10.    Bestiminiuig  des  statischen  Uomentes  durota  das 
Beilpolrgon. 

Eine  weitere  Bedeutung  hat  Culmann*)  dem  Seilpolygone  durch 
den  N^achweis  gegeben,  daß  sieb  mit  Hilfe  desselben  das  statische 
Moment  irgendeiner  der  Kräfte  und  ebenso  der  Resultante  irgendeiner 
Gruppe  Ton  aufeinanderfolgenden  Kräften,  wie  der  Resultante  des 
ganzen  Kräftesystemes  bestimmen  läßt. 

Es  sei  fflr  eine  B«ihe  von  Kräften  P^,  P,,  .  .  .  mit  den  Wir- 
kungslinien  li,  Ij,  •  .  .  Kräfte  und  Seilpolygon  gezeichnet.  Um  das 
statische  Moment  irgendeiner  der  Kräfte,  z.  B.  der  Kraft  P^  in  l^  zu 
erhalten,  werde  zu  der  betreffenden  Kraft,  also  hier  P^,  durch  den 
angenommenen  Drehpunkt  0  die  Parallele  gezogen  und  die  Schnitt- 
punkte Bi  und  Bf  derselben  mit  denjenigen  beiden  Seiten  des  SeÜ- 
polygones  bestimmt,  die  in  der  betreffenden  Kraft  zusammenkommen 
(Fig.  25).    Dann  ist 

AB^Ä^B^^A^C4, 

und  daraus,  wenn  a  und  h  die  Höhenperpendikel  dieser  beiden  Drei- 
ecke sind, 

P^-.BiBj-h-.a, 
also 

P^a-B,B,h. 

Nun  ist  aber  P^a  das  Moment  der  Kraft  P^  für  den  Punkt  0  als 
Drehpunkt  Dieses  Moment  M^  laßt  sich  daher  auch  darstellen  in 
der  Form 

M^  =  B,Bjh, 

d.  h.  Das  Moment  irgendeiner  Kraß  P  des  Kräflesystemes  ist  gleich 
dem  Prodidde  derjenigen  Strecke,  weiche  durch  die  beiden  sich  auf  P 
sdineidenden  Seiien  des  Seüpolygones  aus  der  durch  den  angenommenen 
Drehpunkt  0  xu  P  gezogenen  parallden  Linie  geschnitten  wird,  und 
dem  Abstand  des  Pdes  C  von   der  Kraß  P  ,im   Kräftepolygon.     Das 

t)  S&mtlicbe  UntenucbuiigeD  von  Culmann,  die  in  diesem  Bache  gebmcht 
werden,  finden  eich  in  deaten  Graphischer  StatA,  Es  wird  daher  not  in  beson- 
deren F&lten  notwendig  sein,  genauer  zu  zitieren. 
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Voneichea  des  Momentes  ist  hierbei  ana  der  Anschaaung  noch  be- 
sonders ZQ  entDfllimen. 

In  gleicher  Weise  wie  das  statische  Moment  einer  einzelnen  Eraft 
läßt  sich  ans  dem  Seilpolygon  das  Moment  der  Resultante  irgendeiner 
aofeinanderfolgeaden  Groppe  von  Kräften,  wie  auch  das  der  Resul- 
tante des  ganzen  Eräftesjstems  angeben.  So  wird  z.  B.  in  Fig.  25 
das  Moment  M'  der  Resultante  B'  der  drei  Kräfte  P„  P„  P,  fOr 
denselben  Punkt  0  als  Drehpunkt  sich  ei^eben  durch  das  Produkt 
der  Streke  D^I)„  die  durch  die  beiden  Seiten  j,  und  g^  des  Seil- 
polygones  auf  der  durch  0  parallel  zu  03  gezogenen  Odraden  ausge- 


schnitten wird,  nnd  dem  Abstände  h'  des  Poles  von  der  Linie  03. 
Handelt  es  sich  im  besonderen  um  das  Moment  der  Resultante  Ü 
sämtlicher  Kräfte  für  den  Drehpunkt  0,  so  ist  durch  den  Dreh 
punkt  eine  Parallele  zur  Schlußliuie  des  Kräftnpolygones  zu  ziehen  uud 
diese  mit  den  beiden  äuSersten  Seiten  des  Seilpolygones  zum  Schnitt 
zu  bringen,  um  das  Moment  von  Ü  zu  erhalten,  würde  das  Produkt 
dieser  so  erhaltenen  ausgeschnittenen  Strecke  mit  dem  Abstände  des 
Poles  von  der  Schln£linie  des  Kräftepolygones  zu  bilden  sein. 

Da  das  Moment  einer  Kraft  das  Produkt  aus  einer  Kraft  und 
einer  I^nge  ist,  so  ist  bei  Bestimmung  des  Zahlenwertes  des  Momentes 
die  Größe  der  einen  der  beiden  erhaltenen  Strecken  auf  dem  Kraft- 
maßstab, die  der  anderen  auf  dem  Längenmaßstab  zu  entnehmen. 
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Durch  die  vorstehende  DaretelluDg  des  Momentes  ist  es  möglich, 
durch  entsprechende  Wahl  des  Poles  im  Eiüftepolygon  es  von  vorn- 
herein zu  erreichen,  daß  sich  durch  das  Seilpolygon  das  Moment 
iigendeiner  Kraft  oder  aach  der  Resultante  sämtlicber  Kräfte  auf 
eine  vorgeschriebene  Basis  k  reduziert  ergibt.  Ist  z.  B.  der  Pol 
des  Kräftepolygones  in  der  Entfemong  h  von  der  Schlußlinie  ange- 
nommen, 80  folgt  durch  das  Seilpoljgon  das  Moment  der  Besultante 
nnd  zwar,  wo  auch  der  Drehpunkt  angenommen  wird,  auf  die  Basis  h 
gebracht. 

Eine  wesentliche  Yereinfachnng  dieser  Darstellung  des  Momentes 
tritt  ein  bei  parallelen  Kräften.  Da  lümlich  bei  parallelen  Kreften  das 
Kr^ftepolygon  in  eine  einzige  gerade  Linie  föllt,  so  ergeben  sich  die 
statischen  Momente  aller  Kräfte  nnd  g 

insbesondere   dasjenige    der  Resul- 


tante auf  die  nämliche  Basis  reduziert,  nnd  zwar  ist  dieselbe  gleich 
dem  Abstände  h  des  Poles  von  dem  in  eine  gerade  Linie  fallenden 
Kräftepolygon.  Dieses  ist  wichtig,  wenn  die  Momente  verschiedener 
Kräfte  miteinander  verglichen  oder  auch  addiert  werden  sollen.  Ist 
femer  der  Drehpunkt  0  für  die  verschiedenen  zu  bildenden  Momente 
derselbe,  so  werden  die  Momente  aller  Kräfte  auf  der  nämlichen  durch 
0  gezogenen  und  zu  den  Kräften  parallelen  Geraden  k  ausgeschnitten. 
So  sind  z.  B.  in  Fig.  26,  wo  vier  parallele  Kräfte  P,,  Pj,  P„  P,  mit 
den  Wirknngslinien  /„  ^,  /g,  l^  gegeben  sind,  für  denselben  Drehpunkt 
0  die  Momente  der  einzelnen  Kräfte:  Das  Moment  Mi  von  Pj: 


das  Moment  von  P.: 
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das  Moment  der  Resultante  sämtliclier  Kräfte: 

Diese  Daretelliuig  der  Momente  paralleler  Kräfte  wird  später  eine 
große  Bedeatuag  erhalten,  wenn  bei  dem  belasteten  Balken  die  Bie- 
goQgsmomente  xa  untersuchen  sind, 

§  11.     'th)er   einige  elementare  Konfigurationen  beim 
Seilpolygon. 

Wie  bisher  seien  die  Wirkungalinien  der  Kräfte  P^,  P„  P,, . . . . 
mit  Ij,  1^,1^. . .,  die  Eckpunkte  des  gezeichneten  Seilpolygones  mit 
A^,  A^  Af, . . .  und  die  Seiten  desselben  mit  g^,  g^,  9tt  ■  ■  ■  bezeichnet. 

Je  zwei  benachbarte  Kräfte  z.  B.  P^  und  Pj  in  /^  nnd  l^  lassen 
sich  zu  einer  Kraft  Q^  vereinigen.  Dieselbe  wird  durch  den  Schnitt 
B^  der  beiden  Seiten  g^  nnd  g^  des  Seilpolygones,  sowie  durch  den 
Schnitt  Dy  der  Wirkungslinien  /^  und  ^  gehen  (Fig,  27).  Die  Wir- 
knngslinie  q^  der  Kraft  Q,  ist  durch  diese  beiden  Punkte  B^  und  D^ 
besÜmmt,  ist  also  unabhängig 
von  der  6r5fle  der  beiden  Kräfte 
P.  und  P,. 

Ebenso  wird  die  Resul- 
tante der  beiden  Kräfte  P,  und 
P,  in  einer  Greraden  q^  liegen, 
die  durch  den  Schnittpunkt 
Pt  von  ^j  und  g^  xmd  durch 
den  Schnittpunkt  D^  von  \ 
nnd  Ij  bestimmt  ist. 

In  dieser  Weise  läßt  sich 
die  Wirknngslinie  der  Resul-  "*-  ^• 

tante  irgend  zweier  aufeinanderfolgenden  Kräfte  angeben,  sobald  das 
Seilpolygon  konstruiert  ist,  ohne  daß  es  erforderlich  iat,  die  Rich- 
tung dieser  Wirknngslinie  aus  dem  Kräftepolygon  zu  entnehmen. 

Ist  die  Resultante  S  von  drei  aufeinanderfolgenden  Kräften  z.  B. 
Ton  P,,  P,,  Pg  zu  bestimmen,  so  läßt  sich  dieselbe  einerseits  durch 
Zusammeusetzong  von  Q^  mit  P,  und  andererseits  durch  Zusammen- 
sehong  von  Q^  mit  P,  finden.  Infolge  davon  muß  die  Resultante  S 
sowohl  durch  den  Schnitt  von  q^  mit  l^,  wie  durch  denjenigen  von 
9i  mit  I^  gehen.  Da  aber  außerdem  die  beiden  Seiten  g^  und  g^  des 
Seilpolygonea  sich  auf  5  in  einem  Punkte  B  schneiden,  so  werden 
der  Schnittpunkt  E.  von  q,  und  L,  der  Schnittpunkt  E,  von  j,  und       , 
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/„  und  der  Schnittptmkt  B  von  g^  und  g^  aaf  einer  einzigen  Geraden 
liegen,  nämlich  auf  der  Wirkungslinie  der  Kraft  S  (Fig.  28). 

Auch  die  Wirbangslinie  der  Hesultante  von  drei  aufeinander- 
folgenden Kräften  läßt  sich  daher  ohne  Zuhilfenahme  desEräftepolygonea 
anmittelbar  ans  dem  Seilpoljgon 
ermitteln,  und  zwar  sind  durch 
das  Seilpoljgon  und  durch  die 
Wirkungslinien  der  drei  Kräfte 
drei  Funkte  derselben  bestimmt 
Handelt  es  sich  am  die  Wir- 
kungslinie  der  Resultante  von 
vier  aufeinanderfolgenden  Kräften 
P,,  Ft,  P(,  Fi,  BO  lassen  sich 
aus  dem  gezeichneten  Seilpolygon 
vier  Punkte  derselben  herleiten: 
der  Schnitt  der  Wirkungslinie  der 
Resultante  der  Kräfte  P^  und  P, 
mit  der  Wirktingslinie  der  Resul- 
"'e  »  taute  der  Kräfte  Pj  und  P^,  der 

Schnitt  der  Wirkungslinie  der  Resultante  der  Kräfte  P,,  P„  Pj  mit  der 
Wirkungslinie  von  P^,  der  Schnitt  "der  Wirkungslinie  der  Resultante 
der  Kräfte  P,,  P,,  P^  mit  der  Wirkungslinie  von  P,,  und  schließlich 
der  Schnitt  der  Seiten  g^  und  g^  des  Seilpolygones. 

Allgemein  läßt  sich  die  Wirhingslinie  der  Besullante  einer  bäie- 
bigen  ÄneafU  von  aufeinanderfolgenden  Kräften  aus  den  Wirhtngslinien 
der  gegebenen  Kräfte  und  dem  gezeichneten  Seüpolygon  finden,  ohne 
daß  es  nötig  iii,  das  Kräft^pdygm  zu  Hilfe  ea  nehmen.  Hierbei  lassen 
sich,  teert»  «s  sich  um  die  Sesultante  von  n  aufeinanderfolgenden  Kräften 
handelt,  n  Punkte  der  gesitchten  Wirkungslinie  der  Hesultante  angd)en. 
Da  jedes  n-£ck  als  ein  geschlossenes  Seilpolygon  f^r  ein  Gleich- 
gewiehtsaystenj  von  Kräften,  die  durch  die  n  Eckpunkte  gehen,  be 
trachtet  werden  kann,  wobei  von  n  —  1  Kräften  die  Richtungen  be- 
liebig angenommen  werden  dflrfen,  so  ergeben  die  vorstehenden  Unter- 
suchungen eine  Fälle  von  Konfigurationen,  die  bei  einem  n-Eck  und 
n  —  1  beliebig  gerichteten  und  dnrch  n  ~  1  Eckpunkte  gehenden  Ge- 
raden auftreten. 

Beispiel.  Das  geschlossene  Seilpolygon  sei  ein  Viereck  Ai,A^,Ä^,A^. 
Von  den  Wirkungslinien  ^i,  (j,  ^a,  ij  der  vier  in  A^^,  A^,  A^,  Ä^  an- 
greifenden Kräfte  Pj,  P,,  Pj,  P^  können  drei,  z.  B.  l^,l^,l^  beliebig 
gewählt  werden.    Da  Gleichgenricht  vorhanden  sein  soll,  muß  die  Re- 
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aultante  der  Erilfte   P,   und  P^  sich  gegen   diejenige  der  Kräfte  P^ 
nnd  Pf  wegbeben.    Diese  beiden  Resultanten  haben  daher  die  näm- 
licbe  Wirkungslinie  p.     Dieselbe    muß    hindurch   gehen  durch    den 
Schnitt  Dl  von  I,  und  Ij,  durcli  den  Schnitt  i),  von  l,  und  l^  und 
durch  den  Schnitt  D  Ton  A^A^  und  A^Af.    Hierdurch  iat   schon  die 
Wirkungslinie  l^  der   Kraft  P^  bestimmt.     In  gleicher  Weise  stimmt 
die  Wirkungslinie  q  der  Resultanten  Ton 
J*,  und  Pj  Dberein  mit  deijenigeu  von  P, 
und  P^.    Auf  dieser  Linie  q  mUssen  sich 
dann    schneiden     (Fig.  29)   die    Linien   2, 
und  l^  in  einem  Punkte  Ei, 
die  Linien  ^  und  I,  in  einem  ,  "  ' 

Punkte  Ef,  die  Linien  AfA^        e-*^—- -ff- 

und  AfA^ia  einem  Punkte  B.  "--^ 

Es    werden    daher   die    drei  '  ^  ^ 

Punkte  El,  E,,  E  in  einer 
Oeraden  U^^n.    Die  Richtigkeit  des  hierin 
liegenden  Satzes  folgt  auch  rein  geometrisch 
aus    der  perspektivischen  Lage    der   beiden 
Dreiecke  A^DiA^  und  ÄgI}^A^.^) 

B^spid.  Das  gesehhsame  SeÜpdygon  sei 
ein  Fünfeck.  Die  Eckpunkte  des  FBnfeckes 
seien  mit  A^,  A,,  A^,  A^,  A^,  die  Wir- 
kongslinien  der  fQnf  im  Gleichgewicht  ste- 
henden   Kräfte   P,,  P,,  P»,  P,,  Pj   mit  l^,  i,,  Z,,  i„  l^    bezeichnet. 

Die  Resultante  ft  der  Kräfte  P,  und  P,  liegt  in  einer  Geraden 
Pi,  die  durch  den  Schnitt  von  J,  und  ^  und  durch  den  Schnitt  der 
Seiten  A^A^  und  A,A,  des  Ffinfeckes  geht;  die  Resultante  Q,  der 
Klüfte  Pj  und  P^  liegt  in  einer  Geraden  p^,  die  durch  den  Schnitt 
Ton  If  und  l^  und  durch  den  Schnittpunkt  der  Seiten  A^A,  und  AgA^ 
des  Fünfeckes  geht  usw. 

Die  Resultante  der  drei  Kräfte  P^,  P^,  P^  muß  sich  gegen  die 
Resultante  Q^  der  Kräfte  Pj  und  P^  wegheben,  also  iu  die  gerade 
Linie  Pi  fallen.  Die  Resultante  der  drei  Kräfte  Pg,  P^,  P^  geht  aber 
durch  den  Schnitt  von  p,  mit  l^  und  durch  den  Schnitt  von  p^  mit 
2,.  Es  schneiden  sich  daher  anf  Pi  die  Linien  j>,  und  l^  und  die 
Linien  p^  und  Zj.    Ebenso  schneiden  sich: 

auf  p,  die  Linien  p^  nnd  I,,  und  die  Linien  jJj  und  l^, 

D  Deiaignes  rein  statitch  bewieaea  eeiu, 
ebenen  Figur. 
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1}  Hiermit  wflide   der  Satz 
and  zwar  durch  Cntenuchnng  eit 
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aaf  Pf  die  Linien  pj  und  l^,  wie  die  Linien  p^^  und  l^, 

auf  p^  die  Linien  p^  und  !„  wie  die  Linien  p^  und  li, 

auf  ;)5  die  Linien  p^  und  2^,  wie  die  Linien  p^  und  ^. 

Ferner  mnß   die  Resultante  der  vier  Kräfte  Pj,  Pj,  P^,  Pj  sich 

gegen  die  Kraft  P,  wegheben,  also   in   der  Linie  /,  liegen.     Da  nun 

die  Beenltante  der  vier  Krüfte  Ps,P,,  P,,  P^  durch  den  Schnitt  von 

Pt  und  p^  gebt,  so  schneiden  sich: 

die  drei  Linien  li,  pf,  p^  in  einem  Punkte  Oj, 
ebenso  echueiden  sich: 

die  drei  Linien  l^i  Ps' Pt  üi  einem  Punkte  0^, 
die  drei  Linien  I3,  P4,  Pi  in  einem  Punkte  O3, 
die  drei  Linien  lt,Pi,Pi  in  einem  .Punkte  Oj, 
die  drei  Linien  l^,  Pi,  p^  in  einem  Punkte  0^. 
In    entsprechender  Weise   lassen   eich   in  jedem   einzelnen  Falle 
durch  Überlegungen,   die  lediglich  der   Statik  angehSreu,   bei  jedem 
Gleichgewichtssystem  von  Kräften  die  Konfigurationen  finden,  die  sich 
zwischen  den  Wirkungslinien  der  Kräfte   und  dem   gezeichneten  ge- 
schlossenen   Seilpolygon   ei^eben.     Daß   diese    Konfigurationen    auch 
auf  rein  geometrischem    Wege    ohne    Berücksichtigung    der    Bedeu- 
tung, die  diese  Figuren  für  die    graphische   Statik   haben,   gefunden 
werden  können,  bedarf  keiner  Begründung.     Weitergehende   und  all- 
gemeinere Untersuchungen  in  dieser  Richtung  sind  von  L.  Cremona*), 
Th.  Reye»),  G.  Jung»)  und  J.  Sobodka*)  angesteEt.'^) 

§  13.  Die  verBOhiedenen  Seilpolygone  des  n&mliohen  Eräftesystemes. 
Da  bei  der  Konstruktion  eines  Seilpolygones,  das  zu  einem  vor- 
geschriebenen ebenen  Kräftesystem  gehört,  außer  der  jEleihenfolge  der 
Kräfte,  der  Pol  im  Kräftepolygon,  sowie  der  erste  Eckpunkt  des  Seil- 
polygones auf  der  ersten  Kraft  beliebig  gewählt  werden  dürfen,  so 
werden  jedenfalls  zu  demselben  ebenen  Kräftesyatem  unendlich  viele 
Seilpolygone  gehören.  Jedes  dieser  Seilpolygone  liefert  durch  den 
Schnitt  der  äußenit«n  Seiten   einen   Punkt   der  Resultante,   wodurch 


1)  Le  figtire  reciproche  nella  statdcft  grafica,  S  ed.  Milano  1879. 

8)  Acta  math.  1  (1882},  p.  98. 

3)  Ann.  di  mat.  (2)  IS  (IS84),  p.  169;  Ist  Lomb.  Rend.  (2)  18  (18S6). 

i)  Balletin  intem.  de  l'Acc.  d.  Scb.  d.  Boheme  8  (1902),  p.  1. 

6)  Siehe  ferner  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  KrÄfle,  1.  Aufl., 
Leipzig  1870  (hier  ist  das  Tiereck  behandelt),  sowie  L.  Henneherg,  Statik  der 
atamn  Syateme,  Dannstadt  1886,  p.  41.  In  einfachen  F&llen  finden  eich  aolcbe 
Konfigorationen  schon  bei  Yarignon. 
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dann  in  Verbiodiing  mit  dem  Kräftepoljgon  diese  Resultante  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Da  aber  die  Resultante  eines  gegebenen  ebenen 
Kräftesjstemes  eine  nach  Große,  Richtung  nnd  auch  L^e  ganz  be- 
stimmte Kraft  ist  und  nicht  abhängig  sein  kann  von  der  speziellen 
Wahl  des  Seilpolygon  es,  welches  bei  ihrer  Konstruktion  verwandt  ist, 
BO  ist  von  vornherein  klar,  daß  zwischen  diesen  unendlich  vielen  SeÜ- 
polygonen,  die  zu  dem  nämlichen  Kräftesystem  gehören,  ganz  be- 
stimmte geometrische  Beziehungen  bestehen  müssen.  Ditse  Be- 
ziehungen sollen  aufgesucht  werden.*) 

Ana  einem  Seilpolygon,  das  zu  einem  gegebenen  Eräftesystem  gehört, 
kann  in  verschiedener  Weise  ein  neues  Seilpolygon  hergeleitet  werden: 

1.  Durch  Änderung  der  Beihenfolge  der  Kräfte.  Jede  neue  Reiben- 
folge der  Kräfte  P,,  P,,  Pj,  - .  -  P,  kann  durch  eine  wiederholte  Ver- 
tauschung zweier  aufeinanderfolgenden  Kräfte  erhalten  werden.  Daher 
ist  nur  zu  untersuchen,  wie  sich  das  Seilpolygon  bei  Vertauschoi^ 
zweier  aufeinanderfolgenden  Kräfte  ändert. 


Das  KrSftepolygon  der  gegebenen  Kräfte  in  der  Anordnung 
Pi,  P,,  . . .  P(„i,  P„  Pj^.j  . . .  P_  unterscheidet  sich  von  dem  sich  bei 
Yertauschung  von  Pj  und  Pj^,  ergebenden  Kräftepolygon  nur  da- 
durch, daß  bei  dem  letzteren  an  die  Stelle  des  Eckpunktes  i  der 
viei-te  Eckpunkt  t'  des  durch  die  Eckpunkte  i  —  1,  i,  i  -\-  1  be- 
stimmten Parallelogrammes   getreten   ist   (Fig.  30).     Das  Seilpolygon 

1)  Diese  Beziehougeii  zwiacheit  den  verschiedenen  Seilpolygoaeu ,  die  zu 
dem  nämlichen  Krftflea7Btem  gehören,  Bind  «chon  von  Culmftnit  untersacbt. 
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im  Falle  der  ersten  Anordnung  der  Kräfte  aei  A^,  Ä^,  . .  ■  A^,  -^i^i, 
^^„  .  .  .  Bei  der  zweiten  Änordoang  der  Kräfte  folgt  anf  die  Kraft 
Pf_i  die  Kraft  P,^^.  Der  auf  ji,„,  folgende  Eckpunkt  des  Seilpoly- 
gones  wird  für  die  zweite  Anordnung  der  Kräfte  sich  als  Schnitt  der 
durch  Af_j  gehenden  und  zn  dem  Polstrahl  C{i  —  1)  parallelen  Seite 
g^  des  Seilpoljgones  mit  der  Kraft  P^^^  ergeben.  Dieser  Schnittpunkt 
sei  ^J+i-  Da  auf  die  Kraft  P,^,  nun  P,  folgt,  so  ist  der  nächste 
Eckpunkt  des  Seilpolygones  der  Schnitt  A^'  der  durch  A'^^^  parallel 
zu  Ci'  gezogenen  Geraden  mit  P^.  Die  folgende  Seite  des  Seüpoly- 
gones  ist  bei  beiden  Anordnungen  der  Kräfte  parallel  zu  dem  Pol- 
Btrahl  C(i  +  1).  Es  ist  klar,  daß  diese  zu  C(i  +  1)  parallelen  Seiten 
der  beiden  Seilpolygone  zusammenfallen,  da  jede  dieser  Seiten  mit 
der  Seite  ^^_,^j  sich  in  der  Resultante  der  beiden  vertauschten  Kräfte 
Pj  und  P{+i  treffen  muß.  Daher  werden  auch  die  sämtlichen  fol- 
genden Seiten  der  beiden  Seilpolygone,  die  sich  für  die  verschiedenen 
Anordnungen  der  Kraft«  ergeben  haben,  übereinstimmen  massen.  Es 
folgt  somit  der  Satz: 

Bei  Änderung  der  Bähenfolge  der  Kräfte  ergibt  sich  eine  Än- 
derung der  Seiten  des  Seilpolygones  nur  bei  denjenigen  Seiten,  die 
zwischen  den  vertauschten  Kräften  liegen.  Insbesondere  wird  der  Schnitt 
der  äußersten  Seiten  derselbe  bleiben. 

2.  Durcii  Änderung  des  ersten  Eckpunktes  des  Seüpolvgones  auf 
der  ersten  Kraft.  Ist  die  Reihenfolge  der  Kräfte  festgelegt,  so  ist  das 
Kräftepolygon  vollständig  bestimmt.  Nach  Wahl  des  Poles  C  ist  das 
Seilpolygon  erst  dann  gegeben,  wenn  die  Lage  des  ersten  Eckpunktes 
Ai  desselben  auf  der  Wirkungslinie  /,  der  ersten  Kraft  angenommen 
ist.  Wird  nun  der  Eckpunkt  A^  auf  der  Geraden  I,  verschoben,  so 
werden,  da  die  Seiten  des  Seilpolygones  den  Polstrahlen  parallel 
bleiben  müssen,  sämtliche  Seiten  des  Seilpolygones  sich  parallel  ver- 
schieben (Fig.  31).  Da  aber  der  Schnittpunkt  von  irgend  zwei  Seiten 
g^  und  g^  des  Seilpolygones  auf  der  Resultante  derjenigen  Kräfte 
liegen  muß,  die  im  Seilpolygon  zwischen  den  Seiten  g,  und  g^  liegen, 
so  wird  bei  einer  Verschiebung  des  Punktes  X,  auf  der  ersten  Kraft 
der  Schnittpunkt  yon  g^  und  g^  sich  auf  einer  ganz  bestimmten  Ge- 
raden bewegen,  nämlich  auf  der  Wirkungslinie  der  Resultante  der 
zwischen  den  Seiten  g^  und  g,,  liegenden  Kräfte.  Insbesondere  wird 
der  Schnittpunkt  der  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  sich  auf  der 
Wirkungslinie  der  Resultante  sämtlicher  Kräfte  verschieben.  So  li^en 
in  Fig.  31,  wo  die  Konstruktion  für  vier  Kräfte  durchgefQhrt  is^  die 
beiden  Punkte  A  und  A',  die  sich  bei  den  beiden,  Seilpolygonen  als 
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Sdmittpnnkte  der  äußersten  Seiten  ei^ebeo  haben,  auf  der  zur  Schluß- 
linie  04  des  Kräftepolygones  parallelen  Wirkungslinie  l  der  Hesultante. 
Die  Richtigkeit  dieser  Sätze  läßt  eich  auch  rein  geometrisch  mit 
Hilfe  des  Satzes  von  F.  Steiner^)  erkennen:  Drehen  sidt  die  Seiten 
eines  n~Eckes  um  feäe  Punkte,  die  in  einer  Geraden  liegen,  und  ver- 
sdiieben  sich  hierbei  »  —  1  Eckpunkte  längs  bdi^gen  geraden  Linien, 
so  beschreibt  der  letete  Ec^ninkt  auch  eine  Gerade.  Da  hier  die  Seiten 
des  Seilpolygones  sich  parallel  Terscbieben,  so  wQrden  die  Punkte, 
um  die  sich  dieselben  drehen,  sämt- 
lich unendlich  fem  sein;  die  gerade 
Linie,  auf  der  alle  Drehpunkte  liegen, 
wäre  die  unendlich   ferne  Gerade.    Da 


aber  jedes  n-Eck  als  ein  Seilpolygon  betrachtet  werden  kann  für 
n  —  1  Kräfte,  die  durch  n  —  1  der  Eckpunkte  gehen  und  deren 
Richtungen  beliebig  gewählt  werden  dürfen,  während  die  Resul- 
tante durch  den  letzten  Eckpunkt  des  n-Eckee  geht,  und  da  hierbei 
sämtliche  Kräfte,  abgesehen  von  einem  Proportionalitätsfaktor,  toII- 
ständig  bestimmt  sind,  so  ist  umgekehrt  durch  die  Torstehenden  Unter- 
suchungen der  Steinersche  Satz  für  den  Fall  der  parallelen  Ver- 
schiebung der  Seiten  auf  statischem  Wege  bewiesen. 


1)  F.  Steiner,  SjitematiMfae  EntwickeluDgen.  Werke  I,  S.  99i. 
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3.  Durch  Yersdiiebunq  des  Poles  gegenüber  dem  Eri^epdygon. 
Die  für  die  Anwendung  wichtigste  Änderung,  die  ein  Seilpoljgon,  das 
zu  einem  TOi^eschriebeoen  KräfteBjBtem  gehört,  erfahren  kann,  ist 
diejenige,  die  eich  ergibt,  wenn  bei  Feathaltung  der  Reihenfolge  der 
BCräft«  dem  Pole  des  Ei^ftepolygones  eine  andere  Lage  erteilt  wird. 
Die  Beziehungen  zwischen  zwei  derartigen  Seilpolygoneo,  die  sich  fUr 
Terachiedene  Pole  ei^ebeu  haben,  sollen  untersucht  werden. 

Es  sei  zunächst  der  Pol  C  nach  dem  Anfangspunkte  0  des 
Kräftepolygones  gel^^  Dann  sind  die  Seiten  des  Seilpoljgonea 
parallel  den  von  dem  Anfangspunkt  0  des  Kräftepolygones  ausgehenden 
Diagonalen,  und  das  Seilpolygon  geht  in  die  in  g  8  untersuchte 
Mittelkraflsiiuie  über.     Es  folgt  der  Satz: 

Die  MitielhraftsUnie  ist  dasjenige  Seäpolygon,  das  sich  ergibt,  wenn 
der  Pol  im  Anfangspunkte  des  Kräftepolggoms  angenomtuen  wird. 

Für  das  i^mliche  Kräftesystem  und  fflr  dieselbe  Anordnung  der 
Kräfte  sollen  zwei  Seilpoljgone  unter  Zugrandelegnug  zweier  ver- 
s<^iedeneD  Pole  C  und  C  konstruiert  sein.  Die  Seiten  und  Eck- 
punkte des  ersten  Seilpolygones  seien  mit  g.^,  g,,  . . .,  bzw.  mit  J^, 
Af, . . .  bezeichnet,  ebenso  die  Seiten  und  Eckpunkte  des  zweiten  Seil- 
polygones mit  e/j',  e/j', . . .,  bzw.  mit  A^',  A^', . . ..  Zwei  Eckpunkte 
der  beiden  Polygone,  die  in  derselben  Kraft  liegen,  seien  als  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Seilpnlygone  bezeichnet,  ebenso  die 
gleichvielten  Seiten  der  beiden  Polygone  als  entsprechende  Seiten. 

Dem  Kröftesystem  der  Kräfte  P^  sei  hinzugefügt: 

1.  Eine  in  der  ersten  Seite  ^,  des  ersten  Seilpolygones  liegende 
Kraft  Q,  deren  GrSßa  und  Bichtung  durch  den  Polsti-ahl  CO 

bestimmt  ist. 

2.  Eine  in  der  ersten  Seite  j^j'  des  zweiten  Seilpolygones  liegende 
Kraft  Q',  deren  Größe  und  Richtui^  durch  den  Polstrahl  C'O 

Q'~CÖ 
gegeben  ist. 

Das  erste  Seilpolygon  läßt  sich  dann  ansehen  als  die  Mittel- 
kraftslinie der  Kräfte  Q,  P^,  P,, .  . .,  P^,  das  zweite  Seilpolygoa 
ebenso  als  die  Mittelkraftslinie  der  Kräfte  Q',  P^,  P^, .  . .,  P,.  Die 
t-te  Mittelkraft  if^  des  ersten  Kräftesystemes  (Resultante  der  Kräfte  Q, 
Pi,  Pj,  . . .,  Pj)  kann  [zerlegt  werden  in  die  t-te  Mittelkraft  P/  des 
zweiten  Kräftesystemes  (Resultante  der  Kräfte  Q',  P,,  P,, . . .,  P^)  an*l 
in  die  Resultante  S  der  beiden  Kräfte  Q  und  —  Q',  wobei  unter  —  Q' 
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diejenige  Kraft  Terstanden  sein  soll,  die  sich  von  Q'  lediglich  dorcli 
die  entgegengeeetzie  Kichtung  unterscheidet.  Diese  Kraft  S  ist  als 
Resultante  der  beiden  Kräfte 

Q-COing^,  und  -  g'-ÖC'injr,' 
im  Kräftepoljgon  durch  die  Verbiadungalinie  CC  der  beiden  Pole 
bestimmt  und  muß  daher  in  einer  Geraden  k  liegen  (Fig.  32),  die 
durch  den  Schnitt  S^  der  beiden  ersten  Seiten  der  Seilpolygone  ff^ 
und  g^'  parallel  zur  Yerbindungelinie  der  beiden  Pole  gezogen  iei 
Da  nun  die  beiden  Mittelkräfte  B^  und  B/  in  den  beiden  entsprechenden 


Seiten  ff/^^  und  ^^^i  der  Seilpoljgone  liegen  und  die  Kraft  R^  sich 
in  die  Kraft  if/  und  in  die  Kraft  S  in  k  zerlegen  läßt,  so  mflssen 
die  beiden  Seiten  «r^^i  und  g'^^i  sich  in  einem  Funkte  i?^^,  von  k 
schneiden.     Daraus  folgt  der  von  Culmann  gefundene  Satz: 

Bei  zwei  Seilpolygonen,  die  gu,  dem  nämlichen  Kräft&iysteme  ge- 
hören und  für  dieselbe  Beihenfolge  der  Krisle,  aber  für  verscliiedene 
Pole  konstruiert  sind,  schneiden  sicJi  die  gleidiv  leiten  (entsprechenden) 
Seiten  in  den  Punhleit  einer  geraden  lAnie,  die  parallel  ist  eur  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Pole. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  wird  die  Poladtse,  die  zu 
ihr  parallele  Gerade,  auf  der  sich  die  entsprechenden  Seiten  der  Seil- 
polygone schneiden,  die  Paratldachse  oder  ParaUachse  genannt.') 

1)  Der  hier  gegebene  und  toh  Culmann  henül^ende  Beweis  des  Cul- 
mannsclien  Satzes  ist  inaofeni  leht  naturgem&ß,  als   er  sich  auf  die  Eigen- 

*•  .Cookie 
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Durch  Umkefarung  folgt  der  weitere  Satz: 

Ist  für  ein  gegdmies  Kräftesystem  ein  Seilpolygon  gezeichnet,  so  iä 
jedes  Polygon,  dessen  aufeinanderfolgende  Eckpunkte  auf  den  auftin- 
anderfolgenden  Wirhmgslinien  der  Kräfte  liegen,  und  dessen  Seiten  mit 
den  gleichvielten  Seiten  des  geeeicfineien  Seilpolygottes  sich  in  Puniten 
irgend  einer  beti^igen  Geraden  schneiden,  ebenfalls  ein  Seilpolygon,  das 
eu  dem  gegebenen  Kräftesgslem  gehört. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umkebrung  ergibt  Bich  Bofort  daraus,  dafi 
TOD  jedem  Seilpolygone,  das  fDr  ein  gegebenes  Kräftesystem  nach 
Festsetzung  der  Reihenfolge  der  Kräfte  konstruiert  wird,  die  beiden 
ersten  Seiten  beliebig  gewählt  werden  dürfen  (natörlich  der  Bedingung 
entsprechend,  daß  sich  dieselben  auf  der  Wirkungslinie  der  ei-sten 
Kraft   schneiden).     Nach    Wahl    dieser   beiden   Seiten   ist    dann    der 

Bcbaflea  der  Mitt«lkraft8linie  stützt.  Es  lILßt  sieb  jedoch  der  ColmannBcbe 
Satz  »nch  ohne  Benatzimg  der  Mittelkraftslinie  durch  elementar- geometriBche 
Betrachtungen  beweiaen. 

Ea  >ai  l^  die  Wiikungslinie  irgend  einer  der  Kräfte  und  t  —  1,  t  die  zu  1,- 


parallele  Seite  de«  Eiftftepoljgones,  welche  die  GröSe  det  in  ',  liegenden  Kraft 

beBtimmt  {Fig.  8S),  ao  daS  

i-l,iVi- 
Die  beiden  Pole,  fOr  die  die  Seilpoljgone  gezeichnet  sind,  seien  C  und  C.  Die 
beiden  Seiten  des  füi^  C  »h  Pol  konstruierten  SeilpolygoneB ,  die  in  einem 
Punkt«  Aj  von  I,  zuBammentreffen,  seien  mit  j,  nnd  S(  +  ,  bezeichnet,  die  ent- 
sprechenden Seiten  dei  zweiten  SeilpoljgoneB  mit  ij/  und  ^,'^  ^ ,  sowie  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Paare  von  entsprechenden  und  aufeinanderfolgenden  Seiten 
mit  B,  nnd  B,.,. 


Da 


u  n  Ct.- 


-1).  ?,+  ,!«,  ft'BC'(.-. 
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zagebSrende  Pol  durcli  die  beiden  durch  die  Eckpunkte  0  und  1  des 
Kräftepolygones  parallel  gezognen  Polstrablen  bestimmt.  Das  gegebene 
Seilpolygon  möge  die  Seiten  g^,  g^,  g^,--.  besitzen;  die  Seiten  des- 
jenigen Foljgones,  welches  mit  diesem  Seilpolygon  durch  den  GuI- 
mannseben  Satz  yerknQpft  ist,  seien  mit  9,',  g^,  g^', . . .  bezeichnet. 
Dann  wird  jeden&lls  ein  Seilpolygon  vorbanden  sein,  welches  die 
beiden  Geraden  j,'  nnd  (?,'  zur  ersten  und  zweit«n  Seite  hat.  Da  sich 
aber  nur  ein  einziges  ganz  bestimmtes  Polygon  zeichnen  \ä&i,  daß 
die  Geraden  g^  und  g^  als  erste  und  zweite  Seite  besitzt,  und  das 
mit  dem  Polygon  g^,  g^,  g,, . . .  durch  den  Gulmannschen  Satz  ver- 
bunden ist,  so  muß  das  Polygon  g^,  g^,  g^ . . .  dieses  weitere  Seil- 
polygon sein. 

Ist  fflr  ein  gegebenes  Eriiftesystem  ein  Seilpolygon  mit  den 
Seiten  ^(,  g^,  g^  ■  ■  ■,  gezeichnet  und  wird  dann  eine  beliebig  gewählte 
Gerade  li,  die  die  Seiten  g^,  g^, . . .  des  Seilpolygooes  in  den  Punkten 
£if  B^, . . .  schneidet,  als  Parallachse  festgel^t,  so  werden  sich  ^mt- 


eo  folgt: 

ä.{i-\)Ei 

^  AA,'DA„ 

A(i-l)CE 

'^e^BiA^D, 

AiC-E 

r^i^B.^^AiD 

□Dil  doraoa  die  PioportioneD; 

{j,-l)E 
iE 

CE 

-M, 

Ei 

--HD-- 

Da  anOeidem 
flo  folgt 

CE 

G-E° 

■^CEG-  = 

DB, 

B,B,-^j  I  CC. 

Da  hiernadi  die  TerbiodungBlinie  der  Schnittpnokte  S,  nud  Bi+i  von  je 
zwei  BofeinaiiderfolgeDden  PiAren  entaprechender  Seiten  det  beiden  Seilpoljgone 
p»r«llel  ist  znc  Terbindungslinie  der  beiden  Pole,  bo  müaaeii  ütierbanpt  die 
ScbuiUpnnkte  der  entspiecbenden  Seiten  der  Seilpoljgone  aof  einer  ganz  be- 
atixDi^ten  Geraden  (der  Paratlacbee)  liegen,  die  parallel  ibt  zur  Yeibindnngg' 
linie  der  beiden  Pole. 
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liehe  anderen  Seilpolygone  des  Kröftesystemes,  die  sich  aue  dem  ge- 
zeichneten Seilpolygon  nnter  Benutzung  der  gewählten  PaiallachBe  k 
herleiten  lassen,  ergeben,  indem  die  Seiten  g^,  g^, . . .  des  Seil- 
poljgones  um  die  Punkte  £,,  B^,. . .  gedreht  werden,  während  gleich- 
zeitig die  Eckpunkte  sich  auf  den  Wirkungslinien  der  Kräfte  rer- 
schieben.  Hierbei  muß  der  Schnittpunkt  der  äußersten  Seiten  des 
Seilpolygones  sich  auf  einer  ganz  bestimmten  Geraden,  nämlich  auf 
der  WirkuDgelinie  der  Resultante  des  Kräftesystemes  bewegen.  Das 
Entsprechende  gilt  f(lr  ii^end  zwei  Seiten  des  Seilpolygones,  die  sich 
stets  auf  der  betreffenden  Mittelkraft  schneiden  müssen.  Davon  daß 
diese  Sätze  richtig  sind,  kann  man  sich  auch  rein  geometrisch  aus 
dem  oben  angeführten  Steinerschen  Satz  überzeugen. 

Da  jedes  n-Eck  als  ein  Seilpolygon  betrachtet  werden  kann  für 
n  —  1  Kräfte,  die  durch  n  —  1  der  Eckpunkte  gehen,  und  deren 
Ricbtangen  beliebig  gewählt  werden  dürfen,  während  die  Wirkungslinie 
der  Resultante  durch  den  letzten  Eckpunkt  geht  und  durch  das  Seil- 
poiygon  und  durch  die  Richtungen  der  Kräfte  (bzw.  deren  Wirknngs- 
linien)  bestimmt  ist,  so  ist  damit  auch  umgekehrt  der  obige,  für  die 
graphische  Statik  wichtige,  Steinersche  Satz  in  voller  Allgemeinheit 
rein  statisch  bewiesen. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  ergibt  sich,  wenn  das  Eräfte- 
system  aus  lauter  parallelen  Kräften  besteht.  Da  dann  die  ent- 
sprechenden Eckponkte  der  Seilpoljgone  auf  den  parallelen  Wirkungs- 
linien der  Kräfte  liegen,  so  geht  die  Beziehung  zwischen  zwei  Seil- 
polygonen in  eine  Affinität  Über.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

Sei  einem  Systeme  von  parallelen  Kräften  sind  nach  FesU^ung 
der  Reihenfolge  der  Kräfte  zwei  Seüpolygone,  die  für  verschiedene  Pole 
Jtonstruiert  sind,  affine  Figv/ren  und  zwar  für  die  Jlichtung  der  Kräfle 
als  Richtung  der  Afßnitätsstrahlen  und  für  eine  Äfftnitätsachse,  die 
parallel  ist  der  Verbindungslinie  der  beiden  Pole. 

Umgekehrt  folgt: 

Ist  für  ein  System  von  parallelen  Kräften  ein  Seüpolygon  gezeichn^, 
so  ist  jede  diesem  Seilpolygon  affine  Figur,  für  welche  die  Wä-kungs- 
linien  der  Kräfte  Afßnilätssirahlen  sind,  ebenfalls  ein  Seüpolygon,  das 
jm  dem  nämlichen  System  von  parallelen  Krisen  gehört. 

In  §  11  sind  Konfigurationen  untersucht  worden,  die  bei  einem 
einzigen  Seilpoljgone  auftreten.  Konfigurationen  zwischen  mehreren 
Seilpoljgonen  lassen  sich  herleiten,  indem  für  ein  gegebenes  KräHe- 
system     nach    Festlegung    der    Reihenfolge   der  Kräfte   Seilpolygone 


§  18.  Seilpoljgone,  die  durch  Torgeschriebeae  Punkte  gelegt  aind,        f)5 

fOr  mehr  als  zwei  Pole  konetniiert  werden.^)  Der  einfachste  der- 
artige Fall  tritt  bei  Ännahnie  von  drei  Polen  aof.  Hierbei  et^ibt 
sich  der  Satz:  , 

Drei  Seüpolygone  des  nämlichen  Eräftesystemes,  die  für  die  näm- 
liche Reihenfc^e  der  Kräfte,  aber  für  drei  verschiedene  Pole  gezeichnet 
sind,  bestimmen  drei  Paraäachaen,  die  sich  in  einem  Punkte  st^neiden}) 

Werden  nämlich  die  drei  Kräfte,  die  den  gegebenen  Kräften  hin- 
znzafügen  sind,  damit  die  drei  Seilpolygone  in  Mittelkraftaünien  über- 
gehen, nnd  die  in  den  ersten  Seiten  ff,,  ?,',  ff,"  der  drei  Seilpolygone 
li^n,  mit  Q^  Q',  Q"  bezeicbnet,  so  sind  die  drei  ParaUelachsen  die 
Wirknngslinien  der  Kräfte: 

s  -  «'  -  Q", 
S'  -  Q"  -  Q, 

S--Q  -q; 

und  die  drei  Par&llaclisen  müssen  durcb  denselben  Punkt  geben,  da 
die  drei  Kräfte  S,  S',  S"  sich  anfheben. 

§  13.  Beilpolygone,  die  dnroh  vorgeBOhrlebene  Fnnkte  gelegt  sind. 
Schon  Ton  Onlmann  ist  bemerkt  worden,  daß  es  mit  Hilfe  des 
in  §  12  hergeleiteten  Satzes  möglich  ist,  aus  einem  gezeichneten  Seil- 
polygou  ein  anderes  SeUpolygon  des  nämlichen  Kraftesystemes  her- 
zuleiten, das  TOr geschriebenen  Bedingungen  gentigt,  und  daß  es  hier- 
bei nicht  nötig  ist,  das  Kräftepolygon  bei  der  Konstraktion  des  ge- 
suchten Seilpolygones  zu  Terwenden,*)  Derartige  Aufgaben  hat  zu- 
erst H.  G.  Zeuthen  behandelt*)  In  dieser  Richtung  ist  für  die  An- 
wendungen der  graphischen  Statik  vorzugsweise  wichtig  die  Aufgabe, 
fQr  ein  g^ebenes  Kräftesystem  ein  Seilpolygon  zu  finden,  bei  dem 
einzelne  Seiten  durch  vorgeschriebene  Punkte  gehen. 


1)  Solcbe  Konfiguiatioaen  Baden  eich  untenuclit  in  den  Abhandlungen  von 
Tb.  Be7e,  G.  Jung  und  J.  Sobodka  (Änm.  2  bis  1  p.  46). 

t)  FOr  GleicbgewichtHsjatenie  gilt  allgemein  der  Satz:  Schreibt  man  einem 
ebento  Erfiftesyitem  im  Gleichgewicht  h  Seilpoljgone  ein,  bo  schneiden  tich  die 
eoUprecbenden  Seiten  je  zweier  derselben  in  einer  Geraden;  je  drei  solche  Ge- 
ndea  laufen  in  einem  Punkte  lusBrnmen,  alle  so  eihaltenen  Geraden  und  Punkte 
bilden  eine  Konfiguration 

10..  ('U- 

Siehe  J.  Sobotka,  BuU.  intern,  de  l'Ac  d.  Sc  de  Boheme  VIT  (ItiOS),  p.  1i, 
t)  Graphische  Statik  p.  84;  tweite  Auflage,  Zürich  (1875)  p.  1T6. 
4)  Zeuthen,  Tidukz,  for  Math.  (4)  1  (I8TT)  p.  ST;  siebe  auch  K  Eouchä 

NouT.  inn.  (3)  6  (1887)  p.  4Se. 
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Es  ist  zunächst  klar,  daß  daa  Seilpolygon  eines  gegebenen  Eräfte- 
Sfstenies  durch  die  Bedingung,  daß  ein  oder  zwei  Seiten  desselben 
durch  Torgeacbri ebene  Punkte  gehen  sollen,  noch  nicht  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Ist  nämlich  für  ein  gegebenes  Kröftesyatem  ein  Seüpo- 
lygon  gefunden,  von  dem  zwei  Seiten  z.  B.  gi  und  g^  durch  zwei 
Torgeschriebene  Paukte  L  und  M  gehen  (Fig.  34),  so  wird  sich  atu 
diesem  jedes  andere  Seilpolygon,  das  durch  dieselben  Punkte  L  und 
M  geht,  ei^ben,  sobald  nur  die  Linie  LM  ais  Parallachse  zugrunde 
gelegt  wird.  Derartige  Seilpolygone  aber  gibt  es  unendlich  viele- 
Dagegen  läßt  sich  nur  ein  einziges  ganz  bestimmtes  Seüpolygon 
finden,  wenn  jetzt  noch  festgesetzt  wird,  daß  eine  vorgeschriebene 
Seite  des  Seilpolygones  durch  einen  weiteren  Punkt  N  gehen  soll, 
wobei  jedoch  die  drei  Punkte  L,  M,  N  nicht  auf  einer  Geraden  liegen 
dürfen. 

Soll  z.  B.  die  Seite  g^'  des  Seilpolygones  durch  den  gegebenen 
Punkt  N  gehen  (Fig.  34),   so   würde  sich  diese  Seite  g^    ergeben  als 


Verbindungslinie  des  Punktes  N  mit  dem  Schnittpunkt  B^  der  Seite 
g^  des  gegebenen  Seilpolygones  mit  der  Parallachse  LM.  Die  so  ge- 
fundene Linie  g^'  schneidet  dann  die  Wirknngslinie  l^  der  Kraft  P,  in 
einem  Punkt«  A^'.  Durch  diesen  Punkt  und  die  Bedingung,  daß  ^, 
und  g^  sieh  auf  der  Parallachse  treffen  müssen,  ist  g^'  gegeben  usw. 
Durch  die  weitere  Bedingung,  daß  das  zu  zeichnende  Setipolygon  auch 
noch  durch  den  Punkt  N  gehen  soll,  ist  dasselbe  tatsächlich  eindeutig 
bestimmt.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

Bei  einem  gegebetten  Kräflesysiem  und  festgelegter  Anordnung  der 
Kräfte  ist  das  Seüpolygon  durch  die  Bedingung,  daß  drm  vorgesehrie- 
dene  Seiten   des  Seü^lygones   durch   drei  gegebene  Punkte   L,  M,  N 
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gdim  soUen,  ändeuiig  bestimr^,  vorausgesetet,  daß  diese  drei  Punkte 
L,  M,  N  nicH  in  dersdben  Geraden  liegen. 

Infolge  dJeset)  Satzes  eT^bt  sich  die 

Aufgabe:  Für  ein  gegä>ene8  Kräßesystem  und  festgdegler  An- 
ordnung der  Kräfte  ist  ein  Seßpolygon  zu  konstruieren,  von  dem  drei 
vorgesehri^iene  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen,  die  nicht  in 
einer  Geraden  li^en. 

Diese  Aufgabe  ist  flir  eine  Reihe  von  Konstraktionen  der  gra- 
phischen St&tik  Ton  Wichtigkeit.  Außer  H.  Cr.  Zeuthen  haben 
0.  Mohr,  C.  Saviotti,  0.  Hoppuer,  L.  Geusen,  A.  Ludin*) 
und  andere  Lösungen  gegeben. 

Die  verschiedenen  Lösungen  unterscheiden  sich  nach  zwei  Kich- 
tnngoL  Bei  einigen  Lösungen  wird  das  gesuchte  SeUpolygon  aus 
einem  gezeichneten  Seilpolygon  gefunden  ohne  weitere  Benutzung  des 
KiäftepoljgoneB.  Andere  Lösangen  verwenden  dagegen  das  Kr^te- 
polygon  und  gehen  darauf  hinaus,  zunächst  den  Pol  desjenigen  KrSfte- 
polygones  zu  find^,  fdr  welchen  sich  ein  durch  die  gegebenen  drei 
Punkte  L,  M,  N  gehendes  Seilpolygon  zeichnen  läßt.  Es  sollen  hier 
OUF  einige  Lösungen  gegeben  werden. 

1.  Lösung.  Soll  das  Kräftepoljgon  nur  benutzt  werden,  um  das 
erste  Seilpolygon  zu  zeichnen,  aus  welchem  dann  das  durch  die 
Punkte  L,  M,  N  gehende  Seilpolygon  lediglich  durch  Benutzung  des 
Cnlmannschen  Satzes  heiznleiten  ist,  so  kann  in  folgender  Weise 
veriUiren  werden: 

Aas  dem  gezeichneten  Seilpolygon  werde  zunächst  ein  solches 
hergeleitet,  das  durch  den  einen  Punkt  L  geht,  was  durch  eine  ent- 
sprechende parallele  Verschiebung  sämtlicher  Seiten  des  Seilpolygones 
erzielt  wird.  Zweckmäßiger  ist  es  natürlich,  gleich  von  vornherein 
darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  daß  man  ein  durch  L  gehendes  Seil- 
polygon erhält  Dieses  ist  leicht  zu  erreichen,  da  man  nach  Annahme 
des  Poles  im  Kräftepolygon  einen  Eckpunkt  des  Seilpolygones  oder 
statt  dessen  einen  beliebigen  Punkt  desselben,  also  hier  X,  beliebig 
wählen  kann.  Hierdurch  wird  die  nachträgliche  parallele  Verschiebung 
der  Seiten  des  Seilpolygones  vermieden.  Ist  nun  ein  Seilpolygon 
ffit  9ti  9t  ■  ■  ■  gezeichnet,  dessen  eine  Seite   durch  L  geht,  so  werde 


1)  0.  Moht,  CiTiling,  (S)  3S  (1886)  p.  G86;  C.  Saviotti,  La  statica  gra- 
fica  S,  Hiluo  (188S)  p.  86—86;  0.  Hüppaer,  CiviUiig.  (2)  SS  (ISST)  p.  89; 
L.  OenieD,  CiTiling,  (1)  48  (1SS6)  p.  471;  A.  Ludio,  Zettachrift  f.  Math,  nnd 
PhjH.  48  (IBOI)  p.469.  Siehe  auch  M.  Levj,  La  «tatiqne  giaphiqae,  Pari*  (1886) 
t.  1.  p.  67. 
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ein  solches   gesucht,   das   außer  durch  L  noch  durch  den  Punkt  M 
gebi     Da  der  Punkt  L  beibehalten  irerden  soll,  so   muß  die  Parall- 
Rchse,  die  das  neue  Seiipolygon  liefert,  durch  L  gezogen  werden,  ist 
aber    im    Übrigen    beliebig    wählbar.     Ist    die 
f  Parallachse  p  durch  L  angenommen,  so  ist  da- 

l\  mit  ein  einziges   ganz  bestimmtes  Seilpolygon 

\.\  gegeben,  das  außer  durch  L  noch   durch  den 

j  '  Punkt  M  geht.    Dasselbe  ^t  sich  leicht  kon- 

■\  I  etrnieren.     Soll   z.  B.    der   Punkt   M    auf  der 

j '  \  Seit«  g^'  des  neuen  Seilpolygones  liegen  (Fig.  35), 

j '.   \  so  würde  g^"    bestimmt   sein    durch    die   Ver- 

i  I    \  bindungslinje  des  Punktes  M  mit  dem  Schnitt- 

j  '     >  punkt  Si  TOn  g^'  mit  der  Parallachse  p.    Die 

I  1     ',  80  gefundene  Linie  g^"  schneidet  die  Wirkungs- 

linie lg  im  Punkt  Af".  Die  Seite  g^"  des  ge- 
suchten Seilpolygones  ergibt  sich  dann  als  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  A^"  mit  dem  Schnitt- 
pookt  Sf  von  (;,'  mit  der  Parall- 
achse p  UBw.  Ist  auf  diese  Weise 
ein  durch  X  und  M  gehendes 
Seilpolygon  erhalten,  so  wäre  aus 
demselben  ein  Seilpolygon  her- 
zuleiten, das  außer  durch  L  und 
M  noch  durch  den  Punkt  JT 
geht.  Da  die  beiden  Punkte  L 
und  Jlf  beibehalten  werden,  so 
ist  hierbei  die  gerade  Linie  LM 
als  die  Parallachse  q  einzuführen. 
Mit  Hilfe  derselben  ergibt  sich 
dann  das  durch  N  gehende,  also 
das  gesuchte,  Seilpolygon  g^,  g^, 
g,,..-  in  gleicher  Weise,  wie  sich 
Torhin  mit  Hilfe  der  Parallachse 
p  das  außer  durch  L  noch  durch 
M  gehende  Seilpolygon  ergeben 
hat. 

Bei  dieser  Torsteh enden  Eon- 
struktion  ist  das  gesuchte  Seilpolygon  ans  dem  ge- 
gebenen nicht  unmittelbar,  sondern  erst  nach 
Herleitnng  eines  Hilfsseilpolygones  gefunden. 
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2.  Lösung.  Anch  ohne  zum  Eriiftepolygoii  zurückzukehren,  kann, 
wenn  ein  Seilpolygon  gezeichnet  vorliegt,  duB  bei  der  ersten  Lösung 
benutzte  HiUmeilpolygon  Temueden  werden,  sobald  das  Rräftesystem 
nur  aus  wenigen  Kräften  besteht.  Dann  wQrde  es  näoilicli  keine 
weitere  HOlLe  bereiten,  mit  Hilfe  der  Entwicklungen  von  §  11  die 
Wirkangslinie  der  Resultuite  der  zwischen  den  Punkten  L  nnd  M 
liegenden  Kräfte  nnd  ebenso  diejenige  der  Resultante  der  zwischen 
den  Punkten  M  und  N  liegenden  Kräfte  zu  finden. 

Es  seien  zonäcbst  nur  zwei  Kräfte  mit  den  Wirknugalinien  I, 
nnd  tf  angenommen.  Dann  ei^bt  sich  sofort,  daß  irgend  zwei  Seil- 
poljgone,  die  zu  diesen  beiden  Kräften  gehören,  koUineare  Figuren 
sind,  nnd  zwar  fOr  den  Schnittpunkt  0  der  beiden  Wirknngslinien  2, 
und  ^  als  Zentmm  der  Kollineation  tmd  für  die  Parallacfase  als  Kol- 
lineationsachse.  Liegt  nnn  ein  Seilpolygon  f^',  g^',  g^  gezeichnet  vor, 
nnd  soll  ein  solches  g^,  g„  g^  gefunden  werden,   dessen  erste  Seite  f)i, 


durch  L,  dessen  zweite  g,  durch  M  und  desnen  dritte  Seite  g^  durch 
JV^geht,  so  werden  die  drei  Strahlen  OL,  OM,  ON,  aus  g^',  g^',  g^  die 
drei  Punkte  L',  M,  N"  aoaschneiden,  die  bei  der  Kollineation  den 
Punkten  L,  M,  jV"  entsprechen  (Fig.  36).  Nachdem  so  drei  Paare  Ton 
entsprechenden  Punkten  gegeben  sind,  läßt  sich  leicht  durch  dieselben 
die  Eollineationsachse  p,  also  im  vorli^^nden  Falle  die  Parallschse, 
und  die  ta  dem  Seilpolygone  g^',  g^',  g^'  kollineare  Figur,  d.  h.  das 
geeachte  durch  die  Punkte  L,  M,  N  gehende  Seitpolygon  finden.    ^ 
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Es  seien  jetzt  n  Erafte  aageQOmmen,  wo  »  >  2.  Die  drei  Paakte 
i,  M,  N  sollen  auf  der  ersten,  der  i-ten  tmd  der  letzten  Seite  des 
Seilpolygones  liegen.  Es  seien  zunächst  nacli  den  Methoden  von  §  11 
aus  den  Wirkungslinien  der  Kräfte  und  dem  gegebenen  Seilpolygon 
9i't9t'r  9a'i  -die  Wirkungslinie  s,  der  Resultante  S^,  der  t  —  1  ersten 
Kräfte  (also  die  Wirkungslinie  der  Resultante  der  zwischen  den 
Punkten  L  und  M  liegenden  Kräfte),  wie  die  Wirkungslinie  s^  der 
Resultante  S^  der  Übrigen  KHifte  beBtimmt.  Die  drei  Seiten  ^/,  g/, 
9\^i  des  gegebenen  Seilpolygonea  (da  n  Kräfte  vorhanden  sind,  ist 
^'■+1  '^'^  letzte  Seite)  bilden  dann  ein  Seilpolygon  fQr  die  beiden 
Kräfte  Si  und  iS„  und  zwar  werden  g^'  und  g^  sich  auf  der  Wirkungs- 
linie Sj  der  Kraft  S,  und  ^/  und  g^\i  sich  auf  der  Wirkunglinie  s, 
der  Kraft  S^  schneiden.  Ist  nun  das  gesuchte  Seilpolygon  ^„  g^,-.. 
gefunden,  eo  bestimmen  die  drei  Seiten  ^„  ^^  g^^,^  desselben  ein  Seil- 
polygon fOr  die  beiden  Kräfte  Sy  und  S^.  Da  aber  die  drei  Seiten 
9u  9p  9»+i  dieses  Seilpolygones  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  L, 
M,  N  gehen  mQssen,  so  ist  die  Bestimmung  der  drei  Geraden  </„  g^ 
(7,^,  auf  die  gelöste  Aufgabe  sorackgefUbrt,  ans  einem  gegebenen 
Seilpolygon  für  zwei  Kräfte  ein  neues  Seilpolygon  herzuleiten,  dessen 
drei  Seiten  durch  drei  Tor^eschriebene  Punkte  L,  M,  N  gehen.  Ist 
diese  Aufgabe  gelöst,  so  würde  die  erhaltene  Parallachse  gleichzeitig 
die  Parallachee  der  beiden  Seilpolygooe  g^',  g^',  g^, . .  .  und  g^  <?,,  ff», . .  - 
sein,  und  es  würde  sich  unter  Benutzung  dieser  Parallachse  nur  dar- 
um handeln,  das  Seilpolygon  j;,,  g^,  g^, . . .,  von  dem  drei  Seiten  be- 
kannt sind,  zu  TerroUsföndigen. 

In  Fig.  37  ist  die  Konstruktion  ftlr  die  vier  in  I),  l^,  \,  l^  liegen- 
den Kräfte  «P,,  P„  Pj,  F^  durchgeführt.  Unter  Benutzung  des  Kräfte- 
polygones  ist  ein  Seilpolygon  g^^  g^,  g^,  g^,  g^'  konstruiert.  Bei  dem 
gesuchten  Seilpolygon  g^,  g„  g^,  g^,  g^  soll  die  Seite  g^  durch  den 
Punkt  L,  die  Seite  g^  durch  den  Punkt  M  und  die  S^ite  g^  durch  N 
gehen.  Demgemäß  ist  die  Wirkungslinie  Sj  der  Resultante  der  Kräfte 
Pj  und  P,  und  ebenso  die  Wirkungslinie  Sj  der  Resultante  der  Kräfte 
Pg  nnd'P,  zu  finden.  Die  Wirkungslinie  s,  ergibt  sich  als  Yerbindungs- 
linie  des  Schnittes  ron  l^  und  ^  mit  dem  Schnittpunkt  von  g^'  mit  g,'. 
In  entsprechender  Weise  folgt  Sj  als  Verbindungslinie  des  Schnittes 
von  lg  und  l^  mit  dem  Schaittpmikt  von  g^'  mit  g^'.  Durch  die  koUi- 
neare  Beziehung,  die  für  den  Schnitt  0  tou  s,  und  s»  als  Zentrum 
zwischen  den  Linien  g^,  </,',  g^'  und  den  drei  durch  L,  M,  N  gehenden 
Seiten  g^,  g^,  g^  des  gesuchten  Seilpolygones  besteht,  sind  diese  drei 
Seiten  jr^  gg,  g^,  wie  die  ParaUachse  bestimmt.   Die  Seite  ff,  ergibt  sit^ 
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lofbrt  darck  Terbindung  des  Sclmittponktes  der  Linien  g^  l^  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Linien  g^  I,;  in  entsprechender  Weise  die  Linie  g^. 

3.  Lösung.  Dorf  das  Kräfte- 
poljrgon  auch  abgesehen  von  dessen 
BenatzoDg  bei  der  Herleitung  des 
Seilpolygones  j?/,  g^',  . . .  Terwandt 
werden,  so  liegt  es  nahe  die 
^.  Lösong"  in  der  Weise  abzn- 
ändem,  daß  man  die  Linien  s^  und 
i,  nicht  durch  die  Entwicklungen 
Ton  §  11,  sondern  anmitte]bar 
durch  Er^e  nud  Seilpoljgon  be- 
stimmt Hierdurch  würde  die 
^weite  Lösung'  auch  für  eine 
grofie  Zahl  von  Kräften  brauchbar 
werden.  In  dieser  Weise  durch- 
gefOhrt  ISSt  die  ^weite  Lösung" 
nur  dann  im  Stich,  wenn  der 
Schnittponkt  0  der  Linien  5^  und 
s,  sich  nicht  auf  dem  Blatte  be- 
findet und  zwar,  ohne  daß  s^  und 
5,  parallel  sind. 

4.  Lösung.  Eine  Lösung,  die 
stets  ausfahrbar  ist,  ergibt  sich, 
wenn  man  den  Fol  des  Eräfte- 
paares  zu  bestimmen  .sucht,  für 
welches  sich  ein  durch  L,  M,  N 
gehendes  SeilpolygoQ  zeichnen  läßt. 

Es  sei  Ennächst  ein  beliebiges 
Seilpoljgon  des  gegebenen  Ejäfte- 
sjstemes  gefunden,  und  mit  Hilfe 
desselben  die  Wirkungslinie  s^  der 
Resultante  S',  der  zwischen  L  und 
Jf  liegenden  Kräfte  und  ebenso 
die  Wirkungslinie  Sj  der  Resultante 
<S,  der  zwischen  M  und  N  liegen- 
den Kräfte  bestimmt. 

Zwei  durch  L  und  JH  gehende 
und  nch  auf  a^  schneidende  Ge- 
ndflu  bestimmen    die    Wirkungs- 
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linieo  zweier  Kräfte,  in  die  sicli  die  ia  s^  liegende  Kraft  S^  zerl^en 
liiBt  und  damit  auch  die  erste  und  die  letzte  Seite  eines  durch  L 
und  M  gehenden  Seilpol^goncs,  das  fQr  die  Kräfte  zwischen  L 
und  M  gezeichnet  werden  kann.  Die  entsprechenden  Polstrahlen  im 
KräflepolygOD  liefern  durch  ihren  Schnittpunkt  C^  den  Fol  eines 
Kräftepolygones,  ftlr  welches  sich  ein  durch  L  und  M  gehendes 
Seilpoljgon  zeichnen  läßt.  Soll  zu  diesem  Seilpolygon  ein  anderes 
gefanden  werden,  dessen  Seiten  aach  durch  L  und  M  gehen,  so 
ist  die  Linie  LM  als  ParaUachse  anzunehmen.  Es  mOasen  daher 
die  Pole  aller  Seilpolygone,  die  durch  L  und  JU  gehen,  auf  einer  Ge- 


raden q^  liegen,  die  durch  C^  parallel  zu  LM  gezogen  ist  (Fig.  38). 
In  derselben  Weise  sei  die  Gerade  2i  gefunden,  auf  welcher  der  Pol 
des  Kraftepolygonea  liegen  muß,  wenn  das  Seilpolygon  der  Kisfte 
zwischen  M  und  N  durch  diese  beiden  Punkte  M  und  N  gehen  soll. 
Der  Schnittpunkt  C  der  beiden  Linien  $,  und  q^  ist  dann  der  ge- 
suchte Pol  für  ein  Seilpolygon  der  Kräfte  des  gegebenen  Kräfte- 
systemes,  dessen  Seiten  durch  die  drei  Punkte  X,  M,  N  gehen.  Mit 
Hilfe  des  gefundenen  Poles  laßt  sich  leicht  das  gesuchte  Seilpolygon, 
dessen  Seiten  in  Fig.  38  mit  g^,  g^  . . .  bezeichnet  sind,  finden. 

ö.  Lösung  (Mohrsche  Lösung).  Etwas  rascher  kommt  man  in 
der  folgenden  Weise  zum  Ziel.  Es  sei  zunächst  ein  dnrch  L  gehen- 
des Seilpolygon  unter  Benutzung  eines  beliebigen  Poles  gefunden  und 
mit  Hilfe  desselben  die  Wirkungelinie  s.  der  Kesoltante  der  zwischea 
M  und  N  liegenden  Kräfte.    Die  Kraft  S^  läßt  sich  zerlegen  in  zwei 
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Komponeiit«a  durch  M  -uod  N,  die  parallel  zu  £,  sind.  Dieselben 
m^ea  die  betreffenden  Seiten  des  gezeiclmeten  Seilpolygones  in  den 
Punkten  M'  und  N'  treffen.  Soll  nun  aua  dem  gegebenen  Seilpoly- 
gon, das  demnacli  durch  die  Ponkte  M'  und  N'  geht,  ein  solches 
hei^eitet  werden,  aof  welchem  die  Punkte  M  und  N  liegen,  bo  ist 
hierzu  eine  PsrallachBe  erforderlich,  die  durch  den  Schnitt  D  der  Üe- 


raden  MN  und  M' N'  geht  (Fig.  39).  Da  aber  das  gesuchte  Seil- 
polygon durch  L  gehen  soll  und  das  gezeichnete  schon  durch  L  geht, 
so  ist  die  Linie  LD  die  Parallachse  zwischen  dem  gezeiclmeten  und 
dem  gesuchten  SeQpolygon.  Mit  Hilfe  derselben  läßt  sich  das  gesuchte 
Seilpolygon  leicht  zeichnen. 

Spegidler  FaU  eines  Systemes  von  paraUelen  Kräften:  Wird  das 
Kräftesystem  aus  lauter  parallelen  Sjäften  gebildet^  so  wird  die  Auf- 
gabe, ein  SeilpolygOQ  durch  drei  Torgeachriebene  Punkte  L,  M,  N 
za  l^cn,  wesentlich  einfacher.  Da  nämlich  bei  paraUelen  Kräften 
zwei  Seilpolygone,  die  sieb  fßr  verschiedene  Pole  ergeben,  affine  Fi- 
guren sind  für  die  Richtung  der  Kräfte  als  Richtung  der  Affinitäts- 
strahlen  und  die  Parallachse  als  ÄfGnitätsachse,  und  da  die  Affinität 
zwischen  dem  gezeichneten  und  dem  gesuchten  Seilpolygon  durch  die 
drei  Funkte  L,  M,  N  vollständig  bestimmt  ist,  so  kann  das  gesuchte 
Seilpolygon  unmittelbar  aus  dem  gezeichneten  bei  Benutzung  dieser 
affinen  Beziehungen  gefunden  werden. 


!"• 


Das  Seilpolygon  als  Projektion  dea  Solinittea  eines 
rtiomlioben  Oebildea. 


Ein  tieferer  Einblick  in  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen 
Seilpolygonen,  die  zu  dem  nämlichen  KrSftesystem  gehören,  wird  ge- 
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wotmen,  wenn  nacli  J.  Clerk  Müzwell  (siehe  §33)  die  gezeichneten 
Fignren  als  Projektioaen  ron  räumlicbeo  Gebilden  betrachtet  werden. 
Ausgehend  Ton  den  Uotenuchoagen  von  Maxwell  hat  L.  Crem  ob  a 
den  Satz  hergeleitet,  daß  jedes  Seilpolygon  sich  als  Projektion  eines 
ebenen  Sdtnittes  eines  n-Flaches  ansehen  läßt,  dessen  Kanten  sicA  in  die 
aufeinanderfolgenden   Wirkut^dinien  der  Kräfte  projieieren.^) 

Hier  soll  zunächst  der  Beweis  dieses  Satzes  analytisch,  wie  er 
von  F.  Klein  gegeben  ist*),  geführt  werden. 

Es  sei  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  daß  die  Kräfte  für 
sich  ein  Gleichgewichtäsjstem  bilden.  Andernfalls  müßte  die  negativ 
genommene  Resultante  hinzugefügt  werden,  so  daß  sich  ein  Gleich- 
gewichtsaystem  ergibt.  Die  Komponenten  der  n  Kräfte  seien  mit  X^,  J, 
und  die  Angriffspunkte  mit  x„  j/,  bezeichnet.     Dann  sind 

M^  =  Y.Xf  —  X,y, 

deren  Drehmomente  (»  =  1,  2, . .  .  «)  für  den  Nullpunkt  des  Koordi- 
natensystemes  als  Drehpunkt  Der  Anfangspunkt  des  Kräftepolygones 
sei  in  den  NuLLpimkt  des  Koordinatensystemes  gelegt,  so  daß  die  auf- 
einanderfolgenden   Eckpunkte   des    Kräftepolygones    die    Koordinaten 

erhalten: 

1  1  s  s 

0,  0;  X„   r,;  ^X,,  ^T,;  ^ X„  ^ Y,;  usw. 

Der  Pol  C  des  Kräftepolygones  habe  die  Koordinaten 
X,   Y. 
Es  sind  dann  erstlich  die  Wirkungslinien  der  äußeren  Kräfte  durch 
die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 

(1)  0  ^  YfX  -  X^y  -  M,. 

Nimmt  man  ferner  als  Gleichung  der  ersten  Seite  des  Seilpolygones 
(die  zu  der  Verbindungslinie  der  Punkte  0,  0  und  X,  Y  parallel  sein 
soU): 

(2)  0-Yx-Xy-M 

1)  L.  OremoDa,  Les  fignres  r^ciproquea  en  etatiqne  giapbique,  ouvrage 
pr^d^  d'nue  introduction  de  G.  Jung  et  suivi  i'xax  appendice  extrait  des  me- 
moirea  ded  conrs  de  atatique  gtaphique  de  Cb,  Saviotti.  Tradnit  pai  L. 
BoBsut,  Paris  J886.  p.  10  n.  folg. 

a)  Dieaer  analytische  Beweisist  TOnF.Klein  1896  in  einer  Vorlesung  ge- 
geben worden, zuerst  publiziert:  Rucjklop&die  der  Mathematisch eo  WiBBeoBcbaften. 
Bd.  t,  p.  Zbb;  fliehe  auch  daselbst  p.  SG4. 
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(wo  M  belieb^),  lo  ergeben   sich   für  die  weiteren  Seiten  desselben 
die  Gleicbangen: 

0  -  (r-  rj  x-ix-x,)^-{M~  M^), 


(3) 


0  =  (  r  -  2' lO  a:  -  (X  -  i"  jO  y  -  (Jlf  -  J Jf  j . 


Hierbei  faUi  die  letzte  Seite 

o_(y_iTji-(x-i'X,),-(Jf-i-MJ, 

da  Gleichgewicht  der  Kräfte  TOFausgesetzt  igt,  und  somit 
^X,  -  0,     ^  r,  -  0,     ^3/,  -  o', 

wieder  mit  der  ersten  (Gl.  2)  Kusammen,  wie  ja  auch  dae  Seilpolygon 
geBchloBaen  sein  muß. 

Es  seien  nnn  folgende  Ebenen  im  Raum  betrachtet: 
£  =  0, 
*-  ri»-X,y-Jf„ 

t  11 

z  -  x^Y,  -  y  ^X,  ~2^i, 


deren  letzte  wieder  mit  der  ersten  zusammenfällt. 

Die  Elimination  von  e  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Gleichungen  (4)  ei^bt  die  Gleichungen  (1): 

Die  aufeinanderfolgenden  Inerten  (4)  schneiden  sieh  also  im  Maum 
in  geraden  Linien,  wddie  orthogonal  projiziert  die  Wirleungdiniai  der 
Kräfte  ergfhen. 

Andererseits  sei  z  zwischen  den  einzelnen  Gleichungen  (4)  elimi- 
niert und  der  folgenden  eine  Ebene  darstellende  Gleichung 
(5)  t—Yx-Xy~  M, 


[,  OnpbliDh*  SKUk. 


>y  Google 


66    S.  Eftpitel.    Die  ZuBammeue.  der  Ei^Ae  uaw.  EigeusoIUifieii  d.  Seilpoljgones. 

in  welcher  X  und  Y  als  Koordinaten  des  Poles  des  Eräftepolygonee 
and  ebenso  Jtf  beliebig  wählbar  sind.  Dsnn  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  der  aufeinanderfolgenden  Seiten  des  Seilpoly- 
gones. 

Die  Ebene  (5)  schneicUi  also  die  aufeinanderfolgenden  Ebenen  (4t 
in  solchen  Baumgeraden,  die  orthogonal  pr<^iziert  die  aufeinanderfolgen- 
den Seiten  des  Seilpolygonts  ergehen.  Die  dräfach  unendlich  «idett 
Seilpolygone  werden  erhalten,  wenn  der  Ebene  (5)  aüe  möglichen  Lagen 
erteilt  werden. 

Ans  dieser  Darstellung  lassen  sieb  leicht  die  geometrischen  Be- 
ziehungen erkennen,  welche  zwischen  zwei  Seilpolygonen  besteben, 
die  zu  dem  nämlichen  Eräftesystem  gehören.  Werden  zwei  Seilpolv- 
gone  betrachtet,  die  zu  dem  Dämlichen  Eräftesystem  gehören,  aber 
fQr  verschiedene  Pole  des  Eräftepolygones  gezeichnet  sind,  so  lassen 
sich  dieselben  erhalten  als  orthogonale  Projektionen  der  Schnittlinien 
der  Eheuen  (4)  mit  zwei  Ebenen  E'  und  E".  Da  aber  die  beiden 
Ebenen  E'  und  E"  aus  jeder  der  Ebenen  (4)  zwei  Gerade  g'  und  g" 
aussehneiden,  die  sich  in  der  Schnittlinie  k  der  Ebenen  E'  und  E" 
treffen,  so  werden  die  orthogonalen  Projektionen  von  /  und  /',  also 
zwei  entsprechende  Seiten  der  beiden  Seilpolygone,  sich  schneiden 
in  einer  ganz  bestimmten  Geraden,  der  Parallachse,  nämlich  in  der 
orthogonalen  Projektion  der  Schnittlinie  k  der  beiden  Ebenen  E' 
und  E". 

Werden  drei  Seilpolygone  betrachtet,  die  zu  dem  nämlichen 
Ei^ftesystem  und  bei  derselben  Anordnung  der  Eräfte  gehören,  so 
bestimmen  dieselben  drei  Ebenen  E',  E",  E"'.  Die  drei  FaraUachsen 
werden  die  Projektionen  der  drei  Schnittlinien  k',  k",  k'"  der  drei 
Ebenen  sein.  Da  aber  k',  V,  k'"  durch  den  nämlichen  Punkt  E,  den 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen,  gehen,  so  werden  sich  die  drei  FaraU- 
achsen in  demselben  Punkt  trefff^n,  und  zwar  in  der  orthogonalen 
Projektion  von  K. 

§  16.  Das  QeleokpoJygon  in  Verbindong  mit  dem  SeUpolTgon. 
Die  al^emeinen  Gleichgewichtsbedingungen  fQr  Eräfte,  die  an 
miteinander  verbundenen  Körpern  angreifen,  hat  Ä.  F.  Moebina  ge- 
geben.') Insbesondere  hat  Moebius  die  allgemeinen  %tze  fär  das 
Gleichgewicht  eines  materiell  gedachten  H-Eckes,  dessen  Seiten  in  den 
Eckpunkten  durch  Gelenke  verbanden  sind,  gefanden  und  die  Unte^r- 


1)  MoebinB,  Lehrbacli  der  Statik,  Leipzig  (1887),  2,  Kap.  1— S. 
;l:>:,  Google 
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BDchimg  für  das  Viereck  und  Fünfeck  analytisch  darchgefübrt.  Ein 
solches  aus  n  StShen  bestehendes  »-Eck,  dessen  Eckpunkte  durch  Ge- 
lenke ersetzt  sind,  sei  hier  als  ein  Gelenkpolygon  bezeichnet  Ein 
klarer  Einblick  in  die  Gleiehgewichtsbedingun^n  bei  einem  solchen 
GelenkpoIygOD  wird  gewonnen,  wenn  das  Gelenkpolygon  als  ein  Seil- 
polygon befrachtet,  bzw.  mit  einem  Seilpolygon  in  Verbindnng  ge- 
bracht wird,  auf  welches  dann  die  gewohnlichen  Satze  der  graphi- 
schen Statik  angewandt  werden  können. 

Greifen  die  Kräfte  lediglich  an  den  Gelenken  an,  so  muß  im 
Falle  dee  Gleichgewichtes  das  Gefenkpolygon  als  .ein  zn  den  Kräften 
gehörendes  Seilpolygon  angesehen  werden  können.  Dieser  Fall  ist 
daher  schon  durch  die  Untersuchungen  Ton  §  9  als  erledigt  zu  be- 
trachten. 

Komplizierter  ist  der  Fall,  bei  dem  die  Kr&fte  nicht  in  den  Ge- 
lenken, sondern  in  beliebigen  Punkten  der  Seiten  des  Gelen kpolygones 
fuigreifen.  Die-sen  Fall,  für  den  Möbina  ebenfalls  die  allgemeineren 
Grundlagen  gefunden,  und  den  er  für  das  Viereck  und  Fünfeck  speziell 
durchgefSbrt  hat,  hat  F.  P.  Ruffini  für  das  n-Eck  analytisch  mit 
Hilfe  des  Prinzipes  der  virtuellen  Verrücfeungen  behandelt.*) 

Bei  der  graphischen  Untersuchung  wird  man  zunächst  die  Kräfte 
zusammensetzen*  .welche  auf  je  eine  Seite  des  Gelenkpolygones  wirken, 
so  daß  man  ep  mit  einem  Gelenkpolygon  zu  tun  hat,  bei  welchem 
in  jeder  Seite  hur  eine  Kraft  angreift.  Ist  P  die  Kraft,  die  auf  eine 
Seite  des  Gelenkpolygones  wirkt,  die  zwei  Gelenke  A  und  B  mitein- 
ander verbindet,  so  kann  dieselbe  .in  zwei  Kräfte  mit  den  Angriffs- 
punkten A  nnd  B  zerlegt  werden.  Ist  in  dieser  Weise  für  alle 
Kräfte,  die  auf  die  Seiten'  des  Gelenksyetemes  wirken,  die  Zerl^ung 
durchgeführt,  so  ergeben  sich  in  jedem  Gelenke  zwei  Kräfte,  die 
beiden  GelenidrUcke.*)  Soll  an  dem  Gelenkpolygon  Gleichgewicht  vor- 
handen sein,  so  ist  erforderlich,  daß  die  beiden  Geledkdracke,  die  sich 
in  jedem  einzelnen  Gelenk  ergeben  haben,  unter  sich  im  Gleichgewicht 
stehen,  also  dieselbe  Größe  aber  entgegengesetzte  Richtung  besitzen. 
Es  muß  sicA  damit  für  die  Resulianlen  der  auf  die  einzelnen  Seiten 
des  Gelenkpolygones  wirkenden  Kräfte  ein  geschlossenes  Seilpolygon  kon- 
struieren lassen,  dessen  Sälen  durch  die  aufeinanderfolgenden  Gelenke 
hindurchgehen;  oder  mit  anderen  Worten:  es  muß  sich  ein  Seilpdygon 
zeichnen  lassen,  tcdcJies  dem  durch  die  Wirkungslinien  der  genannten 


1)  Bologna  Hem.  (S)  10  (1879),  p.  S. 

2)  In    dei  St»tik   von  MObius   werden    die    GeUnkdrüeke   ala  Gegenkräfte 
bezeichnet.  ., 
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SssuUanten  bestimmten  Polygone  einbeschrid)en  und  dem  GelmkpolygoM 
umschriä)en  ist. 

Die  Aufgabe,  ein  Polygon  zu  zeichnen,  welchee  einem  gegebenen 
tt-Eck  einbeschrieben  und  einem  anderen  gegebenen  n-Eck  umschrieben 
ist,  ist  Ton  F.  Steiner  gelöst')  und  fahrt,  wie  auch  die  beiden 
n-Ecke  angenommen  eind,  auf  zwei  reelle,  zwei  imaginäre  oder  eine 
einzige  reelle  Lösung.  Im  vorliegenden  Falle  H&i  sich  jedoch  zeigen, 
daß  die  Wirkungslinien  der  auf  die  Seiten  des  Gelenkpolygones  wir- 
kenden Kräfte  nicht  willkürlich  gewählt  werden  dUrfen,  wenn  eines 
dieser  den  angenommenen  Wirkungslinien  einbeschriebenen  and  dem 
Gelenkpolygone  umschriebenen  Polygone  ein  Seilpolygon  sein  soll  för 
Kräfte,  die  in  den  angenommenen  Wirkungslinien  liegen  und  ein  Gleicb- 
gewichtssystem  bilden. 

Es  soll  demgemäß  die  folgende  Aufgabe  gelöst  werden: 
.Bei  einem  Gelenkpolygon  von  m  Gelenken  seien  die  Wirkungslinien 
der  m  —  1  Kräfte  gegeben,  welche  auf  m  —  1  Seifen  wirken.  Von  der 
letnien  Kraft  sei  nur  der  ÄngriffspunU  in  der  letzten  Seite  des  GdenJc- 
polygones  bekannt.  Es  soÜ  die  Wirkungslinie  dieser  Kraft  für  den 
FaÜ  des  Gleidigemchtes  gefunden  werden.*) 

Die  m  Eckpunkte  des  Gelenkpolygones  seien  mit  1,  2,  3, .  . .  m, 
die  in  den  Seiten  desselben  angreifenden  Kräfte  mit  P^,  Pt,--F^ 
und  deren  Wirkungslinien 
mit  li,  Ij,  ■ .  .l„  bezeichnet 
Hierbei  sei  P^  diejenige 
Kraft,  die  in  der  Seite 
i{i  +  1)  des  Gelenkpolygo- 
nes angreift. 

Von  den  Wirkungslinien 
der  Kräfte  P^  seien  samt- 
liche mit  Ausnahme  von  P„ 
gegeben.  Die  Eckpunkte  des 
für  die  Kräfte  P,  gesuchten 
SeiJpolygones,  dessen  Seiten 
P     ^  durch  die  Eckpunkte  des  Ge- 

lenkpolygones gehen,  seien 
mit  Äj,  Af, . .  .  A^  bezeichnet  und  die  Seiten  desselben  mit  «7,, 
9t)  ■  ■  ■  9k-  Hierbei  sei  allgemein   Ai   derjenige  Eckpunkt  dieses    Seil- 

1)  F.  ateiner.  System.  Entwicklung  etc.     Werke  1.   Berlin  (1881)  p.  803. 
8)  DieBQ  Aufgabe  i>t  Ton  L.-Henneberg  gelöst.    Festactmft  z.  d.  Jubel- 
feier d.  60jäbr.  Beatfihena  der  t«chn.  Hocbscbule  zn  Darmstadt  (1B86)  p.  71. 


,Coot;^lc 


g  16.   Dfts  Gelenkpoljgon  in  TeibiDdnng  mit  dem  Seilpolfgon.  69 

polygones,  welcher  auf  der  Wirkungalinie  I^  liegt,  and  c^i  diejenige 
Seite  des  Seilpolygooes,  die  durcli  den  Eckpunkt  i  des  n-Eckes  gekt, 
und  welche  die  beiden  Punkte  At_,  und  Ä,  miteinander  verbindet 
(Fig.  40), 

Ist  nun  der  Punkt  A^  auf  l^  angenommen,  so  ist  g,  durdi  die 
YerbindungeliDie  von  Ä^  mit  1  bestimmt.  Sodann  iallt  g,  in  die  Linie 
Ai2,  welche  auf  I,  den  Punkt  A^  ausschneidet;  fr,  ist  dann  die  Yer- 
bindungslinie  des  gefundenen  Punktes  A,  mit  3  und  bestimmt  durch 
den  Schnitt  mit  2,  den  Punkt  A^  usw.  Sind  demgemäß  die  m  —  1 
Wirkongslinien  l^,  l^, ...  /„-^  gegeben,  so  ist  nach  Annahme  des  Punktes 
Aj  auf  I,  das  Polygon  (}^  ffj,  ■  ■ .  g„  Tollstöndig  bestimmt,  und  die 
beiden  Seiten  g^  und  g„  mQssen  sich  in  dem  Punkte  A^  der  gesuchten 
m-ten  Wirknngslinie  l„  schneiden. 

Bewegt  sich  ^4,  auf  I,  und  wird  demgemäß  eine  Veränderung 
mit  dem  Seilpolygone  g^,  g^, . . .  j?„  voi^enommen,  so  erzeugen  sämt- 
liche Seiten  y,  desselben  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  i. 
Da  DHU  zwei  aufeinanderfolgende  Seiten  des  Seilpolygones  z.  B.  ffi 
und  ^,^,  sich  stets  in  einem  auf  der  betreffenden  Wirkungslinie  l^ 
liegenden  Punkte  A^  schneiden,  so  erzengen  zwei  aufeinanderfolgende 
Seiten  g^  und  y,^  ^  des  Seilpotygones  bei  einer  Bewegung  des  Punktes  Ai 
auf  /,  zwei  perspekti Tische  Strahlenbflschel  mit  der  perspektivischen 
Achse  7,;  zwei  nicht  aufeinanderfolgende  Seiten  fff  und  g^  infolge  da- 
von zwei  projektive  Strahlenbiischel  und  bestimmen  somit  einen 
Kegelschnitt  Der  Punkt  A^  der  auf  der  gesuchten  Wirknngslinie  der 
m-ten  Kraft  P„  liegt,  befindet  sich  daher  auf  einem  ganz  bestimmten 
durch  die  Punkte  1  und  m  gehenden  Kegelschnitt,  demjenigen  Kegel- 
schnitt nämlich,  den  die  beiden  projektiven  Strahlenbüschel  ^j  und 
g„  erzeugen,  und  der  durch  die  Punkte  1  und  m  geht. 

Es  soll  nachgewiesen  werden,  daß  bei  einer  Bewegung  des  Punktes  A^ 
auf  li  sich  jede  der  Mittelkräfte  B^,  B„  . .  .  um  einen  ganz  bestimmten 
I'unJd  dreht,  bzw.  die  Mittdhaft  B,  (Besultante  der  beiden  ersten 
Kräfte  P,  und  P,  in  l^  und  l^)  um  einen  Punkt  E,  und  allgemein  die 
Mittelkraft  B,  (üesultante  der  i  +  1  Kräfte  P„  P„  ...  P^+^J  um 
einen  ganz  bestimmten  PunH  E^.  Die  geraden  Linien,  in  denen  diese 
Mittelkräfte  ij,,  P^,  ...  zu  liegen  kommen,  seien  hierbei  mit  g,,  q^,\  ■ 
bezeichnet 

Die  Mittelkraft  B^  geht  als  Resultante  der  Kräfte  P,  und  P, 
durch  den  Schnittpunkt  Dj  der  Seiten  gi  und  g^  des  Seilpolygones. 
Der  Punkt  .E[,  um  den  sich  die  Mittelkraft  jRi  bei  einer  Bewegung 
von   A^   auf  l^   und    dementsprechenden  Andemng  des  Seilpolygones 
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dreht,  fallt  in  den  Schnittpunkt  von  l^  und  ^.  Dieser  Schnittpunkt 
von  l^  und  I,  wQrde  also  der  Ponkt  E^  sein.  Wird  nun  der  Punkt 
Af  in  Ej  aagenommen,  was  gestattet  ist, 
da  E^  auf  I,  liegt,  so  kommt  g^  in  lEi, 
g^  in  2E  und,  da  gj  und  p,  sich  auf  ^ 
echneiden,  g^  in  3£,  zu  li^eu.  Der 
Punkt  £j  ist  daher  ein  Punkt  des  durch 
die  beiden  projektiven  Büschel  g^  und 
g^  erzeugten  Kegelschnittes  K^^.  Infolfje 
davon  beschreibt  die  Wirkungslinie  3, 
der  Mittelkraft  Jf,  bei  der  Bewegung 
Ton  A^  auf  I,  ein  Stralilenbüscfael,  welches 
""' '"  projektivisch    ist    zu    den    Bfischeln    g^ 

und  g^  und  somit  auch  projektivisch  ist  zu   den  sämtlichen  Büscheln 
g„  g„...  (Fig.  41). 

Wird  die  gerade  Linie  9,  der  Bedingung  entsprechend,  daß  sie 
durch  £]  gehen  mufl,  angenommen,  so  ist  der  Schnittpunkt  Z),  der 
Seiten  g^  und  g^  des  Seilpolygoiies  der  zweite  Schnittpunkt  von  g,  mit 
dem  Kegelschnitt  £'1,. 

Die  Uittelkraft  i?,  (Resultante  der  drei  Kräfte  P,,  P„  P,}  in  9, 
geht  durch  den  Schnitt  C  von  ^j  und  2,  und  durch  den  Schnittpunkt 
D,  Ton  ^j  und  g^,  vobei  Dj  sich  auf  dem  durch  die  Büschel  g^  und 
g^  erzeugten  Kegelschnitt  K^  befindet.  Da  9,  bei  einer  Bewegung 
von  A,  auf  l^  ein  zu  g^  projektives  Strahlenbüschel  beschreibt  und 
Qi  und  9,  sich  stets  auf  lg  schneiden,  so  wird  q^  eine  zu  g^^,  g^,  .... 
projektivische  Punktreihe  auf  2,  ausschneiden.  Ebenso  aber  schneidet 
q^  auf  I,  eine  Punktreihe  aus,  die  projektivisch  ist  zu  den  Strahlen- 
büscheln (f,,  ^j,  ■  ■  ■  Die  beiden  von  q^  auf  {,  und  /,  ausgeschnittenen 
Punktreihen  sind  daher  untereinander  projektivisch.  Es  soll  nach- 
gewiesen werden,  daß  der  Schnittpunkt  C  von  2,  und  2,  sich  selbst 
entspricht,  daß  also  die  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf  I,  und 
I,  sich  in  perspektiver  Lage  befinden. 

Der  von  den  Büscheln  jr,  und  g^  erzeugte  Kegelschnitt  JSr,^  hat 
mit  dem  Kegelschnitt  j?„  den  Punkt  1  gemeinsam.  Die  Schnitt- 
punkte von  2j  mit  dem  Kegelschnitt  A',^  seien  F^  und  F^.  Wird  9^ 
in  4P,  angenommen,  so  muß  (jr,  in  \F^  and,  da  g^  und  g^  sich  auf 
2j  schneiden,  (7^  in  3P,  fallen.  Der  Punkt  P^  imd  ebenso  der  Punkt 
E^  ist  somit  auf  dem  Kegelschnitt  f,|  gelegen.  Der  vierte  gemein- 
same Punkt  G  der  Kegelschnitte  £'„  und  K^^  liegt  in  der  geraden 
Linie  3  4.   Wird  nämlich  ^^  in  3  4  angenommen,  so  fällt  g^  ebenfalls 
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io  34  und  daher  der  Schnittponkt  ron  g^  und  g^  mit  dem  Schnitt- 
puukt  von  g^  und  g^  znBammen  (Fig.  43). 

Wird  der  Schnittpunkt  C  ron  I,  und  l^  als  Schnittpunkt  von  q, 
und  g^  angenommen,  so  fallt  j,  in  l^  and  i),  in  den  zweiten  Schnitt- 
punkt D^'  Ton  l,  mit  dem 
K^lac^itt  K,y  Der  Pnnkt 
D,ßllt  in  den  zweiten  Schnitt- 
punkt Df  Ton  1  D^'  mit  dem 
Kegelschnitt  K^  and  9,  in 
die  gerade  Linie  CD^'.  Der 
Punkt  2),'  kann  weder  auf 
Ij  noch  aof  ^  liegen,  da  sonst 
i),'  eioer  der  gemeiasamen 
Punkte  der  Kegelschnitte  iT,, 
nnd  jr,f  sein  wfirde,  was  im 
allgemeinen  ausgeschlossen 
ist  Da  dem  Punkte  C  ein 
Projektionastrahl  entspricht, 
welcher  nicht  in  2,  oder  l^ 
fällt,  so  liegen  in  C  zwei 
sich  eatsp rechende  Punkte 
der  beiden  von  q^  auf  i,  and 
It  au^eschnitteneu  Panktrei- 
hen.  Die  heiden  von  g,  auf  /,  uud  Ig  au^eachnittenen  projektiven 
Pnnktreihen  befinden  sich  in  perspektivischer  Lage.  Es  folgt  somit 
der  Satz: 

Die  Gerade  g,  beschreit  bei  der  Bewegung  von  A^  auf  \  ein 
Strailenl^ischd,  welches  per^ektivisch  ist  eu  den  Punktreihen  auf  Jj  und 
l,  und  somit  prqjektwisch  eu  den  sämäichen  Büscheln  g^,  g^, . . .  Der 
Miüdpufikt  E,  dieses  Büschels  liegt  auf  dem  Kegdsehnitt  K^^,  da  g^ 
durdi  den  Schnitt  von  g^  wid  g^  geht. 

Dnrch  einen  Schluß  von  »  anf  n  +  1  soll  die  allgemeine  Oflltig- 
keit  der  gefundenen  Hesultate  nachgewiesen  werden. 

Es  sei  angenommen,  daß  die  Gerade  q^  in  der  die  Mittelkraft  ü, 
li^t,  sich  bei  der  Bewegung  von  Ai  auf  J,  um  einen  Punkt  J5,  dreht, 
der  anf  dem  durch  die  Büschel  g^  und  g^^^  erzei^i^n  Kegelschnitt 
^1  D-t-i  ^i^t-  Dann  erzeugt  9,  bei  der  Bewegung  von  A^  ein  Strahlen- 
büichel,  welches  projektivisch  ist  zu  den  sämtlichen  Büscheln  g^, 

Die  gerade  Linie  g,^,  geht  durch  den  Schnittpunkt  C  von  ij, 
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und  i,^,  and  darch  den  Schnittpunkt  jD,  +  i  von  j^  und  (?,+„  wobei 
I>„^,  sich  auf  dem  durch  die  BQscbel  g,  and  jr^^j  erzeugten  Kegel- 
schnitt Äi,+(  befindet.  Da  g_  bei  einer  Bewegung  von  A^  aof  /,  ein 
zu  g^  projektives  Strahlenbüschel  beschreibt  uad  q^^  und  g,^j  sich 
stete  auf  Z,^,  Bcbneideu,  so  wird  g^^^  eine  zu  (7,,  g^ .  ■ .  projektivi- 
sche  Pnnktreihe  auf /,^,  ausschneiden.  Ebenso  schneidet  $_^,  auch  auf 
l^  eine  Punktreihe  aus,  die  projektivlach  ist  zu  den  'Büachebi  g^  g,, . . . 
Die  beiden  von  q„^i  auf  Z^  und  /^^g  ausgeschnittenen  Punktreihen 
sind  untereinander  projektivisch.  Es  soll  nachgewiesen  werden,  daß 
der  Schnittpunkt  C  von  l,  und  2,^,  sich  selbst  entspricht,  daß  also 
diese  Punktreihen  auf!,  und  Z,^,  eich  in  perspektivischer  La^e  befinden. 
Die  beiden  K^^lschnitte  Ki,+%  und  /C, .^j  haben  den  Punkt  1, 
zwei  auf  2,^,  gelegenen  Punkte  J^,  und  F^,  sowie  einen  auf  der  ge- 
raden Linie  n  +  2,  »  -|-  3  gelegenen  Punkt  Cr  gemeinsam. 

Wird  der  Schnittpunkt  C  von  ^  und  l^^^  als  Schnittpunkt  von 
q^^i  und  l^^j  angenommen,  so  fallt  g,  in  die  Verbindungslinie  q^' 
von  C  mit  E^.  Die  Gerade  (?i  fällt  in  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  1  mit  dem  zweiten  Schnitt- 
punkt J),'  von  g,'  mit  dem  Kegel- 
schnitt Ä*,,^,  fPig.  43).  Die  gerade 
Linie  li),'  schneidet  den  Kegel- 
schnitt £^,,^3  in  einem  Punkte 
D^\,  und  die  Gerade  g,^,  ßUt  in 
die  Verbindungslinie  q\^i  tou  C 
mit  D^^x-  ^^^  Punkt  -ö.'+i  kann 
nicht  auf  Z^^j  liegen,  da  sonst 
Z),'  in  einen  der  beiden  Punkte  i^, 
und  F,  fallen  mtiSte,  was  im  all- 
gemeinen ausgeschlossen  ist.  Die 
Gerade  2,'^,,  welche  dem  Punkt 
C  entspricht,  liegt  nicht  in  Z,^.j, 
ebenso  aber  auch  nicht  in  I,.  Die 
beiden  Punktreihen  auf  l^  und  ?,^,  befinden  sich  iu  perspektivischer 
L^e  und  die  Gerade  q„^i,  die  diese  beiden  Punktreihen  ausschneidet, 
muß  durch  einen  ganz  bustimmten  Punkt  gehen.  Es  folgt  der  Satz: 
Die  Gerade  5^^,  heschreiU  bei  einer  Betvegang  von  A^  auf  I,  ein 
Strahlenbüschel,  welches  perspehtiviseh  ist  tu  den  Funläreihen  auf  l^ 
und  /,^,  und  somit  projektivisch  ist  zu  den  sämtliche»  Büscheln  gi,  ff,  - . . 
Der  Mittelpunkt  E^_^_^  dieses  Büschels  liegt  auf  dem  Kegdschnitt  Ki^^^, 
da  q^^i  stets  durch  den  Schnittpunkt  von  g,  mul  g^^i  gt^. 
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In  dem  speziellen  Fall,  daß  E^  auf  2,^,  liegt,  fallea  die  beiden 
Punkte  JB_  nnd  E^+i  zusammen. 

Hiermit  ist  der  behauptete  Satz  in  voller  Allgemeinheit  bewiesen. 
Der  gleiche  Satz  gilt  f^r  die  Resultante  irgend  einer  Gmppe  von 
aufeinanderfolgenden  Kräften. 

Die  Eoustruktion  der  Pniikte  E^,  E,, ...  ist  eine  sehr  einfache, 
und  zwar  ist  es  hierbei  nicht  nötig,  die  Kegelschnitte  zu  zeichnen. 

Fflr  zwei  verschiedene  Lagen  A^'  und  Ai"  des  Punktes  A^^  auf 
/^  seien  die  Seilpolygone  gezeichnet,  and  die  Eckpunkte  desselben  mit 
Ai'tA^',...  bzw.  mit  A^",  A^",. . .  bezeichnet  Die  Geraden  yi,?,,... 
fallen  in  die  Seiten  der  Mittelkraftslinien,  die  sich  zn  diesen  beiden 
Seilpolygonen  fQr  die  in  l^,  ^,...  liegenden  Kriifle  konstruieren 
lassen.  Bei  der  Bestimmung  dieser  Geraden  q^,  q^,  .  ■  ■  ist  das  Eräfte- 
polygon  nicht  erforderlich.  Die  Punkte  E,,  E^,  E^, . . .  sind  dann 
die  Schnittpunkte  der  gleichvielten  Seiten  dieser  Mittelkraftslinien. 

Eh  sei  in  dieser  Weise  der  Punkt  .E„_,  gefunden,  durch  welchen 
die  Mittelkraft  B„_/ (Resultante  der  m—l  Kmfte  J*„  P,,. . .  P,_i 
in  Zi,  It,  ■  ■  ■  i„-t)  g^lit.  Da  die  m"  Kraft  P„  in  l„  sich  gegen  R„_, 
wegbeben  muß,  falls  Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll,  so  wird  die 
Wirkungelinie  I_  ebenfalls  durch  den  gefundenen  Punkt  E^_j  gehen. 
Hierbei  ist  die  Richtung  von  l^  beliebig.  Ist  l^  durch  E„_i  gehend 
gewählt,  so  ist  der  auf  /„  liegende  Eckpunkt  A„  des  Seilpolygones 
der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  l^  mit  dem  K^elschnitt  K,^ 
(der  andere  Schnittpunkt  ist  £„_,)-  Ist  A^  gefunden,  so  ist  damit 
das  Seilpoljgon  Äi,  A^, . . .  A^,  welches  zu  den  m  im  Gleichgewicht 
stehenden  Kräften  gehört,  die  auf  das  Gelenkpoljgon  wirken,  ein- 
deutig bestimmt.  Die  Großen  der  Kräften  P^,  Pj, . . .  P„  sind  dann 
bis  auf  einen  proportionalen  Faktor  durch  ein  gezeichnetes  Kräfte- 
polygon  gegeben. 

Die  beiden  projektiven  StrahlenbQschel  p^  und  q„  schneiden  aus 
der  durch  A^  gehenden  und  der  obigen  Bedingung  entsprechend  an- 
genommenen Geraden  l„  zwei  projektive  Punktreihen  aus.  Der  eine 
Doppelpunkt  derselben  ist  E^_^,  der  zweite  ist  der  gesuchte  Schnitt- 
punkt J.„  von  l„  mit  dem  Kegelschnitt  Kfm-  I'urch  die  beiden 
Hilfspolygone  A^',  A^', . .  .  und  A",  A^", . . .  sind  zwei  Paare  von  ent- 
sprechenden Punkten  der  projektiven  Punktereihen  auf  l^  g^eben. 
Die  Bestimmung  von  A^  imd  damit  diejenige  des  gesuchten  Seil- 
polygones läoft  auf  die  einfache  Aufgabe  hinaus,  bei  zirei  aufein- 
anderl legenden  projektiven  Punktreihen  den  zweiten  Doppelpunkt  zu 
finden,  wenn  der  erste,  sowie  zwei  Paare  von  entsprechenden  Punkten 
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gegeben  Bind.     Die  Konstruktion  des  K^^laclinitteB  K^^  ist  nieht  er- 
forderlich. I 

In  Figur  44  ist  die  Eonstraktion  tOr  das  Fünfeck  1,  2,  3,  4,  5 
durol^^ührt.    Von  den  Wirkungslioien  I,,  ^,  ^,  l^,  l^  der  fünf  auf 
^  die   Seiten  des  Fünfeckes  wirkenden   Kräfte  P^,  P„ 

:\\  P,,  P^,    Pj    sind  /„  ^,  lg,   l^   aogenommeD.     Durch   i 

1  'i  '\  zwei  Hilfsseilpolygone,  die  stell  ftlr  zwei  Terschiedene 
r  1^  \  Ännalunen  des  Punktes  Ai  auf  l^  ergeben  haben, 
;     \    \  ist  der   Punkt   E,  ge- 

it  fanden,  durch  den  die 

Mittelkraft  R,  und  da- 
mit auch  die  Kraft  Pj  ' 
gehen  maß.  Nach  ent- 
Bprechender  Annahme 
von  ^  hat  sich  das  Seil- 
polygon Aj,  Af,  A^, 
A^,  A^  eigeben. 

Ans    den     Torsto- 
henden  Untersnchungea 
folgt,    daß    hei    einem 
G^enkpolygon  von  m  Gf- 
lenken       und 
\  Stäbenfürden 

Fall  des 
Gleidtgetcidi- 
tes    die    Wir- 
kunffdinien 
vondenßnigfn 
Eräften^ieiii 
m  —  i  Seiten  angreifen,  bc- 
liä>ig    angenommen     werde» 
dürfen.    Von  der  leteten    Wir- 
kungslittie  ist  ein  einziger  Punt 
toähtbar,  da   diese    Wirkungälinif 
dardt  einen  gang  bestimnUi-n  Punkt 
'  ^  gäten  muß,  der  durch  das   Gäenkpoltf 

gon  und  durch  die  geg^enen  m—  l    Wirhungslinien  eindeutig  bestimmt 
ist.     Die  Aufgabe  führt  stets  auf  eine  einzige  reelle  Uisung. 

Der  Fall,  daß  bei  einem  Gelenkpolygon  nicht  nur  Kräfte  aaf  di« 
Seiten,  sondern  auch  solche  anf  die  Eckpunkte  wirken,  läBt  sich  so- 
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fort  auf  den  hier  behandelteii  Fall  zarackfahreo,  da  irgend  eine  auf 
einen  Eckpunkt  wirkende  Kraft  anch  als  eine  solche  angesehen  werden 
kann,  die  anf  eine  der  beiden  Seiten  wirkt,  die  in  diesem  Eckpunkt 
zu  Bam  menstofien. 

Übrigens  kann  die  Aufgabe  des  Gleichgewichtes  bei  einem  Ge- 
lenkpolygon, falls  Kräfte  auf  die  Seiten  wirken,  in  Beziehung  gebracht 
werden  zur  Gleichgewiditauntersncbung  ftlr  den  Fall,  dafi  diese  Kräfte 
nur  auf  die  Gelenke  wirken. 

Bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ist  nach  entsprechender 
Annahme  der  Wirkungslinie  2„  der  letzten  Kraft  das  Seilpoljgon  ge- 
funden, welches  zu  den  in  l^,  2,, . . .  l^  liegenden  Kräften  P^,  i'i,  -  ■ ., 
P^  gehört.  £b  wird  nun  auch  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  wenn 
das  Gelenkpolygon  1,  2, ...  m  durch  dae  Gelenkpolygon  J,,  Aj,...A^ 
ersetzt  wird,  auf  dessen  Eckpunkte  diif  gefundenen  Kräfte^,,  P,,..., 
P^  wirken. 

Ist  umgekehrt  fDr  eine  Reihe  von  im  Gleichgewicht  stehenden 
Kräften  ein  zugehorendes  Seilpolygon  gefunden,  so  ist  auch  Gleich- 
gewicht vorhanden,  wenn  die  n&mliehen  Kräile  auf  die  Seiten  eines 
Gelen kpolygones  wirken,  dessen  aufeinanderfolgende  Eckpunkte  auf 
den  aufeinanderfolgenden  Seiten  des  Seilpolygones  liegen,  d.  h.  tüi 
ein  Gelenkpolygon,   dos  dem   Seilpolygon  einbeschrieben  ist 
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Kräfte  eines  ebenen  Kräftesystems. 

§  10.    Die  Methode  von  Edd?. 

Die  von  Eddy  fiQr  die  graphische  Zusammensetzung  der  Kräfte 
eines  ebenen  Kräftesystemes  g^^bene  Methode  (Methode  des  ^rame 
pencil"  oder  „mdodo  dd  faseio  funlcolart^'y)  kann  als  eine  Verall- 
gemeinerung der  Methode  des  Seilpolygones  angesehen  werden. 

Bei  der  Methode  von  Eddy  tritt  an  die  Stelle  des  Seilpolygones 
bei  «  Kräften  P^,  P„  .  -  .  P„  mit  den  Wirkungslinien  l^,  l„  . . .  l^  ein 


1)  VanNostnuidB  Engineering  Magazine  10  (ISTS).  Äufierdem  Americ.  Jonr. 
of  math.  1  (1ST8)  p.  iii.  Siehe  auch  die  Arbeiten  von  Saviotti,  in  denen  die 
JMetbode  voo  Eddj'  weiter  untemucht  wird:  Roma,  Äcc.  dei  Lincei  Atti  (Mem.) 
(3)  3  (1679)  p.  810  und  „La  sUtica  graflca"  S.  Uilano  (1866)  p.  29—33.  Saviotti 
^bt  aacb  die  Beziebangen  dieser  Hetbode  zn  den  reziproken  Figuren  der  graphi- 
schen Statik.  ,-.  , 
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aus  n  Geraden  beetehecder  Linienzug,  der  ia  einem  Punkte  A^  der 
'Wirknngslinie  I^  der  ersten  Kraft  beginnt  und  dessen  Eckpunlcte  Ä„ 
Af,  ■  ■  ■  A^  in  den  aufeinanderfolgenden  Klüften  liegen.  Hierbei 
können  die  Punkte  A^,  A^, .  ■  ■  A.^  auf  den  Wirkungslinien  der  Kräfte 
gewählt  werden,  ebenso  die  Richtung  der  letzten  von  A^  ausgehenden 


Geraden  dieses  Linienzuges.  Dieser  Linienzug  sei  zum  Unterschiede 
Ton  dem  Culmannschen  Seilpolygon  als  Seileug  bezeichnet.  Von 
einem  Punkte  E,  dem  Pole  des  Seilzuges,  der,  abgesehen  davon,  daß 
er  auf  keiner  Geraden  des  Seilzuges  liegen  darf,  beliebig  wählbar  ist, 
seien  Strahlen  nach  den  Eckpunkten  Ä^,  Ä^, .  .  .  A^  des  Seilzuges 
gezogen.     Dieselben  seien  als  die  Polslrdhlen  bezeichnet  (Fig.  45^ 

Die  Kraft  P,  läßt  sich  dann  in  ganz  bestimmter  Weise  zerlegen 
in  zwei  Komponenten,  von  denen  die  eine  in  dem  ersten  Polstrabl 
EA^  liegt,  die  andere  in  der  ersten  Seite  g^'— A^AJ  des  Seilzuges. 
In  jedem  weiteren  Eckpunkt  A(  des  Seilzuges  treffen  drei  Linien  zu- 
sammen, nämlich  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Seiten  St-i^-^i-i'^i 
und  (jf— A^A^^^  des  Seilzuges  und  der  Polstrahl  EAf.  Die  Zer- 
legung der  in  /;  liegenden  Kraft  P,  in  die  drei  Komponenten  in  g^_i, 
g,  und  EA^  ist  eine  vieldeutige.  Es  kann  daher  diese  Zerlegung  fflr 
jeden  der  Eckpunkte  A^  des  Seilzuges  an  die  Bedingung  geknüpft 
werden,  daß  die  beiden  Kräfte,  die  sich  bei  Ausftlhrung  dieser  Zer- 
legung in  irgend  einer  Seite  des  Seilzuges  ergeben  (d.  h.  abgesehen 
von  der  letzten  Seite  g^  des  Seilzuges,  in  der  nur  eine  Kraft  liegt), 
dieselbe  GrdBe  aber  entgegengesetzte  Richtung  erhalten  und  sich  so- 
mit aufheben.  Wird  dieser  Bedinguug  gemäß  die  Zerlegung  der 
Kräfte  P^  durchgefahrt,  so  bleiben  außer  der  Kraft  S^  in  der  letzten 
Seite  (/,  des  Seilzuges  nur  die  Kräfte  in  den  Foletrahlen  EA^, 
EA^, . .  .,  EA^  übrig.     Da  diese  Kräfte  in  den  n  Polstrablen  sich   zu 
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einer  einzigen  im  Pol  E  angreifenden  Eraft  T  vereinigen  lassen,  so 
vOrde  das  EräiieBysteni  zurückgeftllirt  sein  auf  zwei'  Kräfte,  nämlich 
ftuf  die  durch  den  Pol  gehende  Kraft  T  und  eine  Entft  S^  in  der 
letzten  Seite  g^  des  Seilzuges.  Die  WirkungsUnie  der  Kraft  T 
schneidet  daher  ans  der  letzten  Seite  g^  des  Seilzugos  einen  Punkt  A 
der  Wirknngslinie  l  der  gesuchten  Reealtante  R  der  gegebenen  Kräfte 
P,,  Pj, . . .  P„  ans.  Hierdurch  ist  die  Resultante  R  des  Kräft«- 
sj-steraes  bestimmt,  da  ihre  Größe  und  Richtung  schon  durch  die 
ScklaBlinie  des  ans  den  Kräften  P^,  P,, .  ■  ■  P^  gezeichneten  Kräfte- 
pol jgones  gegeben  ist 

Bei  der  Ausföbnmg  der  Konstruktion  empfiehlt  es  sich,  sämt- 
liche mit  den  Kräften  f)  vorzunehmenden  Zerlegungen  in  Verbindung 
mit  dem  ans  den  Kräften  P,  gezeichneten  Kräftepolygon  durcbzu- 
fShren.  Femer  ist  es  zweckmäßig,  es  so  einzurichten,  daß  im  Kräfte- 
plan die  Kräfte  in  den  Polstrahlen  einen  fortlanfenden  Zug  bilden, 
der  im  Anfangspunkt  des  Kräftepolygones  der  Kräfte  P^,  Pj,-.-  P, 
beginnt.  Das  sich  so  ergebende  Kräftepolygon  der  Kräfte  in  den 
Polstrahlen  sei  als  das  Komponentenpolggon  bezeichnet.  Die  Kräfte 
in  den  Seiteu  des  Seilzuges  sind  dann  dargestellt  durch  die  Verbin- 
dungslinien  der  entsprechenden  Eckpunkte  des  för  die  Kräfte  P,  ge- 
zeichneten Kräftepolygones  und  des  Komponentenpolygones. 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  46  die  Zusammensetzung  der  fünf 
Kräfi«  P,,  P,,  P„  P^,  Pj  in  den  Wirkungslinien  Z„  l^,  l^,  k,  k 
dnrchgefßhrt.  Das  Kräftepolygon  dieser  fünf  Kräfte  ist  durch  den 
Linienzng  £12  3  45  dargestellt,  wobei  der  Anfangspunkt  des  Kräfte- 
polygones im  Pol  E  angenommen  ist,  da  sich  hierdnrch  Verein- 
fachungen etf;eben.  Die  BchluSlinie  Eö  dieses  Kräftepolygones  be- 
stimmt Grfifie  und  Richtung  der  Resultante  R.  Der  Linienzng 
El'2'S'4'b',  bei  welchem  der  Punkt  1'  in  dem  ersten  Polstrabi  EA^ 
Uegt^  und  dessen  andere  Seiten  den  übrigen  Polstrablen  parallel  sind: 

1'2'IEA,,  2'3']|£J„  S-'i'WEAt,  4'5'\\EA^, 
ist  das  Komponentenpolygon.  Die  Schlußlinie  Eö'  desselben  liefert 
die  in  E  angreifende  Resultante  T  der  in  den  Polstrablen  liegenden 
Kräfte.  Die  Verbindungslinien  11',  2  2',  3  3',  44',  55'  der  entr 
sprechenden  Eckpunkte  der  beiden  Kräftepolygone  sind  parallel  zu 
aufeinanderfolgenden  Seiten  des  Seilznges  und  zwar 

ll'llJ,.  äifll«.,  33'[i,„  44';ij.,  5  6'i:a 
and  beatimmen  die  Spaimaiigeii  in  diesen  Seiten  des  Seilzuges.    Ins- 
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besondere  ist  durch  die  gerichtete  Strecke  5' 5  die   Kraft  S^   io  der 
letzten  Seite  g^  des  Seilzngea  g^eben. 

Das  Kr&fteeystem  der  fünf  gegebenen  Kräfte  ist  znrQckgeftlhrt  auf 
die  durch  E5'  bestimmte  Resultante  T  der  Kräfte  in  den  Polstrahlen 
und  auf  die  in  der  letzten  Seite  g^  des  Seilzoges  liegende  Kraft  S^ 
Ton  der  QrÖBe  nnd  Richtang  der  Strecke  5'5. .  Die  Resultante  B  des 


Kräftesystemes  geht  somit  durch  den  Schnittpunkt  ji  der  Linien  £h' 
und  g^  und  ist  daher  durch  diesen  Punkt  und  die  Schlnßlinie  Eö 
des  «US  den  Kräften  P,  gezeichneten  Krältepolygones  bestimmt.  Die 
Wirkungslinie  von  R  ist  in  Fig.  46  mit  l  bezeichnet. 

Ist  die  Konstruktion  in  dieser  Weise  darcbg^hrt,  so  Liefert  die- 
selbe nicht  allein  die  Resultante  aller  Kräfte,  Sondern,  wie  die  Me- 
thode des  Seilpolygones,  samtliche  Mittelkräfte.  Soll  z.  B.  die  Mittel- 
kraft i^  (Resultante  der  Kräfte  P,,  P,,  P,)  gefanden  werden,  so  ist 
nur  der  Schnittpunkt  B  der  Geraden  ES'  mit   der  Seite  g,  des  Seil- 
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iDgea  EU  bestimmen;  derselbe  wird  »af  der  Mittelkraft  R^  liegen, 
nhrend  Größe  nnd  Bichtnng  von  B^  schon  durch  die  Linie  E3 
g^ben  sind.  GbeoBO  läßt  sieb  die  Resultante  einer  beliebigen  An- 
zahl von  Kräften  angeben,  die  im  Krüftepolygon  Hufeiuanderfolgen. 
Im  t.  B.  in  Fig.  46  einen  Funtt  D  der  Resultante  der  vier  Kräfte 
P,,  Ff,  P^,  J*ft  zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich  durch  E  eine 
Parallele  zu  1'5'  zu  ziehen.  Dieselbe  schneidet  aus  ff^  diesen  Punkt 
D  aus.  Durch  dieuen  Punkt  D  und  die  Diagonale  1  5  im  Kräfte- 
polygoo  ist  die  Resultante  der  vier  Kräfte  P,,  Pj,  P^,  Pj   gegeben 

Daß  diese  Methode  von  Eddy  tatsächlich  eine  Verallgemeinerung 
der  Cnlmannschen  Methode  des  Seilpolygones  ist,  läßt  sich  aus 
Fig.  46  sofort  erkennen.  Wird  nämlich  dafOr  gesorgt,  daß  die  Punkte 
1',  2',  3',  4',  &'  in  einem  Punkte  C  znaammenfallen,  so  werden  die 
Krifte  in  den  Polstrahlen  EA^,  EÄ^,  £J^,  EA^  gleich  NoU.  Der 
Punkt  C  irird  der  Pol  des  Eräftepoljgones,  wahrend  der  erste  Pol- 
strahl mit  dem  Seilzug  zusammen  das  Seilpolygon  gibt 

Auch  die  Terschiedenen  beim  ebenen  Kräftesystem  auftretendm 
lalle  lasseu'sich  bei''der  Konstruktion  nach  der  Methode  von  Eddy 
leicht  erkeBDen. 

Sind  allgemein  n  Kräfte  Törhanden  imd  wird  das  Kräftepnlygon 
dieser  n  Kräfte  mit  J?  1  2  . . .  r  bezeichnet,  wobei  wieder  der  Anfangs- 
punkt dieses  Kräftepolygones  nach  dem  Pol  E  gelegt  ist,  ferner  das 
Komponentenpolygon  mit  £  1'  2'. . .  »',  so  ist  das  Kräftesystem  zurück- 
geführt auf  eine  Kraft  T,  die  nach  Große,  Richtung  und  Lage  durch 
En  g^ben  ist,  und  auf  eine  Kraft  S^,  deren  Größe  und  Richtung 
darcb  die  Linie  n'n  bestimmt  ist,  und  die  in  der  letzten  Saite  g„  des 
SeilzQgee  liegt,  wobei 

uDil  jr.  Dicht  durch  den  Punkt  E  geht. 

Ist  nun  das  Kr&ftepolygop  der  Kräfte  P^  gesoiiloßBeii,  fallt  also 
der  Endpunkt  n  derselben  wieder  nach  E,  so  skd  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden: 

1.  Da3  Komponentenpolygon  ist  offen.  Dann  eshält  die  Kraft  iS, 
dieselbe  Größe  wie  T,  ist  aber  entfj^egepgesetzt  gerichtet.  Die  Kräfte 
werden  »ich  zu  einem  Kräftepaar  vereinigen,  da  g^  nicht  durch  E 
geht,  Biso  die  Kräfte  T  und  jS„  in  zwei  parallelen  und  nicht  zu- 
sammen&llenden  Geraden  liegen. 

2.  Das  KomponenUn^lygon  ist  geschlossen.  Dann  ist  sowohl  die 
Kraft  T  wie  die  Kraft  S^  gleich  NolL  Das  Kräftesystem  wird  somit 
im  Gleichgewicht  stefa^i. 
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Ee  folgt  der  Satz: 

Ist  das  Kräßepolygon  der  Kräfte  F,  geschlossen,  das  Komponenlert- 
pdygon  offen,  so  seteen  sich  die  Kräfte  ea  einem  Kräftepaar  eusatnmen. 
Jst  das  Kräflepolygon  der  Kräfte  P,  und  das  Komponentenpolygon  ge- 
scA/ossen,  so  stdtt  das  gegd>ene  Kräftesystem  im  Gleichgeici<At. 

Da  bei  der  ZaBammeDsetzung  der  Kräfte  nach  der  Methode  ron 
£ddy  nach  Fes^tlegung  der  Reiheofolge  der  Kräfte  der  Pol  E  wie  der 
Seilzng  beliebig  gewählt  werden  dOrfen,  so  wird  die  Koaetniktion  auf 
mehrfach  naendlich  viele  ArteD  durchfohrhar  sein.  Daß  zwischen  den 
yerachiedeneo  Kräfteplänen  bzw.  zwischen  den  verschiedenen  Kompo- 
nentenpolygonen ganz  bestimmte  geometrische  Beziehungen  bestehen 
müssen,  folgt  sofort  daraus,  daß  die  Wirkungslinie  der  R«9ultante,  wie 
diejenige  einer  beliebigen  Mittelkraft  nicht  von  der  für  den  Seilzag 
and  den  Pol  E  getroffenen  Annahme  abhängig  sein  kann.  Wie  bei  den 
Seilpolygonen,  die  zn  dem  lümlichen  Kräftesystem  gehören,  so  werden 
sieh  hier  bei  der  Untersuchurig  der  verschiedenen  Konponentenpolygone, 
die  zu  dem  mlmlichen  Kräftesystem  gehören,  eine  Reihe  von  Kon6- 
gurationen  finden  lassen.  Diese  Konfigurationen  sollen  nicht  weiter 
nntersueht  werden,  da  dieselben  nicht  das  Interesse  besitzen,  wie  die- 
jenigeii,  die  beim  Seilpolygon  auftreten. 

Was  die  Änsfährung  der  Konstniktion  bei  einem  gegebenen 
Kräftesystem  betriSt,  so  wird  es  darauf  ankommen,  eine  solche  Wahl 
fflr  den  Seilzug  und  den  Pol  zu  treffen,  daß  die  zu  bestimmenden 
Punkte  auf  dem  Zeichenblatte  liegen.  Gerade  infolge  der  größeren 
Allgemeinheit,  die  die  Methode  von  Eddy  gegenüber  der  dea  Seil- 
polygones  besitzt,  wird  es  weniger  leicht  möglich  sein,  gDustige  An- 
nahmen zu  finden,  als  dieses  bei  der  Heatimmung  der  Besultonte  dnrch 
das  Seilpolygon  der  Fall  ist. 

§  17.   BpexialfaU  der  Methode  von  Eddy. 

Eine  größere  praktische  Verwendbarkeit  erhält  die  Methode  von 
Eddy,  wenn  vorgeschrieben  wird,  daß  sämtliche  Seiten  des  Seilzuges 
in  einer  Geraden  L  liegen  sollen.  Dieser  Fall  soll  genauer  nntersncht 
werden.  Die  gerade  Linie  L,  in  die  der  Seilzng  fällt,  und  die  abge- 
sehen davon,  daß  sie  nicht  durch  den  Pol  E  gehen  dai-f,  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  wird  die  Leitlinie  genannt. 

Die  gegebenen  Kräfte  seien  wieder  mit  P^,  Pj,  . . .  P,  und  die 
Wirkungslinien  derselben  mit  ly,  l^,  ■  ■  l,,  bezeichnet.  Die  Eckpunkte 
des  Seilzuges  werden  die  Schnittpunkte  A^,  A^, .  . .  A„  der  Wirkut^- 
linien  mit  der  Leitlinie  L  und  die  Polstrahlen  diejenigen  Strahlen, 
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die  von  dem  angenommenea  Pol  E  oach  den  Schnittpunkten  der  Wir- 
kangsUnien  der  Kräfte  mit  der  Leitlinie  gelten.  Da  in  dem  allgemeinen 
in  §  16  behandelten  Falle  eine  jede  Kraft  P,  zerl^  war  in  drei  Eom- 
ponenten,  von  denen  die  eine  in  dem  Polstrahl  EA^  und  die  beiden 
anderen  £i,_i  und  S,  in  den  Seiten  des  Seilzuges  ^Kgen,  die  sich  in 
A^  Khneiden,  nnd  jetzt  sämtliche  Seiten  des  Seilzages  in  die  Leitlinie 
L  fallen  sollen,  so  werden  die  beiden  Kräfte  S^_^  und  Sf  sich  zn  einer 
einzigen  Kraft  in  der  Leitlinie  L  vereinigen  lassen.  Daher  kann  die 
Methode  von  Eddj  für  den  Fall,  daß  der  Seilzug  durch  eine  gerade 
Leitlinie  L  ersetzt  wird,  auch  in  folgender  Weise  anfge&Qt  werden: 
Sämtliche  Ktäfte  P,  sind  zu  zerlegen  in  je  zwei  Kräfte;  die  eine 
derselben  soll  in  dem  Polstrshl  EA,,  die  andere  in  der  Leitlinie 
L  li^en.  Ist  diese  Zerl^ping  für  sämtliche  Kräfte  P^  durchgefdhrt, 
Bo  werden  sich  sämtliche  Kräfte  in  den  PobtraMen  durch  Konstruk- 
tion eines  Komponentenpolygones  zn  einer  einzigen  Kraft  F  vereinigen, 
die  durch  den  Pol  E  geht,  während  sich  die  Kräfte  in  der  Leitlinie 
zu  einer  einzigen  Kraft  in  der  Leitlinie  zusammensetzen.  Die  Wirknngs- 
haie  der  Kraft  F  schneidet  ans  der  Leitlinie  einen  Punkt  A  der  ße- 
eoltante  R  der  Kräfte  P^  aus,  wodurch  B  in  Verbindung  mit  dem 
Kräfte potygon  bestimmt  ist. 

Wird  die  Konstruktion  nach  denselben  Regeln  wie  in  dem  allge- 
meinen Falle  durchgeführt,  so  ergibt  sich  uor  insofern  eine  Speziali- 
sierung, als  die  Verbindungslinien  11',  22', ...«»'  der  entsprechen- 
den Eckpnnbte  des  Kräflepdlygones  und  des  Komponentenpolygones 
jetzt  sämtlich  parallel  der  Leitlinie  L  werden.  Wird  allgemein  die- 
jenige Komponente  der  Kraft  P„  die  sich  bei  Ausführung  der  Zerlegung 
von  Pf  in  der  Leitlinie  L  ergibt,  mit  S^  bezeichnet,  so  stellt  die  Strecke 
l'l  im  Kräfteplan  die  Kraft  S^,  die  gerichtete  Strecke  2' 2  die  Kraft 
■^1  +  ^i}  '*^''-  ^'ö  Resultante  der  beiden  Kräfte  S,  und  <S,  dar  usw. 

Die  Resultante  der  in  den  Polstrahlen  li^euden  Kräfte  ist  durch 
die  Schlnfilinie  En  des  Komponentenpolfgones  bestimmt.  Die  SchluB- 
linie  En  schneidet  somit  aus  der  Leitlinie  den  auf  der  Resultante  R 
übenden  Punkt  A  aus,  wodurch  die  Resultante  in  Verbindung 
mit  dem  Kräftepolygon  der  Kräfte  Pj  bestimmt  ist.  Femer  werden 
die  Diagonalen  E2',  EZ',.  ..  des  Komponentenpolygones  durch  ihre 
Sohnittpankte  mit  der  Leitlinie  in  Verbindung  mit  dem  Kräftepolygon 
die  aafein  anderfolgen  den  Mittelkräfte  bestimmen. 

In  Fig.  47  ist  die  Konstruktion  für  die  vier  Kräfte  P^,  P„  P„  P, 
in  den  Wirkungalinien  \,  l^,  l^,  l^  durchgefilhrt.  E 1  2  3  4  ist  das  Kräfte- 
poiygon  der  Kräfte  P,,  P„  P„  P,  und  E  1'2'3'4'  das  Komponenten- 
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polygen. ')       Die 
Schlußlinie     Ei' 

des  letztereo 
schneidet  ans  der 
LeitlinieZdenauf 
der  Resultante  B 
li^enden  Punkt  A 
ans  (dieWirkunga- 
linie  d«r  za  E4 
parallelen  Resul- 
tante ist  mit  l  be- 
zeichnet). Ferner 
iflt  der  Schnitt- 
punkt f,  der  Linie 
E2'  mit  der  Leit- 
linie L  «in  Ptinkt 
der  etBten  Mittel- 
kraft, bzw.  der  Re- 
snltante  von  P, 
nnd  P„  ebenso  B^ 
einPunktderzrrei- 

ten  Mittelkraft 
bzw.  der  Resul- 
tante Ton  P,,  P„ 
Pj,  Die  Resultante 
der  beiden  Kräfte 
P(  nnd  P^  ist  in 
Verbindung  mit 
dem  Kräftepoly- 
gon  der  Kräfte  P^ 
durch  den  Punkt 
D  bestimmt,  der 
ans  der  Leitlinie/, 
durch  die  durch  i:.' 
gehende  und  zur 
~*  Diagonalen    2'  4' 

des  Eomponentenpoljgones  parallele  Qerade  geschnitten  wird.    Wie  in 


1)  Die  PoUtiablen  EA,,  HA,.  E 
da  es  nicht  ftnf  die  PolBtrablen  Belbet,  s 
d<>g  EomponentenpoljgoneB  ao kommt. 


od  in  Fig.  47  nicht  fiesogen, 
lie  EQ  ihnen  p&nllelen  Seitea 
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dem  allgemeineii  Falle,  so  Inßt  sich  auch  in  dem  Bpeziellen  Fall,  ia 
deni  an  die  Stelle  des  Seilzages  eine  I^eitlinie  tritt,  ans  dem  Kräfte- 
pokgon  der  £räfte  Pj  und  dem  Komponentenpolygon  eikenneo,  ob 
sich  die  Kräfte  P^  zu  einer  Resultante  vereinigen  laasen  oder  zu  einem 
Kräftepaar  oder  ob  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  und  zwar  behält 
der  in  §  16  gegebene  Satz  seine  volle  tiQltigkeit 

Was  die  Beziehnngen  betrifft,  die  zwischen  den  Fignren  bestehen, 
die  für  verschiedene  Änsafamen  der  Leitlinie  nnd  des  Poles  folgen, 
10  möge  Dur  bemerkt  werden,  daß  sich  für  jede  Annahme  von 
L  nnd  E  ein  Ponkt  ei^bt,  der  auf  einer  voi^eschriebeneD  Mittelkraft 
li^  Die  verschiedenen  so  erhaltenen  Punkte  müssen  dann  auf  einer 
(!enulen  li^en,  nämlicb  auf  der  betrefieoden  Mittelkraft,  deren  Ricb- 
tong  nnd  Größe  schon  durch  das  Ei&ftepolygon  gegeben  ist.  Das 
Gleiche  gilt  fllr  die  Resultante  der  Kräfte. 

§  18.    Bestimmung  der  Btatisohen  Momente  duroh  die  Methode 
von  Eddy. 

Wie  das  Seilpolygon,  so  kann  auch  die  Methode  von  Eddy  zur 
BestimmuDg  der  statischen  Momente  verwandt  werden.')  Das  Ver- 
fahren wird  vorzugsweise  dann  einfach,  wenn  der  Seilzug  durch  eine 
Leitlinie  ersetzt  wird. 

Eb  sei  zunächst  der  Pol  E  als  Drehpunkt  angenommen.  Da 
eämtliche  Kräfte  P^  zerlegt  sind  in  zwei  Komponenten,  und  die  in  den 
loktrahleu  liegenden  Komponenten  keinen  Beitrag  zum  Momente 
Uefeni,  &lls  der  Drehpunkt  in  E  eich  befindet,  so  wird  es  nur  auf 
diejenige  Komponente  ankommen,  die  in  der  Leitlinie  L  liegt.  Infolge 
davon  eigebea  sich  die  sämtlichen  etatiscben  Momente  für  den  Pol 
als  Dr^pnnkt  von  vornherein  auf  den  Abstand  h  des  Poles  E  von 
der  Leitlinie  als  Hebelann  gebracht.  Da  aber  die  in  die  Leitlinie  L 
fallenden  Komponenten  der  Kräfte  durch  die  ausgeführte  Konstruk- 
tion schon  gegeben  sind,  so  können  für  den  Drehpunkt  E  die  Mo- 
mente sämtlicher  Kräfte  ans  der  Zeichnung  abgegriffen  werden.  So 
wird  in  Fig.  47,  falls  der  Abstand  des  Poles  E  von  der  Leitlinie  L 
mit  k  bezeichnet  wird,  das 
Moment  der  Kraft  P,  -  ri  -  A, 

das  Moment  der  Mittelkraft  i^  (Resultante  von  P,  und  Pj)  =  2'2Ä, 
d»a  Moment  der  Mittelkraft  R^  (Resultante  von  P„  P„  P,)  =3'3A, 

1)  Dieae  Bestimmung  des  statiBcheu  Momentes  mit  Hilfe  der  Methode  von 
EddriitvonU.J.HoUender  gefonden.  Ebenio  hat  HollenderMetbodeiifürdie 
Trägheiti-  und  Widtrstandsmomtnte gegeben.  SieheHerm. Job. Holleader,  „über 
eine  neue  giaphi Bebe  Methode  zdi  ZuBBmmenaetzung  von  Kräften".   Leipzig  (1996). 
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dos  Moment  der  R«Biiltante  aller  Krilfte  —  i'4-h, 
das  Moment  der  Kraft  P»  -  (2^  -  Fl)  ■  Ä, 
das  Moment  der  Kraft  7',  -  (3^  -  2^2)  ■  h, 
daa  Moment  der  Kraft  P^  -  (4' 4  -  3' 3)  ■  h. 

.Um  für  einen  beliebigen  Punkt  0  als  Drebpunkt,  der  von  der 
Resultante  R  der  Kräfte  eine  Entfernung  r  besitzt,  das  Moment  der 
Besultante 

M^Rr 
zu  erhalten,  and  zvar  auch  auf  den  Hebelarm  h  gebracht,  sei  durcb 
den  Schnittpunkt  A  der  Resultante  mit  der  Leitlinie  L  eine  Gerade 
gezogen,   die  durch   eiuen  Punkt  Z),   geht,  der  durch  die  Bedingung 
bestimmt  ist,  daß  sein  Abstand  von  der  Leitlinie  gleich  n'n  ist,  und 


daß  der  Fußpunkt  Dj  des  Perpendikels  von  2>j  auf  die  Leitlinie  ans  der- 
selben durcb  die  Schlaßlinie  En  des  Kräflepolygones  der  Kräfte  P^ 
gesclinitten  wird.  (In  Fig.  48,  wo  drei  Kräfte  angenommen  sind, 
würde  DiDj  —  3'3  sein.)  Mit  pilfe  dieser  geraden  Linie  AD,,  die 
die  MomerUeräime  für  die  Resultante  der  Kräfte  genannt  Bei,  läßt  sich 
das  Moment  der  Resultante  für  einen  beliebig  gewählten  Drehpunkt  O 
abgreifen.  Wird  nämlich  im  Schnittpunkt  Fi  der  durch  den  Dreh- 
punkt 0  zur  Resultante  gezogenen  Parallelen  mit  der  Leitlinie  ein  Per- 
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peodikel  emchtet,  der  die  Momentenlinie  der  Resultante  in  einem  Punkte 

Ff  schneidet,  eo  ist  du  Moment  der  Resultante  fOr  den  Drehpunkt  0: 

F^F,  ■  Ä. 

Da  nämlich   das  Drehmoment  der  Resultante  fQr  den  Pol  E  als 

Drehponkt  den  Wert  hat        „        „  * 

M^  —  lir^, 

nenn  r^  der  Abstand  der  Regaltante  vom  Pol  E  ist,  andererseits  aber 

far  dieses  Moment  der  Wert: 

Ma  =  n'n  •  h, 


bzw. 

^fanden  iat,  so  folgt: 

oder 

AB, 

Nnn  folgt  aber  au 
und  somit 

>  Fig  48: 

«oraoB  sich  bei  Einsetzang  des  Wertes  von  r^  ergibt: 

oder  * 

Die  Strecke  FiF^  ist  somit  tatsächlich  das  auf  den  Hebelarm  h 
gebrachte  Moment  der  Resultante  für  den  Drehpunkt  0. 

Werden  in  derselben  Weise,  wie  hier  die  Momentenlinie  der  Re- 
mltante  gefanden  ist,  für  sämtliche  aufeinander  folgenden  Mittelkräfte 
S,  (Resultante  tou  Pj  und  P,),  R^  (Resultante  von  P„  P„  P,)  usw. 
die  Homentenlinien  konstruiert,  so  würden  hierdurch  in  gleich  einfacher 
Weise  fflr  sämtliche  Mittelkräfte  die  auf  den  Hebelarm  h  gebrachten 
Momente  sich  ftlr  jeden  beliebigen  Drehpunkt  sofort  aus  der  Zeich- 
nung abgreifen  lassea.  Da  aber  die  Resultante  jeder  Gruppe  Ton 
im  Kiäftepolygone  der  Kräfte  P,  aufeinanderfolgenden  Eräft«n  sich 
aU  Differenz  zweier  Mittelkräfte  aufEassen  läßt,  so  wQrde  damit  auch 
'  das  Moment  der  Resultante  irgendeiner  solchen  Gruppe  von  aufein- 
anderfalgenden  Kräften,  wie  auch  das  Moment  jeder  einzelnen  Kraft 
Pf  auf  den  Hebelarm  A  gebracht  bestimmt  sein. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  ei^ibt  sich  för  parallele  Kräfte 
and  zwar  besonder«  dann,  wenn  die  Leitlinie  senkrecht  za  den  paral- 
lelen Kräften  gewählt  wird,  da  dann  die  beiden  Geraden  OFi  and 
P|Pj   in   eine   einzige   Gerade  Ic   zusammenfallen,   die  durch  den 
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wählten  Di'ehpunkt  0 
parallel  zu  den  Eriften 
gezogen  ist.  Wie  bei 
der  Methode  des  Seil- 
poljgones  laasen  eicli 
die  auf  denselben  Hebel- 
arm gebrachten  Mo- 
mente aller  Kräfte  auf 
der  nämlichen  durch  den 
Drebpankt  Ogezogeuen 
nad  zu  den  Klüften 
parallelen  Geraden  ab- 
greifea. 

In  Fig.  49  ist  die 
Konstruktion  fllr  drei 
pwallele  Kräfte  P„  P^ 
P,,  die  in  den  Geraden 
^t  ^<  ^1  liegen,  und  die 
die  senkrecht  zu  den 
Kräften  angenommene 
Leitlinie  in  den  Punk- 
ten Aj,  Aj,  A^  treffen, 
durchgeführt.  Das  Eräf- 
tepolygon  der  Kräfte 
P„  P„  P,  ist  El 23 
und  das  Komponenten- 
polygon jEI'2'3'.  Die 
erste  in  t  liegende  Mit- 
telkraft R,  (Resultante 
von  Fl  und  P,)  schei- 
det die  Leitlinie  L  in 
P,;  die  iu  l  Übende 
Resultante  der  drei 
Kräfte  P„  P„  P,  trifft 
die  Leitlinie  in  A,  Auf 
der  Geraden  ED^,  in  der  das  Kräftepolygon  der  Kräfte  P,,  P,,  P, 
liegt,  sind  Tom  Schnittpunkte  Dg  mit  der  Leitlinie  aus  die  Strecken 
rr,  2  2";  33'  aufgetragen: 
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Dann  ist  A^D^  die  HomenteDÜiiie  der  Eraft  P,,  S^D^  diejenige  der 
Mittelkraft  Üj  und  AD,  die  Momentenlinie  der  Resultante  R  der  drei 
Kräfte.    Die  auf  den  Hebelarm 

h-ED, 
gebrachten  Momente  lassen   aloh  abgreifen  aaf  der  dnrcb  den  Dieh- 
pnnkt  0  parallel  zu   den   Kräften,  bzw.  aenkrecht  zur  Leitlinie,  ge- 
zogenen  Geraden   k.     Sind  F^,  F^,  F„  F,  die  Schnittpunkte  von  k 
mit  der  Leitlinie  and  den  drei  gezeichneten  Uomentenlinien,  so  ist: 
das  Moment  von  P,  —  F^F^  -  A, 

das  Moment  der  Resultante  ron  Pj  n.  P^  =  -^o-^i '  ^f 
das  Moment  der  Resultante  aller  Kräfte  —  -Pg-F,  -  h, 
das  Moment  der  Kraft  P,  —  P,P,  -  Ä, 

das  Moment  der  Kraft  P,  -  P,P,  ■  A. 

§  19.   Die  Methoden  von  d'Oeagne  und  Kiefer. 

Die  Methoden  von  d'Ocagne  und  Kiefer  besitzen  nur  ein  mehr 
theoretisches  Interesse  und  sind  wenig  geeignet  zur  graphischen  Zu- 
Bammensetzung,  sobald  mehr  als  zwei  Kräfte  gegeben  sind.*) 

Die  Mdhode  von  d'Ocagne')  beruht  auf  dem  allgemeinen  Satz 
von  Hoebins  aber  den  Mittelpunkt  des  Kräftesystemes: 

Sind  eine  Seihe  von  Kräften  gegeben  und  werden  dieselben  nach 
Fesäegung  ihrer  Attgriffspunkte  alle  um  denselben,  sonst  aber  beliebigen, 
Winkd  und  in  deraäben  Richtung  gedr^,  so  dreht  sich  die  Resultante 
um  einen  gane  bestimmten  Funkt,  den  Mittelpunkt  des  Kräftesystcmes, 
und  ewar  auch  um  denselben  Witüed  und  in  derselben  Richtung  wie 
die  Kräfte. 

Die  Richtigkeit  dieses  allgemeinen  Satecs  vom  Mittelpunkt  des 
Kräftepdygones,  der  in  §  6  nur  fDr  den  epezielleu  Fall  von  parallelen 
Kräften  bewiesen  ist,  läßt  sich  leicht  aus  den  aUgemeineu  Gleichungen 
TOD  §  6  beweisen.  Hier  soll,  wie  in  der  Abhandlung  von  d'Ocagne, 
der  Beweis  zunächst  für  zwei  Kräfte  gegeben  werden,  woraus  dann 
die  allgemeine  Gültigkeit  des  Satzes  durch  einen  Schluß  von  n  auf 
»  +  1  gefogt  werden  kann. 

Es  seien  zwei  Kräfte  Pj  und  P,  mit  den  Angriffspunkten  Ai 
und   Af   gegeben.     Die   Wirkungslinien   derselben    schneiden   sich  in 


1)  Auch  F.  P.  Saffini  hat  eine  Methode  fQr  die  ZnsajcmenBetzang  der 
KrSfte  gegeben,  »nf  die  hier  jedoch  nicht  eingegangen  werden  soll;  e.  Bologna, 
Mem.  (4)  6  (IBM)  p.  83. 

S)  NouT.  ann.  (2)  19  (1880),  p.  116. 
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einem  Pnnbte  B,  durch  den  ancli  die  Wirkungelinie  der  Resaltante  R 
der  beiden  Kr&fte  geht.  Der  zweite  Schnittpunkt  der  Wirknngslinie 
dieser  Besnltaaten  mit  dem  durch  die  drei  Punkte  Ä^,  A^,  B  be- 
stimmter Kreis  sei  mit  S  bezeichnet  (Fig.  50).  Werden  nun  die  beiden 
Er&fte  P,  and  P,  um  ihre  fest 
gehaltenen  Angriffspunkte  A^^  und 
At  mit  demselben  Drehnngsainn 
und  stets  am  denselben  Winkel 
gedreht,  so  ändert  sich'  auch 
^A^BAf  nicht.  Infolge  davon 
muß  sich  der  Pimkt  B  auf  einem 
ganz  bestimmten  Kreise  bewegen, 
der  durch  die  beiden  Punkte  .4, 
und  A^  hindurch  geht.  Daraus, 
daß  -^  A^BA,  konstant  bleibt, 
folgt  weiter,  daß  das  gezeichnete 
Kräfteparallelogramm  der  Kräfte 
P,  und  P,  seine  Gestalt  nicht 
ändert.  Die  Resultante  R  wird 
somit  trotz  der  Drehung  der  Kräfte  P,  und  Pj  ihre  Größe  beibe- 
halten. Da  aber  weiter  die  Winkel  -^A^BS  und  -^A^BS,  welche 
die  Bestiltante  mit  den  beiden  Kräften  einschließt,  dieselben  bleiben, 
80  muß,  wo  auch  der  Punkt  B  auf  dem  Kreise  liegt,  die  Resultante  R 
stets  durch  einen  ganz  bestimmten  Punkt  S  des  Kreises  hindarch- 
gehen  und  muß  sich  bei  einer  Drehung  der  Kräfte  P,  und  P,  in 
demselben  Drehungesinn  und  um  denselben  Winkel  um  diesen  Punkt 
S  drehen  in  derselben  Weise  wie  die  Kräfte.  Es  folgt  somit  der  Satz: 
Werden  ewei  Kräfte  P,  und  Pj  nocÄ  Festlegung  ihrer  Angriffs- 
punkte um  diesdben  in  dem  nämlichen  Sinne  und  um  denselben  Winkel 
gedreht,  so  bewegt  «cÄ  der  Schnittpunkt  der  Wirkungslinien  auf  einem 
ganx  bestimmten  durch  die  beiden  Angriffspunkte  gehenden  Kreise.  Die 
Resultante  der  beiden  Kräfte,  welche  die  Größe  beibehält,  dreht  sich  hier- 
bei um  einen  ganz  bestimmten  auf  diesem  Kreise  gelegenen  Funkt  S,  dem 
lüfittelpunki  der  beiden  Kräfte  P,  und  P,. 

Nach  dem  Satze  vom  statischen  Momente  muß  für  den  Mittel- 
punkt S  der  Resultante  als  Drehpunkt  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  Kräfte  P,  und  P,  gleich  Null  sein.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn 

Pr-P,  =  SA, :  SA„ 
und  wenn  die  Momente  verschiedenes  Vorzeichen  haben.   Der  Punkt  S 
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liegt  infolge  dieser  Proportion  anf  eloem  zweiten  Kreise,  der  sich  ala 
geometrischer  Ort  der  Punkte  ergibt,  deren  Verhältnis  der  Abstände 
von  den  Punkten  A^  und  A^  gleich  '  ist.  Welcher  der  beiden 
Schnittpunkte  dieser  Kreise  sie  Mittelpunkt  der  Kräfte  P,  und  P,  zu 
betrachten  ist,  ergibt  sich  dnich  die  Bedingung  des  entgegengesetzten 
Drehungssinnes  der  beiden  Kräfte  für  den  Punkt  S  als  Drehpunkt. 
Um  nun  die  Hesultante  R  zweier  Kräfte  P,  und  P,  zu  erhalten, 
die  sicli  nicht  auf  dem  Blatte  schneiden,  kann  nach  Festlegung  der 
Angriffsponkte  der  Mittelpunkt  S  der  Kräfte  bestimmt  werden,  'wo- 
durch dann  die  Resultante,  da  Größe  und  Ricbtung  schon  durch  das 
Kräftepolygon  gegeben  sind,  Tollstäadig  bestimmt  ist.  Der  Mittel- 
punkt aber  läSt  sicbi  finden,  indem  zweimal  die  Kräfte  um  denselben 
Winkel  gedreht,  der  derartig  zu  wühlen  wäre,  daß  dann  die  Wirkunge- 
linien sich  schneiden,  und  darauf  zusammengesetzt  werden.  Der 
Schnitt  der  so  gefundenen  zwei  Resultanten  ist  der  Mittelpunkt  der 
beiden  Kräfte. 

Sind  drei  Kräfte  P,,  P„  P,  gegeben,  so  kann  nach  Festlegung 
der  Angriffspunkte  Ai,  Ä^,  A^  zunächst  in  der  angegebenen  Weise  der 
Mittelpunkt  S,  der  beiden  Kräfte  P,  und  Pj  gefunden  werden.  Die 
beiden  Kräfte  P,  und  Pg  lassen  sieh  dann  ersetzen  durch  ihre  in  S, 
angreifende  R«sultante  Jf,,  die  sich  bei  der  Drehung  von  Pj  und  P, 
um  £,  in  der  nämlichen  Weise  dreht  Wird  in  derselben  Weise,  wie 
der  Mittelpunkt  S'^  von  P^  und  P,  gefunden  ist,  nun  der  Mittelpunkt 
S^  der  in  S^  angreifenden  Resultante  R^  der  beiden  Kräfte  P,  und  P, 
und  der  dritten  in  einem  Punkte  A^  angreifenden  Kraft  Pj  bestimmt, 
so  wörde  dieser  Punkt  S^  auch  der  Mittelpunkt  der  drei  in  Ay,  A^,  Ag 
angreifenden  Kräfte  P,,  P,,  P,  sein,  und  die  Resultante  E^  der 
Kräfte  Pj,  P„  P,  wäre  durch  diesen  Punkt  8^  in  Verbindung  mit 
dem  Kräftepolygon  bestimmt.  Da  in  dieser  Weise  fortgefahren 
werden  kann,  so  ist  hiermit  einerseits  der  Satz  von  Moebius  über 
den  Mittelpunkt  des  Kräftesystemes  bewiesen,  andererseits  eine  gra- 
phische Methode  für  die  Resultante  eines  Kräftesystemes  gefunden, 
die  nie  versagt  und  fQr  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften,  wenn  auch 
in  sehr  umständlicher  Weis^  verwendbar  ist. 

Die  JUeihode  von  Kiefer.    Bei  der  Methode  von  A.  Kiefer')  wird 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  die   sich  nicht  auf  dem  Blatte  zu 
schneiden  brauchen,  durchgeführt,   ohne   daß  es  notwendig  wird,   die 
Kräfte  in  ihren  Wirkungslinien  oder  parallel  zu  Terschieben. 
1)  Schwei».  Baus.  4S  (1904),  p.  «8. 
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Eis  ist  nur  erforderlich,  die 
Methode  für  zwei  Krü^  zu 
geben,  da,  wenn  mehr  Kräfte  ror- 
haadeD  sind,  die  Resultante  stets 
durch  wiederholte  Zusammen- 
aetzung  von  zwei  Kräften  ge- 
funden werden  kann. 

Diebeiden  gegebenenKTäfte 
Pj    und    Pj    seien     durch    die 
Strecken  A^B^   und   Ä^B^  dar- 
gestellt,  wobei  A^  und  A^  die 
Ängrif^poakte,  B^  und   B^  die 
/Ä,   Endpunkte  sein  sollen  (Fig.  51). 
Zu  den  beiden  Linien  A^  B^  und 
A^Bi    seien    durch    die   beiden 
Angriffspunkte  A^  und  A^,  wie 
durch  die  beiden  Endpunkte  B^ 
und    Bj    die    parallelen   Linien 
Die  beiden  durch  die 
Angriffspunkte  Ä^  und  A^ 
gezogenen   Linien   schnei- 
den sich  in  einem  Punkte 
A,  die    beiden   durch  die 
Endpunkte  B^  und  B,  ge- 
zogenen   Geraden    treffen 
sich   in  einem  Punkte  B. 
Die  Resultante  R  der  bei- 
den Eräf^  ist  dann  durch 
die  gerichtete  Strecke  .^£ 
nach  Richtung,  Größe  und 
Lage  bestimmt. 

Zum  Beweise  der  Kon- 
struktion seien  die  Angriffs- 
punkte A^,  A^  der  Kräfte 
unter  sich  verbunden  und 
die  Linien  A^^A  und  B^B 
bis  zu  ihrem  Schnittpunkt 
"'■"■  E,  die  Linien  A,A  und 

ihrem   Schnittpunkt  F  verengert  (Fig.  52).    Die  Kraft 
läßt  sich  dann   zerlegen  in  eine    Komponente  A^A^  und 


■>/■ 


B^B 


bis  zu 
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in  eine  Komponente,  die  die  Größe  and  Richtung  der  Linie  ^gSj  hat, 
also  durch  die  gleich  große  und  gleich  gerichtete  durch  A^  gehende 
Strecke  AE  nach  Größe,  Richtung  und  Lage  dargestellt  ist.  Ebenso 
zerlegt  sich  die  Kraft  Pj  in  zwei  Komponenten,  die  durch  die  ge- 
richteten Strecken  A^Ai  und  AF  nach  Größe,  Richtung  und  Lage 
bestimmt  sind.  Da  die  beiden  Kräfte,  die  sich  in  der  Linie  A^Af 
ergeben  haben,  sich  wegheben,  so  wird  die  gesuchte  Resultante  von 
P,  und  Pj  die  Resultante  der  beiden  Kräfte  AE  und  AF  sein,  somit 
durch  die  Diagonale  AB  des  aus  AE  und  AF  sich  ergebenden  Eräfte- 
paralielogramms  bestimmt  sein. 

Ana  Fig.  52  läßt  sich  ferner  folgendes  bemerkenswertes  Resultat 
erkennen. 

Wird  die  Richtung  der  einen  der  beiden  Kräfte  umgekehrt  z.  B. 
die  von  Pj,  eo  wird  die  Resultierende  B^  der  sich  so  ergebenden 
Kräfl«  —  P,  und  Pg  durch  die  Strecke  EF  nach  Größe  und  Richtung 
gegeben  eein.  Da  sowohl  die  Resultante  S  der  beiden  Kräfte  P, 
und  P,,  wie  diejenige  der  Kräfte  —  P^  und  P,  durch  den  Schnitt- 
ponkt  der  Wirkungslinien  von  P^  und  P,  geht,  so  sind  die  Wir- 
knngslinien  dieser  beiden  Resultanten  harmonische  Strahlen  zu  den 
WirkungaUnien  der  Kräfte  P^  und  P,,  da  diese  vier  Geraden  parallel 
sind  den  Seiten  nnd  Diagonalen  eines  ParaUelogranunes. 


Viertes  Kapitel. 

Kräfteknrre  und  Sellkarre. 

§  20.  Analytische  Besiehnngen  Bwischen  Kräfte-  and  Beilpolygon. 
Die  Seilknrve  als  OrensfoU  des  Seilpolygonea. 

Besteht  das  ebene  Kräftesystem  nicht  aus  einigen  wenigen,  sondern 
aus  einer  stetigen  Folge  von  Kräften,  so  geht  das  Kräftepolygon  in 
eine  Kräftekurre,  das  Seilpolygon  in  eine  Seilkurre  Uber^).  Es 
sollen  die  analytischen  Beziehungen,  die  zwischen  Kräftepolygon  und 
Seilpolygon  besteben,  aufgestellt  und  aus  denselben  durch  Übergang 
zum  Grenzfall,  bei  welchem  eine  stetige  Folge  Yon  unendlich  kleinen 
Kräften  rorhanden  ist,  die  Gleichungen  der  Seilkurre  hergeleitet 
werden. 

Die  Größen  der  Kräfte  seien  mit  F^,  P,, . . .,  die  Winkel,  welche 


1)  Der  Grensübeigaiig  voa  dem  Seilpoly^fon  zur  Seilknrve  ist  schon  TOn 
Varignon  darcbgefQlirt.  Siehe  H.  Vftrignon:  „Nourelle  Mäcaniqne  ou  eta- 
tiqoe"  Farij  (ITW)  T.  I,  p.  101  u.  folg. 
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dieselben  mit  der  positiven  Seite  der  ar-Ächse  einschließen,  mit  a,, 
Oj, . . .  bezeichnet.  Der  Pol  des  Krüftepolygones  sei  zum  IfuUpunkt 
des  Koordinatensystems  gemacht,  so  daß  die  Koordinaten  der  Eck- 
pnnkte  des  Kräftepolygones  die  Komponenten  der  Spannungen  in  den 
Seiten  des  Seilpolygones  bestimmen.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte 
des  Kräftepolygones  seien  mit  Igijg,  li%,  ■  ■  ■,  die  des  Seilpolygones 
mit  x^i/,,  Xj^}, . . .  bezeichnet 

Wird  der  Anfangspunkt  loi^g  des  Kräftepolygones  angenommen, 
so  sind  die  Koordinaten  der  flbrigen  Eckpunkte: 

I,  -  li  +  P,  coa  «,  -  So  +  -Pi  cos  «1  +  -Pj  C08  fj) 

Vt  —  Vi+  Pißina,  =  »!(,+  J*i8in(i:,+  P,  Bina,; 

l»  =  li+  Aco8«j=-  |„+  P^cosa,  +  P,  coBo-,  4-  P,  cosßj, 

Vi—  Vt  +  A  Bin  «e  —  %  +  Pi  sin  o^  +  P,  sin  a,  +  P,  sin  a,; 

Die  Seiten  des  Seilpolygones  sind  parallel  zu  den  Strahlen,  die 
vom  Pol  {also  dem  Nullpunkt  des  Koordinatensystemes)  nach  den 
Eckpunkten  des  Krilftepolygones  gehen.  Die  Qleichungen  der  auf- 
einanderfolgenden Seiten  des  Seilpolygones  werden  somit: 


(X- 

',) 

(s-nd-i. 

1.. 

(»- 

-».) 

(y-s,)-^ 

ii, 

(»- 

«.) 

(?-!(.)-£. 

%, 

und  die  Koordinaten 

der 

Eckpunkte: 

I. 

-j:.  +  i,l„ 

», 

-  »1  +  ^iii; 

». 

-'^  +  hi„ 

J. 

-  »,  +  ^1,; 

allgemein : 

wo  die  Faktoren  If  sich  aus  den  Gleichungen  der  Wirknngslinien  der 
Kraft«  ergeben. 

Wird  nun  der  Grenzübergang  durchgeführt  f9r  den  Fall,  daß  die 
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Kräfte   eine  stetifi^  Folge  bilden   und  somit   das  Eräftepolygon  wie 
das  Seilpolygon  in  eine  Knrre  Qbergeht,  bo  ist  za  setzen: 
aij^j  —  »(  -■  dx, 

Dann  folgt  aas  den  Qleichongen  (1): 

(2)  \"-'^' 

wodoTcli  nur  die  BelbstTerstandliclie  Forderung  ansgedifickt  ist,  daß 
die  Tangente  der  Seilkurre  parallel  ist  zu  dem  eutsprectenden  Pol- 
stralil  der  Eräftekurve. 

FOr  das  Bogenelemeut  ds  der  Seilkurve  ei^bt  sich  somit: 

ds-Vdai'  +  dy»-  xyi*  +  ij' 
oder 

ds  -  AS, 
da  die  Spannung  S  durch  den  Polstrahl,  also  durch  den  Radius  der 
Kröftekurve  dai^estellt  ist.     Bei  Einsetzung  des  Wertes 


io  die  obigen  Gleichungen  (2)  folgt: 
(3)  iSä.-U., 

[Sdy  =  i)ds. 
Werden  nun  mit 

Xds  und  Tds 
die  Komponenten  der  Kraft  bezeichnet,  die  auf  ein  Bogenelement  ds 
der  Seilkurve  wirkt,  so  ergibt  sich: 

,äi-Xäs, 
^  \dr]=  Yds 

und  ans  den  Gleichungen  (3)  folgen  fQr  die  Seilkurre  die  Differential- 
gleichungen: 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  die  Seilkurve  und  die  Spannung 
S  in  derselben  bestimmt  werden,  wenn  die  wirkenden  Kräfte,  bzw.  X 
und  Y,  für  jeden  Punkt  des  Seiles  als  Funktionen  von  der  Bogen- 
länge s  gegeben  sind.  Umgekehrt  lassen  sich  die  Kräfte  X  und 
Y  finden,  welche  auf  die  Seilkurve  wirken  müssen,  damit  dieselbe 
eine  voi^eschriebene  Gestalt  erhält.    Sind  hierbei  die  Spannungen  S 
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Zugspannungen,  so  kann  die  Seilkurre  dnrcli  ein  Seil  ersetzt  werden. 
Die  Seilkurre  wBrde  dann  bei  entsprechender  Festl^fnng  der  End- 
punkte die  Gleichgewichtslt^e  eines  Seiles  infolge  der  Kiüfle  X,  Y 
darstellen.  Sind  dagegen  die  Spannungen  S  Druckspannaugen,  so 
würde  die  Seilkurre  als  eine  Drucklinie  nufzufassen  sein, 

Ist  zunächst  die  Seilkurre  gegeben,  somit  die  Koordinaten  x  und 
y  derselben  geg(?ben  als  Funktionen  der  Bogenlänge  s,  so  kann  den 
Gleichungen  (5)  entsprechend  die  Spannung  S  in  jedem  Punkte  des 
Seiles,  also  auch  als  Funktion  von  s  angenommen  werden.  Da  aber 
die  Spannung  S  durch  den  Polstrahl  der  Kräftekurre  dargestellt  ist, 
also  dessen  Länge  gewählt  werden  darf,  so  Icann  einer  gegdienen  Seil- 
hurve  jede  beli^ige  KräfteJcurve  zugeordnet  werden.  Ist  dann  A  ein 
Punkt  der  Seilkurre,  so  gibt  der  zur  Tangente  in  A  parallele  Pol- 
strahl die  Spannung,  die  im  Punkte  A  vorhanden  ist.  Sind  anderer- 
seits .^,  und  A^  zwei  benachbarte  Punkte  der  Seilkurre,  so  werden 
die  beiden  Polstrahlen,  die  parallel  sind  zu  den  Tangenten  der  Seil- 
kurre in  Ai  und  A^  aus  der  Eräfteknrve  zwei  benachbarte  Punkte 
.ß,  und  £j  ausschneiden,  und  durch  das  sich  ergebende  Bogenelem^t 
P^£}  der  Eräftekurre  ist  dann  die  auf  das  Bogenelement  A^A^  der 
Seilkurre  wirkende  Kraft  bestimmt. 

Ist  andererseits  die  Seilkurre  gesucht,  sollen  also  die  Koordinaten 
X  und  y  derselben  als  Funktionen  der  Bogenlänge  s  gefunden  werden, 
so  massen  den  Gleichungen  (5)  zufolge  X  und  Y  gegeben  sein  als 
Funktionen  roo  s.     Dann  folgt; 


=  fxds  +  C„ 


und  daraus 


/fXd,  +  c, 

-fn 


fräs  +  a. 


VQxds  +  C~)'+  (j¥ds+  c^j' 

Die  vier  hier  auftretenden  Konstanten  reduzieren  sich  sofort  auf 
drei,  wenn  berücksichtigt  wird,  daß  derjenige  Punkt  der  Seilkurve, 
von  welchem  die  Bogenlänge  aus  gemessen  werden  soll,  beliebig  wählbar 
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ifit.     Die  gesuchte  Seiikurve  kann  daher  noch  an  drei  Bedingungen  ge- 
knüpß  werden. 

Durch  die  Integrale 

fXds  and  fYds 
iat  den  (rleichangeD  (4)  entsprechend  die  Kräftekurre  abgesehen  von 
den  Integrationskonstanten  bestimmt.  Da  sich  aber  die  Koordinaten  |, 
1]  derselben  als  Fanktionen  der  Bogenlänge  s  der  SeiUmrre  ergeben 
haben,  so  ist  gleichzeitig  die  Zaordnnng  der  Pnnhte  der  Kräfte- 
kurre nnd  der  Seilkorre  gegeben,  d.  h.  es  sind  die  Wirkungs- 
linien  der  eit  den  Tangenten  der  Krc^iekurve  parallelen  und  auf  die 
SeiUaarve  wirkenden  Kräfte  festgelegt.  Es  ist  ja  anch  von  vornherein 
klar,  daß  die  Kenntnis  der  Kräftekurre  nicht  genügen  kann  zur  Be- 
stimmung der  Seiikurve,  sondern  daß  außerdem  die  Lage  der  za  den 
Tangenten  der  Kiäfteknrve  parallelen  Wirkungslinien  der  Er&fte  gegeben 
sein  muß.  Sind  aber  Kräftepolygon,  also  jetzt  Kräfteknrve,  und  die 
Wirkungslinien  der  Kräfte  bekannt,  so  kann,  wie  nachgewiesen  ist, 
du  Seilpolygon,  aleo  jetzt  die  Seilkurre,  tatsächlich  noch  an  drei 
Bedingangen  geknfipft  werden,  z.  B.  an  die  Bedingungen,  daß  die 
Seilkurre  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  hindurchgehen  eoU, 

Soll  graphisch  die  Seilkurve  fOr  ein  gegebenes  Etäftesystem  ge- 
funden werden,  so  muß  zunächst  die  Kräfteknrve  gezeichnet  vorliegen. 
Dann  sind  die  Wirkungslinien  der  Kräfte  festzulegen.  Da  es  sich 
aber  nm  unendlich  viele  Wirkungslinien  handelt,  die  eine  stetige  Folge 
bilden,  so  geschieht  die  Festlegung  dieser  Wirkungslinien  am  besten 
dadurch,  daß  von  der  Kurve  ausgegangen  wird,  die  von  den  Wirkungs- 
linien umhüllt  wird.') 

Liegen  Kräftekurve  und  die  Envdoppe  der  WirTiungslinien  ge- 
zeichnet vor,  so  ist  damit  das  Kräftesystem  gegeben,  und  zwar  wird 
hierbei  einem  Punkte  A  der  Kiüftekurve  diejenige  Tangente  der 
Euveloppe  zuzuordnen  sein,  die  parallel  ist  der  Tangente  der  Kräfte- 
kurve im  Pnnkte  A.  Da  es  sein  kann,  daß  in  mehreren  Punkten  der 
Kräftekurre  die  Tangenten  parallel  sind,  so  wird  es  unter  Umständen, 
um  jede  Mehrdeutigkeit  anfzuheben,  erforderlich  sein,  für  irgendeinen 
Punkt  A  der  Kräftekurve  den  entsprechenden  Punkt  A'  der  Euveloppe 
noch  besonders  anzugeben,  wobei  natürlich  die  Tangenten  in  Ä  und 

1)  Die  Enveloppe  der  Kr&fte  kommt  zuerst  Tor  in  E.  Wickler:  „Die  Lebte 
TOD  üei  Elutizit&t  nnd  Festigkeit"  1.  Teil  Prag  1867,  und  zwar  bei  der  ünter- 
iDcbnDg  der  Eämpferdrücke.  Siehe  Bodann  C.  Cnlmftnn,  .Giapttiache  Statik* 
!.  Aufl.  Züricli  (1876)  p.  &8B.  Zar  FegUegaiig  der  Kr&fte  acheint  die  Eoveloppe 
der  Wirkongriinien  biafa«r  noch  uicbt  verwandt  zu  bbid. 
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Bea  Anzahl  y 


Ä'  parallel  Bein  müsBeo.  Ist  in  dieser  Weise  das  Eräitesystem  dnreh 
Eräftekorve  und  Enveloppe  der  Wirkungslinien  bestimmt,  so  lr«nn 
leicht  eine  zugehörige  Seükurve  nach  Annahme  eines  Punktes  C  als 
Pol  der  Kräftekurve  gezeichnet 
werden.  Wie  Iwi  allen  graphi- 
Bchen  Integrationen  wird  es 
Iiierbei  notwendig  sein,  die 
Kräftekurre  zunächst  durch  ein 
Eräftepoljgon  zu  ersetzen,  das 
sich  der  Kräfte- 
kurve  möglichst 
an  Bchm  iegt.  An  die 
Stelle  der  unend- 
lieh  vielen  und 
unendlich  kleinen 
Kräfte  tritt  dann 
ein  Kräftesystem, 
das  anB  einer  gro- 
on  kleinen  Kräften 
besteht.  Statt  der  gesuchten  Seil- 
kurve ergibt  sich  dann  ein  Seil- 
poljgon  von  vielen  und  kleinen 
Seiten,  das  sich  von  der  Seil- 
kurve nur  wenig  unterscheidet. 
Kachträglich  wird  das  so  er- 
haltene Seilpoljgon  durch  eine 
Kurve  zu  ersetzen  sein,  die 
sich  dem  Seilpolygon  möglichst 
anschmiegt  und  die  gesuchte 
Seilkurve  liefert.  Dieses  Er- 
setzen des  Seilpolygones  durch 
eine  Kurve  vertritt  gewisser- 
maäen  den  Grenzübergang  der 
Integralrechnung. 

In  Fig.  53  ist  in  dieser 
Weise  eine  Seilkurve  konstruiert 
fSr  ein  Kräftesystem,  das  durch 
die  Kräftekurve  AB  und  durch  die  Kurve  A'B'  als  Enveloppe  der 
Wirkungslinien  bestimmt  ist,  wobei  die  Tangenten  in  A'  und  S' 
parallel  sein  müssen  zu  denen  in  A  und  B.    An  die  Stelle  der  Kräfte- 
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kmre  AB  ist  das  Kräflepolygon  Ä123i56'IB  gesetzt  Die  «cht 
Kräfte,  die  dorch  die  Seiten  desselben  noclt  Orößa  nnd  Richtnog  be- 
stimmt sind,  liegen  in  den  Linien  l^,  I,,  Z„  l^,  l^,  I„  l,,  l^,  die  sich  er- 
gehen als  parallele  Tangenten  der  Eareloppe  der  Wirknngslinien.  Für 
das  dnrch  das  Kräftepoljgon  AI 2...  Tp  und  durch  diese  acht 
Wirkungslinien  l^,  ^, . . .  ^  gegebene  Kräftesystem  ist  für  den  Pnnkt 
C  ala  Pol  ein  Seilpolygoa  konstmiert  Die  gesuchte  Seilkurre  ei- 
gibt  eich,  indem  dieses  Seilpoljgon  dnrch  eine  ron  deoiselbeD  ein- 
gehüllte Kurve  ersetzt  wird,  welche  die  erst«  Seite  des  Seilpplygones 
im  Schnittpunkte  A^  der  Tangente  der  Enveloppe  in  A'  und  die 
letzte  Seite  im  Schnittpunkte  B^  der  Tangente  der  Enveloppe  in  B' 
berührt.  Die  in  l  liegende  Resultante  des  Kräftesystemes  ist  durch 
den  Schnittpunkt  T  der  beiden  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones 
und  durch  die  Schlußlinie  AB  des  Kiäftepolygones  bzw.  der  Kräfte- 
knrre  rollständig  bestimmt 

Sind  fOr  dasselbe  durch  Kräflekurve  und  Enreloppe  der  Wirkungs- 
linie bestimmte  Kräftesystem  anter  Zognmdelegung  verschiedener  Pole 
zwei  Seilkurren  gefunden,  so  werden  dieselben  in  den  nämlichen  Be- 
ziehongen  stehen,  wie  sie  sich  bei  zwei  Seilpolygonen  nach  dem 
CulmaonBchen  Satz  ergeben  haben: 

Bei  ßwei  Seilkurven,  die  au  dem  nämlichen  durch  Kräftekurve  unA 
Envdoppe  der  Wirkungslinien  Jteäitnmten  Kräfteatfstem  gehören,  schneiden 
sich  die  leiden  Tangenten,  die  in  den  Schniäpunkten  der  nämlichen 
Wirhmgslinie  die  Seilkurven  bertUiren,  in  Punkten  einer  gam  bestimmten 
Geraden  (der  Paraßachse),  die  pardlld  ist  tu  der  Verbindungslinie  der 
baden  Pole. 

Infolge  dieses  Satzes  ist  es  unter  Verwendung  der  Methoden  tou 
§  13  leicht  möglich  für  ein  durch  Kräftepolygon  und  Enveloppe  der 
Wifkongalinien  bestimmtes  Kräftesystem  eine  Seilkurre  zu  finden,  die 
Torgeschriebenen  Bedingungen  genügt  So  kann  z.  B.  eine  Seilkurre 
gezeichnet  werden,  die  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  geht,  oder 
durch  zwei  gegebene  Punkte,  und  die  dann  noch  von  einer  gegebenen 
Geraden  berührt  wird. 

§  31.    SeUkurva  für  ein  Byatem  von  parallelen  Ki^ften. 
Besonders  wichtig  f^   die  Anwendungen   ist   der  Fall,  bei  dem 
die  Kräfte,  die  eine  stetige  Folge  bilden,  parallel  zueinander  sind,  und 
zffsr  aus   Schwerkräften   bestehen.     Es   seien    demgemäfi   die  Kräfte 
patallel  zur  j/Achse  angenommen,  so  daß 
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Die  Kräftekurre  taül  in  eine  zar  y-ÄcIise  parallele  Gerada. 
Ans  der  ersten  der  Gleichungen  (5)  von  §  20  folgt: 

nnd  somit  durch  Integration: 

WO  k  die  Integrationskonstante  bedeutet. 

Diese  Gleichung  (1)  sagt  nichts  anderes  ans,  als  daB  die  x-Koni- 
ponente  der  Spannung,  bzw.  die  horizontale  Komponente  der  Spannung, 
üolls  die  Kräfte  aus  Belastungen  bestehen,  konstant  ist.  Da  das 
Kräßepolygon  in  eiae  zur  y-Acfase  parallele  Gerade  fällt,  so  wird  h 
der  Polabstand  des  in  diese  Gerade  fallenden  Kräftepolygones  sein. 

Wird  der  sich  ans  (1)  ergehende  Wert 


in  die  zweite  der  Gleichungen  (5)  von  §  20  eingesetzt  so  wird: 

(2)  i'i'K-'irp- 

^  '  dx'  dl 

Diese  Gleichung  muß  die  Seilknrre  darstellen. 

Die  wirkenden  Kräfte  seien  als  Belastungen  gedacht  nnd  dem- 
gemäß die  2;'Achse  horizontal  angenommen.  Um  diese  BelastnngeD 
in  einfacher  Weise  darzustellen,  sei  eine  Kurve 

als  Belastungskurve  und  die  durch  diese  Knrre  und  die  x-Achse  be- 
grenzte Fläche  als  Bdastungsftäche  in  der  Weise  eingefSbrt,  daß  die 
Belastung  eines  Längenelementes  ds  der  Seilkorre,  dessen  Horizontal- 
projektion dx  ist,  gleich  denn  Flächenelement 

ridx 
der  Belastungs^ehe  sein   soll  (d.  h.  die   Belastung   eines  Längenele- 
mentes  ds    der    Seilkurre    ist    gleich     demjenigen    Flächenelemente, 
welches  durch  die  beiden  Vertikalen  in  den  Endpunkten  dieses  lÄn- 
genelementes  ds  aus  der  Belaetungsfläche  geschnitten  wird). 

Da  aber  nach  §  30  die  Belastung  eines  Längenelementes  ds  durch 

Yds 
ausgedrückt  ist,  so  wird: 

■ridx  —  Yds, 

^  dx' 
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und  somit  ergibt  Btch  aas  (2)  fQr  die  Seilknrre  die  Gleichoog: 

(3)  "B-i- 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichnng  kann  itlr  jede  gegebene  Belastung, 
bzw.  fDr  jede  g^ebene  BelaetuDgakarre  die  Seilkarve  durch  Inte- 
gration gefanden  werden. 

BesonderB  häufig  kommt  der  Fall  einer  gleichmäßig  verteilten 
Last  Tor,  bei  welchem  die  Belastungsknrve  eine  horizontale  Gerade  ist: 

Dann  wird: 

ky  =-  \  qx*+  c^x  +  c,. 

Daraas  folgt  der  Satz: 

Bei  gleichmäßiger  Last  ist  die  Seilhirve  eine  Parabd  mit  verii- 
idler  Äehse. 

Da  bei  der  Integration  der  Gleichung  (3)  sich  zwei  Int^rations- 
konstante  ei^eben,  andererseits  aber  noch  über  den  Polabstand  h  -ret- 
fflgt  werden  darf,  so  wird  das  allgemeine  Int^pnl  drei  wülküriiche 
Konstante  enthalten,  entsprechend  den  drei  Bedingungen,  die  fQr  die 
SeilkurTe  bei  gegebenem  Kräftesystem  noch  festgesetzt  werden  dürfen, 

Handelt  es  sich  um  die  Konstruktion  der  Seilknrre,  wenn  die 
Belastnngfifläche  gezeichnet  vorliegt,  so  ergibt  sich  von  vornherein, 
daß  durch  die  Belastungafiäche  die  Seilkurve,  abgesehen  von  den  drei 
Bedingungen,  an  welche  dieselbe  noch  geknüpft  werden  kann,  voll- 
ständig bestimmt  ist,  da  nämlich  durch  die  Belastungsfläche  die  Lage 
der  vertikalen  Wirkungslinien  der  Kräfte  mitgegeben  ist.  Da  es  eich 
bei  der  Konstruktion  der  Seilkurve  nm  eine  graphische  Integration 
handelt,  so  wird,  wie  in  dem  allgemeinen  in  §  20  behandelten  Falle, 
zunächst  das  System  der  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen 
Kräfte  dnrch  eine  endliche  Anzahl  von  Kräften  zu  ersetzen  sein. 
Dann  wflrde  sich  ein  Seilpolygon  ergeben,  an  dessen  Stelle  die  ein- 
gezeichnete Enveloppe  als  Seilkurve  treten  müßte.  Die  Ersetzung 
der  BelastungsMche  dnrch  eine  endliche  Anzahl  von  Kräften  geschieht 
am  besten,  indem  die  Belastungsfläche  durch  ein  System  von  verti- 
kalen Geraden  in  möglichst  schmale  Streifen  zerlegt  nnd  die  durch 
einen  solchen  Streifen  hervorgerufene  Belastung  dnrch  eine  einzige 
vertikale  Kraft  ersetzt  wird,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Streifens 
geht  nnd  dem  Inhalte  desselben  proportional  ist.  Hierbei  ist  es 
zweckmäßig,  amtlichen  Streifen  dieselbe  Breite  ä  zu  erteilen  und 
sich  jeden  solchen  Streifen  ersetzt  zu  denken  durch  ein  Trapez  oder 
statt  dessen  auch  durch  ein  Rechteck  von  der  Grundlinie  d  nnd  einer .  : 
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Höhe  gleich  der  mittleren  Höhe  des  Streifens.  Die  Eräfle,  die  an  die 
Stelle  der  Belastungsääche  treten,  wQrden  bei  Ersetzung  eines  jeden 
Streifens  dorch  ein  ßechteck  in  den  Tertikaien  Mittellinien  der  Streifen 
liegen,  während  ihre  Größe  proportional  der  mittleren  Höhe  des 
Streifens  anzmiehmen  wäre.  Der  hierdurch  sich  eichende  Fehler 
kommt  nicht  weiter  in  Betracht^  sobald  die  Breite  d  der  Streifen  ge- 
nügend klein  angenommen  wird.  Ist  in  dieser  Weise  die  Belastongs- 
fläche  durch  eine  Beihe  von  Einzelkräften  ersetzt,  so  kann  das  in 
eine  vertikale  Gerade  fallende  Kräfbepoljgon,  and  nach  Annahme 
eines  Pols  C  för  dasselbe,  das  Seilpolygon  gezeichnet  werden,  das  dann 
durch  eine  eingezeichnete  Enveloppe  als  Seilkorre  zu  ersetzen  wäie. 
Sind  fUr  dieselbe  Belastungsääche  unter  Annahme  ron  zwei  rer- 
schiedenen  Polen  zwei  Seilkurren  gezeichnet,  so  muß  ffir  dieselben 
der  Culmannsche  Satz  Beine  Gültigkeit  haben.  Da  aber  bei  parallelen 
Kräften  die  Beziehung  zwischen  zwei  Seilpolygoneo,  die  zu  dem  näm- 
lichen Kräflesystem  bei  der  nämlichen  Anordnung  der  Kräfte  gehören, 
in  eine  Aificitöt  übergeht,  so  folgt  der  Satz: 

Ztcei  SeükuTven,  die  zn  der  nämlichen  Bdasiungsfiäche  gehören, 
sind  affine  Kurven,  und  ztoar  für  vertikale  Afßnitätsstrahlen  und  für 
eine  Affinitätsachse,  die  parallel  isi  eur  Verbindungslinie  der  beiden  Pole. 
Mit  Hilfe  dieser  affinen  Beziehung  ist  ea  leicht  möglich,  aus 
einet  fQr  eine  gegebene  Belastungsfläche  gezeichneten  Seilknrre  eine 
andere  Seilkurve  herzuleiten,  die  an  drei  vorgeschriebene  Bedingungen 
geknüpft  ist  So  kann  für  eine  gegebene  Belastungsfläche  eine  Seil- 
karve  gefunden  werden,  die  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  geht, 
oder  durch  zwei  vorgeschriebene  Punkte  und  von  einer  gegebenen 
Geraden  berührt  wird  usw. 

Für  die  Qewölbetheorie  kommt  wesentlich  die  Aufgabe  in  Be- 
tracht, für  eine  gegebene  Belastungsfläohe  eine  Seilknrve  zu  zeichnen, 
die  dorch  zwei  voi^eschriebene  Punkte  A  und  .6  geht  und  eine  ge- 
gebene Höhe  hat,  also  von  einer  gegebenen  horizontalen  Geraden  t 
berührt  wird.  Die  Seilbnrve  würde  dann  die  Drucklinie  des  Gewölbes 
liefern.  In  Fig.  61  ist  die  Konstruktion  durchgeführt.  Die  dreieckig 
angenommene  Belastungsfläche  ist  in  10  gleich  breite  Streifen  zer- 
legt. In  den  Mittellinien  dieser  Streifen  sind  die  dritten  Teile  der 
mittleren  Höhen  als  Kräfte  eingeführt.  Für  C  als  Pol  des  Kräfte- 
poljgones  hat  sich  die  Kurve  A'S!  als  Seilkorve  ergeben.  Nun  ist 
eine  Drucklinie  konstruiert,  die  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  geht 
und  von  der  horizontalen  Geraden  t  berührt  wird.  Da  die  Punkte 
\A,  A'  und  B,  B^  als  entsprechende  Punkte  einzuführen  sind,  bo  wird 
-•  D,:i_  I  .COLH^IC 
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der  Schmttpimkt  E  der  Geraden  AS  nnd  A'ff  ein  Punkt  der  AfGni- 
tätsufase  seÜL  Dem  Schnittpnokt  F  der  Geraden  AB  nnd  t  wird  der 
in  dereelben  Yertikaleu  Ij^j^de  Punkt  F"  der  Geraden  A'ff  entsprechen, 


somit  der  Tangente  t  die  Tangente  C  Ton  f"  an  die  Seilkuire  A'S'. 
Ist  dorcli  Anlegen  des  Linealea  f  ermittelt,  so  ist  durch  den  Schnitt 
G  Ton  f  und  t'  ein  weiterer  Funkt  der  AMaitätsachse  k  gefunden, 
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wodurch  dieselbe  voUetändig  bestimmt  ist.  Nachdem  die  ÄfSnitÄts- 
Acbse  i  gefandeo  ist,  läßt  aich  leicht  mit  Hilfe  dieser  alÜnen  Bezieh- 
ung die  gesuchte  Seilknrve  zeichnen.  (Die  KoDStraktienslinieD,  die 
sich  aus  dieser  affinen  Beziehung  nach  gefundener  AffinitStsachse  er- 
geben, sind  in  der  Zeicimung  nicht  ang^eben.)  Der  Scheitelpunkt  H 
der  gesuchten  Dracklinie  wird  in  derselben  Vertikalen  mit  dem  Be- 
rOhrungepunkt  S'  der  Tangente  t'  liegen. 

Wird  zu  dieser  gefundenen  Drucklinie  nachträglich  der  Pol  des 
Kräftepolygones  konstruiert,  indem  zu  den  Tangenten  in  A  und  B 
die  durch  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  des  Kräftepoljgonea 
gehenden  parallelen  Polstrahlen  gezogen  werden,  eo  würden  durch 
den  gefundenen  Pol  bzw.  durch  das  System  der  Polstrahlen  die 
Spaunuugen  in  sämtlichen  Punkten  der  Drucklinie  gegeben  sein. 
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§  23.   Kr&fte  mit  demselben  AjagriQhpunkt  lu  Verbindung 
mit  dem  Seilpolrgon. 

Haben  die  gegebenen  Kräfte  olle  denselben  Angriffspunkt,  so  ist 
es  zur  Bestimmniig  der  Resultante  nicht  erforderlieh,  ein  Seilpoljgon 
zu  konstruieren.  Wird  trotzdem,  wie  bei  Kräften  mit  verschiedenen 
Angriffspunkten,  ein  Seilpolygon  gezeichnet,  so  werden  die  beiden 
äußersten  Seiten  desselben  sich  auf  der  schon  durch  die  ScbluBlinie 
des  Kräftepolygones  bestimmten  WirkungsUnie  der  Resultante  schneiden. 
Sind  zwei  Seilpolygone  für  das  nämliche  System  von  Kräften  mit 
demselben  Angriffspunkt  gezeichnet,  und  zwar  für  zwei  Terschiedene 
Pole,  so  werden  dieselben  in  der  durch  den  Culmanuschen  Satz  ge- 
gebeneu Beziehung  stehen.  Da  aber  die  entsprechenden  Eckpunkte 
der  Seilpolygone  auf  den  Wirkungslinien  der  Kräfte  liegen,  somit,  bei 
Kräften  mit  demselben  Angriffspunkt,  aul  Strahlen,  die  alle  durch  den- 
selben Punkt,  nämlich  diesen  Angriffspunkt,  gehen,  so  geht  diese  Be- 
ziehung zwischen  zwei  solchen  Seilpol jgonen,  wie  schon  Culmann 
bemerkt  hat,  in  eine  KoUineation  über.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

Zwri  Seitpolygontt,  die  su  dem  nämlidien  System  von  Kräften  mit 
demsdben  Angriffspunkt  und  zu  der  näml'udien  Anordnmtg  der  Eräfte 
gehören,  sind  ioUineare  Figuren  für  den  Angriffspunkt  als  Zentrum 
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und  für  eine  KoUinationsachse,  die  paraMd  ist  nur  Verhindungtiinie 
der  beiden  Pole}) 

Hit  Hilfe  dieses  Satses  ist  es  möglich,  wie  in  dem  allgemeinen 
Fall,  aach  fBr  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkt,  ans  einem  gezeich' 
netea  Seilpolygon  ein  anderes  berzuleiten,  das  drei  gestellten  Bedin- 
gungen genOgt 

RQckt  der  Angriffspunkt  in  das  Unendliche,  so  daß  schließlich 
die  Kräfte  parallel  werden,  so  geht  die  Kollineation  in  eine  Affinität 
fiber,  was  schon  nachgewiesen  ist. 

Diese  Beziehung,  die  bei  Kräften  mit  demselben  Angriffspunkt 
zwischen  einem  gezeichneten  Kräflepolygon  und  dem  zugehörigen 
Seilpolygon  sieh  ergibt,  soll  genauer  untersucht  werden.  Hierbei  sei, 
nm  das  Kräftepolygon  in  demselben  Sinne  umfahren  zu  können,  den 
Kräften  eine  weitere  Kraft  hinzugefügt,  die  sich  aus  der  Besultante 
durch  Änderung  des  Richtungssinnes  ergibt,  so  daß  die  Kräfte  im 
Gleichgewicht  stehen  und  Kräfte-  und  Seilpolygon  geschlossen  sind. 

In  Fig.  55b  sind  vier  Kräfte  Pj,  Pj,  P„  P^  mit  demselben  An- 
griffspunkt 0  angenommen,  die  die  Geraden  /^,  Zj,  /,,  l^  zu  Wirkung- 
linien  haben.    In  Fig.  55a  stellt  der  Linienzug  0123  4,  bei  welchem 


der  Punkt  4  wieder  in  den  Punkt  0  ßllt,  das  zugehörige  geschlossene 
Kräftepolygon  dar.  Nach  Annahme  des  Punktes  0'  in  Fig.  55  a  als 
Pol  des  Kräftepolygones  igt  dann  in  Fig.  55b  das  zu  diesem  Pol  0' 
gehörende  geschlossene  Seilpolygon  ÄiA^ÄgA^  gezeichnet. 

Werden  andererseits  in  Fig.  55a  die  vier  Geraden  O'O,  O'l,  0'2, 


1)  Vgl.  f  18  (zweit«  liOBoog),   wo  bei  zwei  Kräften  echon  Toa  dieser  Kol- 
lineation Oebrancfa  gemacht  bt.  ^^  . 

i  X'OOglC 
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ffB  als  Wirkangslinien  roa  vier  im  Oleichgewicht  stehendeD  Kräften 
mit  dem  nämlicbeQ  AngrifispnQkt  0'  angesehen,  so  kann  in  Fig.  55b 
das  frQhere  Seilpolygon  A^ÄfA^A^A^,  da  dessen  Seiten  parallel  zu 
den  nunmehrigen  Wirkungslinien  (XO,  C/l,  0'2,  (73  sind,  als  das 
zugebörende  geschlossene  ErSftepolygon  betrachtet  werden.  Wird 
dann  in  Fig.  56b  der  Punkt  0  als  Pol  dieses  £räftepolygomn"  ein- 
geführt, so  geht  in  Fig.  55a  das  frflbere  Kräftepolygoa  in  das  Seil- 
poIygon  über.  Die  beiden  Figuren  (Fig.  55a  und  Fig.  5öb}  sind 
daher  insofern  vertauschungsfäbig,  als  es  gleichgültig  ist,  welche  der- 
selben als  das  System  der  Wirkungslinien  nebst  dem  zugehörenden 
Seilpolygon  betrachtet  wird. 

Demgemäß  bezeichnet  Culmarm  zwei  Figuren,  von  denen  die  eine 
aus  den  Wirkungslinien  eines  Glei<Jiffemeht3Sysieme8  von  Kräften  mit  dem- 
selben Angriffspunkt  und  einem  tugehörenden  geschlossenen  Seüpolygon 
besteht,  während  die  andere  gibildet  ist  aus  dem  geschlossenen  Kräfie- 
polygon  n^st  Fd  und  Polstrahlen,  aia  reziprok. 

Die  beiden  Punkte  0  and  C,  somit  der  Angriffspunkt  der  Kräfte 
einerseits  und  der  Pol  des  Kraftepolygones  andererseits,  sind  von 
Cntuiann  als  die  beiden  Pole  der  Beäiproeität  eingefßhrt  Da  die 
Angriffspunkte  der  einzelnen  Kräfte  nach  den  Eckpunkten  des  Seil- 
polygones  verlegt  werden  können,  so  in  Fig.  55b  der  Angriffspunkt 
der  in  l,  liegenden  Kraft  P^  nach  dem  in  l^  liegenden  Eckpunkte  A^ 
des  Seilpolygones,  so  wird  von  Culmann  jeder  Geraden  g  der  einen 
Figur,  sobidd  diese  Figur  als'  Kräflepolygon  und  somit  g  als  Seite  des- 
selben  aufgefaß  wird,  derjenige  Punkt  G  der  anderen  Figur  als  ent- 
haltendes Element  zugeordnet,  der  sich  als  Ed^uhkt  des  Seilpolygones 
für  die  zu  g  paraüde  Kraft  ergibt. 

Es  wSrden  somit  entsprechen: 

der  Geraden  Ol  in  Fig.  55a         der  Punkt  .^  in  Fig.  55b, 

der  Geraden  1  2  in  Fig.  55a  der  Punkt  A^  in  Fig.  55b  nsw., 
ferner  umgekehrt: 

der  Geraden  AiA^  in  Fig.  55b       der  Punkt  1  in  Fig.  55a, 

der  Geraden  A^Ag  in  Fig.  55b      der  Punkt  2  in  Fig.  55b  nsw. 

Es  entspricht  somit  einer  Gerade»  g  der  einen  Figur  ein  gang 
bestimmter  Punkt  G  der  anderen  Figur,  der  auf  einem  Bu  g  paraäden 
Polstrdhl  liegt. 

Femer: 

Dem  Sdati^mnkt  zweier  Geraden  der  einen  Figur  fHtqartdU  die 
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Verbindungdmie  der  diesen  beiden  Geraden  entspreAenden  Funkte  in 
der  anderen  Figar. 

Umgäcekrt  entspricht  der  Verbindungdinie  eieeier  Funkte  der  einen 
F^gur  der  Scimittpunkt  der  beiden  entsprechenden  Geraden  der  anderen 
Figur  uaw. 

Eb  soll  gezeigt  werden,  daß  die  Reziprozität  durch  die  beiden 
Pole  0,  O  and  duTch  ein  entsprechendes  Elementenpaar  A,  a  (Punkt 
und  entsprechende  Gerade,  TollBtändig  hestimmt  ist,  so  daß  sich  zu 
jedem  Punkt  S  der  einen  Figar  die  entsprechende  Gerade  der  anderen 
Figur  finden  ^t. 

Es  seien  demgemäß  die  beiden  Pole  0,  0'  und  die  Gerade  a  der 
zweiten  Figar  angenommen,  die  einem  gewühlten  Punkte  Ä  der  ersten 
Figar  entsprechen  soll,  wobei  jedoch  die  Bedingung  erfQUt  sein  moB 
a  II  OA. 

Um  die  Gerade  b  zu  finden,  die  einem  Punkte  B  der  ersten  Figur 
eatepricht,  sei  die  Gerade 

g~AB 
gezf^n  (Fig.  56).  Dieser  Geraden  g  muß  ein  Punkt  G  der  anderen  Figur 
entsprechen,  der  dadurch  bestimmt  ist,  daß  G  einerseits  anf  a  liegen  muß, 
da  g  dnrch  A  geht,  und  daß  andereiseits 
(yG\g. 


Die  gesuchte  Gerade  b  wird  diejenige  Gerade  sein,  die  durch  den 
Bo  gefundenen  Punkt  G  geht  und  parallel  zu  OB  ist  Daraus  folgt 
der  Satz: 

Die  Cidmannsche  Beziprozitäi  ist  hestimmt  durch  die  b^den  Pole 
und  ein  Elementenpaar. 

Aas  Fig.  56  folgt  femer: 


>y  Google 
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also 

Ä-ff-A, -B; -0'(?-p-H, 
d.  h.  das  Produkt  aus  den  EiUfemungen  enlspreckender  Elemente  von 
den  beiden  Polen  ist  konstant.   Diese  Konstante  r*  wird  die  Potene  der 
Beiiprogität  genannt 

Sind  die  beiden  Pole  nicht  g^^ben,  bo  genOgen  zwei  entspre- 
cbende  Elementenpaftre  noch  nicht,  um  die  Reziprozität  zu  bestimmen. 
Sind  nämlich  in  Fig.  56  die  beidea  Geraden  a  und  b,  sowie  die  den- 
aelben  entsprechenden  Punkte  A  und  B  and  damit  auch  der  Paukt  ff 
und  die  Gerade  g  bekannt,  so  würde  allerdinga  der  Pol  0  durch  die 
Bedingungen 

aiOA,  6  n  OB 
bertimmt  sein,  der  andere  Pol  0'  könnte  dagegen  auf  der  durch  ff 
zu  g  gezt^enen  parallelen  Linie  beliebig  gewählt  werden.  D^egeu 
ist  die  Reziprozität  bestimmt,  wenn  jetzt  noch  ein  drittes  Elementen- 
paar  c,  G  angenommen  wird.  Die  Wahl  dieses  Elementenpaares  hat 
jedoch  so  zu  erfolgen,  daß  nach  Annahme  der  Geraden  c  der  Punkt  C 
auf  einer  zu  c  parallelen  Geraden  liegt,  die  durch  den  schon  gefun- 
denen Pol  0  gebt, 

Ist  die  Reziprozität  festgelegt,  vielleicht  durch  die  beiden  Pole 
und  ein  Elementenpaar,  so  kann,  wenn  die  eine  Figur  gegeben  ist 
die  andere  leicht  gefunden  werden.  Insbesondere  kann  man  einen 
Punkt  A  der  einen  Figur  eine  Knrre  K  durchlaufen  lassen,  so  daß 
die  entsprechende  Gerade  a  der  anderen  Figur  bei  ihrer  Bewegung 
eine  Kurve  K'  umhüllt,  und  kann  dann  nach  den  Beziehungen  zwi- 
schen diesen  beiden  Kurven  &i^en.  Derartige  Au^ben  sind  von 
Culmann  gelöst;  sie  können  von  Wichtigkeit  werden,  wenn  das  Sy- 
stem der  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkt  nicht  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Kräften  besteht,  sondern  eine  stetige  Folge  bildet, 
so  daß  das  gezeichnete   Kräftepoljgon  in  eine  Kräfteknrve  übergeht. 

Derartige  Fragea  erledigen  sich  am  besten  in  der  Weise,  daß 
aus  der  Culmannschen  Reziprozität  eine  Polarreziprozität  hergeleitet 
■wird.  Zu  diesem  Zwecke  seien  die  Pole  0,  <X  der  beiden  Figuren 
aufeinandergelegt  und  dieser  Punkt  dann  zum  Nullpunkt  des  Koordi- 
natensystemes  angenommen.  Dann  wird  einer  Geraden 
(1)  X  COB  ff  -{- p  siiKp  —  d  —  0 

der  einen  Figur  ein  Punkt  A  der  anderen  Figur  entsprechen,  der  auf 
einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  parallelen  Geraden  liegt  und 
vom  Nullpunkt  die  Entfernung  -■    hat,  wenn  r*  die  Potenz  der  Rezi- 
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prozität  bedeutet.  Wird  nun  die  zweite  Figur  um  90**  gedreht,  so 
fillt  der  Punkt  A  in  den  Perpendikel,  der  vom  Nullpunkt  auf  die 
Gerade  (1)  gefällt  wird.  Ist  liierbei  die  Drehung  um  90"  in  einem 
solchen  Sinne  voi^nommen,  daß  der  Punkt  A  und  die  Gerade  (1) 
auf  der  nämlichen  Seite  des  Nullpunktes  liegen,  so  werden  die  Koor- 
dinaten von  A: 


(2) 


j-  COS  y , 


i-smqp. 


Dieser  Punkt  [2)  aber  ist  der  Pol  der  Geraden  (1)  in  bezug  auf  den 
Kreis 

a^  +  y*  -  r*. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

Werden  bei  Bwei  Figuren,  die  durch  die  Culmannsehe  Beetpro' 
£iiät  miteinander  verbunden  sind,  die  beiden  Pole  in  denselben  Punkt  0 
gdegt,  die  Figuren  demgemäß  verst^oben,  and  wird  gleidizeitig  die 
eine  Figur  um  90"  gedreht  in  einem  solchen  Sinne,  daß  ein  entspre- 
chenden £lemenlenpaar  auf  derselben  Seite  von  0  liegt,  so  geht  die 
Ctdmannscke  Reziprozität  in  eine  Polarreziproeität  wfecr  in  besug  auf  einen 
Kreis,  der  um  den  Punkt  0  mit  einem  Sadius  gleiA  der  Wurzd  der 
Potenz  der  Ctdmannschen  Reziprozität  geschlagen  ist. 

Da  das  Seilpolygon  and  daher  die  Seilkurve  auch  abgesehen  ron 
der  Verwendbarkeit  bei  der  Znsammensetzung  der  Kräfte  eine  Be- 
deutung besitzen,  nämlich  als  Gleichgewichtslage  eines  Seiles  oder  als 
Dmcklinie,  so  erledigt  dieser  Satz  alle  Fälle,  bei  denen  es  sich  um 
die  Bestimmung  einer  Seilkurve  oder  Drucklinie  handelt,  falls  die 
Wirkungslinien  der  Kräfte  durch  denselben  Punkt  gehen  und  das 
Kräftepoljgon  in  eine  Kurve  übergeht. 

Wirken  z.  B.  auf  ein  Seil,  das  an  den  beiden  Endpunkten  be- 
festigt ist,  Kräfte,  deren  Wirkungslinien  alle  durch  denselben  Punkt 
gehen,  und  ist  die  Kräftekurve  ein  Bogen  einer  Ellipse  K,  so  wird 
sich  als  Gleichgewichtsfigur  des  Seiles  ebenfalls  der  Bogen  einer 
Ellipse  ergeben,  falls  der  Pol  der  Kräftekurve  im  Inneren  der  Ellipse 
K  UegL 

%  23.    Die  allgemeine  Besiprosltat  von  ICazweU. 
Während   die   von    Gulmann    eingeführten   reziproken   Figuren 
sich  nur  auf  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkt  beziehen,  haben  die 
von   Maxwell  hergeleiteten  reziproken   Figuren   eine    weitergehende 
Bedeutung.    Allgemein  werden    nämlich  von  J.   C.  Maxwell  zwei      , 
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ebene  geradlinige  Figuren,  toh  denen  die  eine  ans  den  Wirkungslinien 
der  Kräfte  and  Spacnnngen  eines  GleichgewichtBsyBtemea,  die  andere 
ans  dem  zagehdrigen  Kräfteplan  gebildet  ist,  als  reziproke  Figorea 
bezeichnet,  sobald  die  beiden  Figuren  in  der  Weise  Tertauschnnga- 
Täbig  sind,  daß  umgekehrt  die  erste  Figur  auch  aufgefaßt  werden 
kann  als  Kräfteplan  ffir  Kräfte  nnd  Spannungen,  welche  die  Linien 
der  zweiten  Figur  als  Wirknngslinien  haben  und  an  ihr  im  Gleich- 
gewicht stehen.*)  Der  Wirkangslinie  einer  Kraft  in  der  ersten 
Figur  wird  von  Maxwell  diejenige  ganz  bestimmte  Strecke  der^ 
zweiten  Fignr  zugeordnet,  welche  Gr5ße  und  Eichtnng  derselben 
angibi 

Daraus,  daß  jeder  Linie  der  einen  Figur  eine  ganz  bestimmte 
der  anderen  Figur  entspricht,  folgt  jedenfalls,  daß  beide  Figuren 
gleich  viel  gerade  Linien  haben.  Jedem  Punkte  A  der  ersten  Figur, 
der  AngriSspunkt  ist  Ton  mehreren  Kräften,  wird  infolge  des  Gleich- 
gewichtes ein  geschlossener  Polygonzug  (namlicb  das  geschlossene 
KrSftepalygOQ  aus  den  in  A  angreifenden  Kräften)  zugeordnet  werden 
kÖDnen.  Die  Fläche  eines  solchen  geschlossenen  Polygonznges  soll 
kurzweg  als  Fläche  bezeichnet  werden.  Jedem  Eckpunkte  A  der 
ersten  Figur  ist  daher  eine  Fläche  der  zweiten  Figur  eindeutig  za- 
geordnet.  Jedem  Eckpunkte  A  der  zweiten  Figur  entspricht  umge- 
kehrt eine  Fläche  der  ersten  Figur  eindeutig.  Die  eine  Figur  hat 
somit  ebensoriel  Ecken,  wie  die  andere  Flächen. 

Es  sei  bei  der  ersten  Figur  e  die  Anzahl  der  Ecken,  s  die  An. 
zahl  der  Linien  und  f  die  Anzahl  der  FUichen,  bei  der  zweiten  Figur 
e'  die  Anzahl  der  Ecken,  5'  diejenige  der  Linien  und  f  die  der 
Flächen.    Dann  ist 

8  —  8,    e  =  /",   f  —  e'. 

Jede  Fläche  wird  wenigstens  durch  drei  Linien  begrenzt.  Durch 
den  tJbei^ang  zur  anderen  Figur  ergibt  sich  daher,  daß  in  jedem 
Eckpunkt  wenigstens  drei  Linien  zusammenkommen.  Da  im  Spannungs- 
plan jede  Linie  die  Länge  einer  Kraft  darstellt,  so  muß  daselbst  jede 
Linie  durch  zwei  Eckpunkte  begrenzt  sein.  Den  beiden  Eckpunkten 
entsprechen  in  der  anderen  Figur  zwei  Flächen,  der  Linie  somit  die 
gemeinsame  Begrenzungslinie  der  beiden  Flächen.  Es  folgt  daraus, 
daß  jede  Linie  der  einen  Figur  zwei  Flächen  und  stets  nur  zwei 
Flächen  begrenzt.     Aus  der  einen  Figur  muß  sich  daher  ein  Polyeder 

1)  Erste  Fublikfttion.  Fhil.  Hag.  (4.)  27  (1861)  p.  860.  Der  erste  Teil  „Der 
Graphischen  Statik"  von  Culmann  erschien  anch  im  Jahre  1861. 
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herleiten  lasBen,  dessen  Ecken  eicli  in  die  Eckpunkte  der  Figur,  dessen 
Konten  in  die  Linien  und  dessen  Flachen  sich  in  die  Flächen  der 
Figur  projiuereD.     Es  folgt  somit  der  Satz  von  Maxwell: 

Dann  und  nur  dann  ergebm  sich  twei  reziproke  Figuren  der  grafi- 
schen Statik,  Kenn  eine  Figur  als  Projektion  eines  Polyeders  betrachtet 
werden  kann.  Die  anda-e  Figur  erscheint  dann  ebenfalls  als  Projdction 
eines  PcAyeders.^) 

Die  Ton  Gulmann  hergeleiteten  reziproken  Figuren  sind  auch 
nach  den  allgemeineren  Auffassongen  Ton  Maxwell  als  reziprok  zu 
betrachten.  So  können  die  beiden  Figuren  5&ft  und  55b  als  die  Pro- 
jektionen TOQ  vierseitigen  Pyramiden  ai^eaeheu  werden  mit  den 
Spitzen  in  0  und  0'.  Ein  wesentlicher  Unterschied  besteht  jedoch, 
abgesehen  Ton  der  größeren  ÄUgemeinheit  der  ITntersuchungen 
Maxwells,  in  den  Auffassungen  Maxwell  s  und  Culmanns  bezüg- 
lich der  Znordnung  der  beiden  Figuren.  Während  Culmann  einem 
Punkt  der  einen  Figur  eine  Gerade  der  anderen  Figur  zuordnet  und 
umgekehrt,  ordnet  Maxwell  einem  Punkte  eine  Fläche  zu  und  um- 
gekehrt and  daher  einer  Geraden  wieder  eine  Gerade.  Der  Grund 
dieser  Maxwellschen  Zuordnung  liegt  eben  darin,  daß  Maxwell  sich 
die  Figuren  al»  Projektionen  von  räumlichen  Figuren  denkt,  bei  denen 
einer  Ecke  der  einen  räumlichen  Figur  eine  Fläche  der  anderen  räum- 
lichen Figur  zuzuordnen  wäre  Werden  die  beiden  Figuren  55a  und 
und  55b  im  Sinne  von  Maxwell  als  reziprok  betrachtet,  so  dQrfle 
dem  Punkte  A^  tou  Figur  5öb  nicht  die  Gerade  0  1  von  Figur  55a 
zugeordnet  werden,  wie  dieses  von  Gulmann  geschieht,  sondern  die 
Fläche  OO'l  usw. 

Infolge  der  Eulerschen  Gleichung  zwischen  der  Anzahl  der 
Ecken,  Kanten  and  Flächen  eines  Polyeders  bestehen  zwischen  e,  f, 
s,  e',  f,  s'  die  Beziehungen: 

e  +  f~s  +  2, 
e^-r~s'+2, 
wo 

e — r,  «'=/■)  s = »'- 

Die  beiden  Polyeder,  welche  sich  in  die  beiden  reziproken  Figuren 
projizieren,  stehen  daher  in  der  Beziehung  zueinander,  daß  jeder  Ecke 
des  einen  Polyeders  eine  Seitenfläche  des  anderen  zugeordnet  ist 
Diese  Bezidiung  ist  aber  von  derselben  Art,  wie  sie  bei  der  P<Aar- 
ranproiüiU  hinsichtlich  einer  FliU^  zweiten   Grades  auftritt.    Dem- 


1)  Hazwell,  Sc  Pap.  Bd.  1  p.  IU8. 
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gemäS  bat  Maxwell  versucht  reziproke  F^reo  zo  erhalten  durch 
orthogonale  Projektion  von  zwei  Poljedem,  die  in  bezng  auf  eine 
Fläche  zweiten  Grades  polarreziprok  sind.  Nachdem  es  sich  gezeigt 
hat,  daß  die  Verwendung  der  Kugel  in  der  allgemeinen  Weise  nor 
Kräftepläne  von  geringer  Allgemeinheit  ergibt,  hat  Maxwell  das 
Rotationsparaboioid  zur  Herstellung  der  reziproken  Figuren  benutzt 
and  den  3atz  bewiesen:') 

Die  orthogonalen  Projektionen  vom  zwei  Polyedern,  die  in  beeug 
auf  ein  Roiaiionsparaboloid  polarreziprok  sind,  auf  eine  eur  Sotaiions- 
achse  senkrechte  Ebene  ergd>en  nach  einer  Brämng  der  einen  Figur  um 
9(f  reziproke  Figuren. 

Und  umgekehrt: 

Zwä  reziproke  Figuren  in  einer  Ebene  E  las^t  sieh  nach  hr^amg 
der  einen  Figur  um  90"  stets  auffassen  als  orthogonale  Projektionen  von 
zwei  Polyedern,  die  in  bezug  auf  ein  Botaiion^arabdoid  mit  einer  zur 
Ebene  E  senkrechten  Achse  polarreziprok  sind. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  sei  die  Gleichung  des  Rotationspara- 
boloidea  in  der  Form  angenommen: 

(1)  2pz  =  j^+y', 
so  daß  die  Koordinatenebene 

e  =  0 

als  die  Ebene  E  der  beiden  reziproken  Figuren  angesehen  werden 
kann.   Dann  wird  die  Gleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  x',  y',  e: 

(2)  x^^yy'-p{z^z')~<i. 
Es  sei  eine  Gerade  betrachtet: 

Ia:  —  aTfl  +  ra, 
z  —Z^-i-  ry, 
^0  ^0'  y<>y  ^0  ^'^  Koordinaten  eines  angenommenen  Punktes  derselben, 
a,  ß,  y  proportional  dem  Ricbtungskoainue  sind  und  r  ein  Parameter 
ist.  Durch  Einsetzung  in  (3)  ergibt  sich  für  die  Polarebene  eines 
beliebigen  Punktes  dieser  Geraden  in  bezug  auf  das  Rotationspara- 
boioid die  Gleichung 

x{xt,  +  ra)  +  yOo  +  rß)  -  p{z  -\.z^  +  ry)  =  0 
oder 

x^x  +  y^y  —  p{z  +  Zo)  +  r(ttx  +  ßy  ~  yp)  —  0. 

1)  Znu&chst  mitgeteilt  (1867)  in  den  Reports  der  Brit.  Am.,  dann  anafOhiw 
lieber  Ediiib.  Roy.  Soc.  Trans.  26  (1872)  p.  1. 
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Diese  Gleichong  iat  fHr  tüJe  Werte  yon  r  befriedigt,  wenn 
,^.  (XoX  +  y^y  -  pis  +  «o)  -  0    und 

\ax  +  ßy  —rP  =0. 

Die  durch  diese  beiden  Gleichuagen  dargestellten  Ebenen  werden 
sich  daher  in  der  zu  (3)  in  bezug  auf  das  Rotationsparaboloid  rezi- 
proken Geraden  schneiden. 

Nun  ist  die  Projektion  g  der  Geraden  (3)  auf  die  Ebene  e  —  0: 

(5)  ßx~ay^ßx,-ay^, 
andererseits  die  Projektion  g'  der  Schnittlinie  der  Ebenen  (4): 

(6)  ax  +  ßy~yp  =  0. 

Durch  diese  beiden  Gleichangen  (5)  und  (6)  mässen  somit  zwei  rezi- 
proke Geraden  in  der  Ebene  /  —  0  dargestellt  sein. 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Gleichungen  (5)  und  ^6)  folgt 
zunächst,  daß  die  beiden  Geraden  g  und  ^  tatsächlich  senkrecht  auf- 
einander stehen,  wie  dieses  der  Maxwellsche  Satz  verlangt.  Sind 
die  Kichtungen  der  beiden  aufeinander  senkrecht  stehenden  Geraden 
g  und  (^  gegeben,  so  ist  damit  das  Verhältnis  von  a  und  ß  bestimmt 
nnd  auch  a  und  ß  selbst,  da  in  den  Gleichungen  (3)  die  eine  der 
Gröüea  a,  ßfji,  also  z.  B.  a  beliebig  angenommen  werden  darf.  Dann 
kann  noch  immer  Aber  x^,  y^,  g^  y  verfügt  werden.  Infolge  davon 
ist  es  möglich,  stets  zwei  Gerade  im  Kaum  zu  finden,  die  in  bezug 
auf  das  Rotationsparaboloid  polarreziprok  sind,  und  die  sich  in  zwei 
vorgeschriebene  und  zueinander  senkrechte  Geraden  projizieren.  Das 
polarraiproke  System  des  BotaÜonsparaholoides  hesitet  daher  die  erforder- 
liche AUgemeinheit,  um  sämttiehe  resiproken  Figu/ren  der  graphischen 
Statik  en  erhlären. 

Die  Drehung  um  90",  welche  bei  Benutzung  des  Kotationspara- 
boloides  zur  Herstellung  der  reziproken  Figuren  erforderhch  ist,  ist 
immerhin  unbequem.  Um  sie  zu  vermeiden  wurde  von  L.  Gremona 
an  die  Stelle  des  Kotationsparaboloides  das  Moehiussehe  NuUsyslem^) 
gesetzt  und  der  Satz  bewiesen*): 

Die  reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik  ergeben  siiA  un- 
mittelbar aU  orthogonale  Projektionen  von  swei  Polyedern,  die  in  bezug 
auf  ein  Nallsystem  polarrexlprok  sind,  und  iwar  für  äne  mr  Achse 
des  NuUaystemes  senhrechte  Projek-tionsebene  als  Ebene  der  beiden  reei- 
proicen  Figuren. 


1)  Du  Nall^stem  irird  im  dritten  Abschnitt  untersucht  werden. 

t)  L.  Cremona,  L«  fignre  reoiproche  nella  statica  grafioa.  Hilaao  18TS. 
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In  der  Tat  ergeben  zwei  in  bezug  auf  ein  Nollsystem  konjugierte 
Raamgerade  vermdge  dieser  Projektion  auf  die  Zeichenebene  zwei 
parallele  Gerade. 

Um   analytisch   die  Theorie   der   reziproken   Figuren   unter   Zu- 
grundelegung   des    Nnllayetemes    zu    nntenrachen,    kann,   wie   diesee 
F.  Eletn*}  gezeigt  Iwt,  die  Gleichung: 
(7)  ,_j_,,_,4 

benutzt  werden,  welche  ein  Nnlleystem  definiert,  dessen  Zentralacbse 

die  «-Achse  ist.    Diese  Gleichung  stellt  nämlich  diejenige  Ebene  dar, 

welche  dem  Punkte  |,  ij,  £  in  bezug  auf  das  Nullsyatem   entspricht. 

Diejenige  Gerade,  welche  der  Geraden  (3)  in  bezug  auf  das  Null- 

System  (7)  entspricht,  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

y^x  —  Xf,y  —  (*  —  «o)  —  0, 

ßx  —  «y   +  y  —  0. 


Es  sipd  daher: 
<8) 


ßx-ay~(ßx,~ay,)-0 
ßx  —  ay  +  y  —0, 


die  Gleichungen  TOn  zwei  Geraden  der  Ebene  g  ^0,  die  sich  als 
orthogonale  Projektionen  von  zwei  konjugierten  Geraden  des  Null- 
systemea  ergeben.  Aus  der  Gleichheit  der  Koeffizienten  von  x  und  y 
folgt,  daß  diese  beiden  Geraden  tatsächlich  parallel  sind.  Da  aber 
nach  Festlegung  der  Richtung  derselben  noch  immer  dber  y,  x^,  y^,  x^ 
verfögt  werden  kann,  so  lassen  sich  stets  zwei  konjugierte  Gerade 
des  Nullsystemes  finden,  die  sich  in  zwei  Torgeschriebene  parallele 
Gerade  der  Ebene  ü  =>  0  orthogonal  projizieren.  Das  Nuilsystem 
besitzt  somit  ebenfalls  die  erforderliche  Allgemeinheit,  um  sämtliche 
reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik  zu  erzeugen. 

Ftlr  die  Herstellung  der  reziproken  Figuren  leistet  die  frühere 
Methode  von  Maxwell  an  sich  daa  nämliche,  wie  diejenige  von 
Cremona.  Wenn  es  daher  auch  sachlich  nicht  in  Betracht  kommt, 
ob  bei  der  Herstellung  des  reziproken  Kräfteplanes  das  Kotations- 
paraboloid  oder  das  Nullsystem  zugrunde  gelegt  ist,  so  ist  doch 
immerhin  durch  EinfQhmng  des  Nullsjstems  und  die  Vermeidung 
der  Drehung  des  Kriifteplanes  um  90°  in  theoretischer  Beziehung 
eine  Abnmdung  erzielt. 


1)  Siehe  Enz;k1.  d.  math.  Wiis.  4.  B.  p.  S61. 
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§  24.    Herleitnng  der  reBiproken  Fignren  der  graphisolien  Statik 
durch  das  Folarsystem  li^end  einer  Fläohe  zweiten  Grades. 

Während  L.  Cremona  bei  der  Herleitung  der  reziproken  Figuren 
gegenüber  dem  Polarsyateoi  des •RotationsparaboloideB  bei  Maxwell 
das  Kullsystem  zugrunde  legte,  stellte  sich  G.„Hauck^)  die  Frage, 
ob  sich  nicht  durch  das  PoUrsystsm  einer  dreiachsigen  Fläcbe  zweiten 
Grades  das  nämliche  erreichen  ^t,  wenn  die  orthogonale  Projektion, 
die  bei  Maxwell  tind  Cremona  allein  Terwandt  ist,  durch  eine 
schiefe  ParaUelprojektioQ  oder  durch  Zentralprojektion  ersetzt  wird. 
Hierbei  ergab  sich  der  Satz: 

Ein  ebenes  Suämetz  und  ein  eugehöriges  Eräftenetz  Imnnen  anges^en 
Kirden  als  die  Projektionen  eweier  reziproken  Fohjedergebilde  im  Pdar- 
System  irgend  einer  allgemeinen  Fläche  zweitm-  Ordnung  auf  eine  Pro- 
jektionsebene, wdcke  parallel  eu  den  zyklischen  Ebenen  ist;  und  ztcar 
das  Stabnetz  als  schiefe  Pairalldprojektion  in  der  Richtung  des  zuge- 
J^rigen  konjugierten  Durchmessers,  das  Kräftenetz  als  Zentralprojektion 
aus  dem  Mittdpunkt  des  Polarsystemes  bzw.  umgekehrt.  Beim  hyper- 
tfolischen  Paräboloid  tritt  an  die  Stdle  der  eyklische»  Ebene  die  Ebene 
eines  gleichseitigen  ffyperbdschmUes.  Hierbei  ist  jedoch  in  sämtlichen 
Fällen  mit  Ausnahme  des  hyperbolischen  Paraboloides  eine  Drehung  der 
einen  Figur  um  90°  vorzunehmen;  dagegen  ist  im  Falle  des  hyperboli- 
s^en  Paraboloides  die  eine  Figur  noch  um  die  45°  Linie  umzu)dappen. 

Der  geometrische  Beweis  von  Hanck  soll  hier  der  Kürze  wegen 
durch  einen  analytischen  ersetzt  werden. 

1.    Für  die  Mittdpunktsflädien: 

Die  Gleichung  der  allgemeinen  Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung 
kann  in  schiefwinkligen  Koordinaten  bezogen  auf  den  Mittelpunkt 
der  Fläche  als  Nullpunkt  des  Koordiuatensjstemes  in  der  Form  ge- 
schrieben werden:  ,/  *  .     >^   ,        « 

l{x*  +  y*)  +  (iz*  ^  1. 

Hierbei  ist  die  Ebene  z  —  0  eine  zyklische  Ebene  und  die  2-Achse 
der  znr  Kreisschnittebene  konjugierte  Durchmesser.  Die  x-  und  ^Achse 
stehen  als  konjngierte  Durchmesser  eines  Kreises  senkrecht  anfein- 
ander. 

Die  Gleichung  einer  Geraden  l  im  Räume  sei  angesetzt  in  der  Form; 

yz^  Zq-\-  ry, 


1)  J.  f.  H&tli.  100  (1887)  p.  36G  and  ISO  (1899)  p.  109. 
leamabeig,  Onphluha  SUtU. 
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WO  Xg,  ye,  ^o,  a,  ß,  y  konstante  Koeffizienten  tind  r  einen  Parameter 
bedeutet. 

Dann  stellt  die  Gleichong: 

lix^+ra)  x  +  X(t/g+  rß)j/  +  n(t^+  ry)e  =  1 
oder 

}.x^x  +  Xy^y  +  ^z^e  —  1  +  r{}.ax  +  i.ßy  +  ^ys)  —  0 
in   Racksiclit  auf  den  Tenliiderlichen  Parameter  r   den   Büschel  der 
Polarebenen  der  einzelnen  Punkte  von  l,  bzw.  als  Achse  desselben  die 
der  Geraden  l  polarreziproke  Gerade  V  dar.    Diese  Gerade  V  ist  daher 
die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 
™  I  ^^0^;  +  ^J/oy  +  /»'o«  -  1  -  0, 

\XttX  +lßy  +PJ'/  =0. 

Die  Geraden  I  nifd  V  sind  in  entsprechender  Weise  auf  eine  znr 
zyklischen  Ebene  parallele  Ebene 

zu  projizieren.  Die  Gerade  I  soll  auf  diese  Ebene  schief  pataUel  in 
der  Richtung  der  2-Achse  projiziert  werden.  Für  die  Projektion  g 
Ton  l  folgt  ans  den  Gleichnngen  (1): 

(3)  ßx~ay-{ßx^~ay^)-0. 

Die  Gerade  V  ist  zentral  zu  projizieren  Tom  Mittelpunkte  der  Fläche 
zweiter  Ordnung,  somit  Tom  Nullpunkte  des  EoordioatenBysteraes 
aus.  Da  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  schon  durch  den  Nullpunkt 
des  Koordinaten sy Sternes  geht,  somit  die  projiziereiLde  Ebene  der 
Geraden  V  ist,  so  wird  die  zentrale  Projektion  g'  der  Gersdftn  V  in 
der  Ebene  t  =  h  die  Gleichung  erhalten: 

(4)  ß*  +  py  +  ^p  -  0. 

Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  ergibt,  daß  die 
Geraden  g  und  g'  senkrecht  aufeinander  stehen.  Da  femer  auch  nach 
Festlegung  der  "Werte  A,  (t,  h,  welche  die  F^he  zweiter  Ordnung 
und  die  zur  zyklischen  Ebene  parallele  Projektionsebene  bestimmen, 
noch  immer  genügend  verfügbare  Konstante  in  den  Gleichungen  (3) 
und  (4)  enthalten  sind,  so  lassen  sich  stets  zwei  Raumgerade  finden, 
die  polarreziprok  zueinander  sind  und  sich  in  zwei  beliebige  and  zu- 
einander senkrechte  Gerade  der  Ebene  ir  —  A  in  der  angegebenen 
Weise  projizieren.  Hiermit  ist  der  Haucksche  Satz  für  die  Mittel- 
punktsfiSchen  bewiesen.  Insbesondere  folgt,  daß  auch  die  Kugclflädte 
auf  die  allgemeinsten  reziproken  Figuren  führt,  sobald  die  eine  Parallel- 
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Projektion    durch   eine  terUrah    vom   Mittelpunkte   der   Kugd   ans  er- 
setzt wird. 

2.  Für  das  dliptis^e  Faraboloid: 

Bei  den  beiden  Faraboloiden  gelit  die  zentrale  Projektion  vom 
Hittelponkte  aus,  da  der  Mittelpunkt  der  Fläche  unendlich  fem  ist, 
auch  in  eine  schiefe  Projektion  in  der  Richtung  des  konjugierten 
DurcfamesBers  über. 

Die  Gleichung  des  elliptischen  Paraboloides  kann  in  schief- 
winkligen Koordinaten  in  der  Form  angesetzt  werden ; 

Hierbei  sind  die  Ereisschnitte  parallel  der  Ebene  z  =  0  und  die 
f-Achse  ist  der  konjugierte  Durchmesser  zu  diesen  Ebenen  der  Ereia- 
schnitte,  in  dessen  Richtung  die  beiden  schiefen  Projektionen  zu  er- 
folgen haben.  Die  beiden  Koordinatenachsen  x  und  y  stehen  wieder 
senkrecht  aufeinander. 

Die  Gerade  V,  welche  der  Geraden  l  (Gl.  1)  entspricht  in  bezug 
auf  das  elliptische  Faraboloid,  ist  die  Achse  des  Ebenenbüschels: 

X(Xa+  ar)x  +  A(yo  +  ßr)y  +  (t«  -|-  n(e„  +  ry)-0 
oder 

Ix^x  +  ky^y  +  (l{i  +  «„)  +  r{Xax  +  Xßy  +  ^y)  -  0, 

somit  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen: 

i-x^x  -t-  Xy^y  +  (i{g  +  e^)  =■  0, 

ax  +  ßy     +^r  =0. 

Die  letzte  dieser  beiden  Ebenen  ist  schon  parallel  der  z-Achse, 
also  eine  projizierende  Ebene.  Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 
g  und  g',  die  sich  durch  schiefe  Projektion  in  der  Richtung  der 
e-Achse  in  der  Bildebene  e^h  ergeben,  sind: 

ßx-ay-  (pxg  -  ayj  =  0, 

'^x  +  ßy+        ^         -  0. 

Diese  beiden  Geraden  stehen  senkrecht  aufeinander  und  die  Zahl 
der  Konstanten  ist  wieder  eine  genügend  groSe,  so  daß  sich  stets 
zwei  polarreziproke  Gerade  im  Raum  finden  lassen,  die  sich  in  zwei 
gegebene  und  zueinander  senkrecht  stehende  Geraden  der  Ebene  e^h 
in  der  angegebenen  Weise  projizieren. 

3.  Für  das  kyperboliscke  Faraholoid: 

Die  Bildebene  soll  das  bTperbolische  Faraboloid  in  einer  gl«^-  -^ ,,[  , 
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eeitiges  Hyperbel  schneideo.  Die  Gleicfaniig  des  hyperboÜBchen  Fara- 
boloides  sei  deiugetnäB  angesetzt  in  der  Form: 

so  daß  die  Ebenen  e  —  const.  die  FlRche  in  gleichseitigen  Hyperbeln 
schneiden.  Die  2 -Achse  ist  der  konjugierte  Durchmesser  zu  den 
Ebenen  s  =  const.  und  die  Koordinatenacheen  x  und  y  stehen  wieder 
aenkrecht  aufeinander. 

Zwei    entsprechende    Gerade   l   und  V   ergeben  projiziert  in  der 
Richtung  der  ^F-Achse  auf  eine  Ebene 

zwei  Gerade  g  und  g'  als  Projektionen,  deren  Gleichungen  sind: 
ßx-ay-(ßx„-ay,)  =  0, 


Es  läßt  sich  sofort  erkennen,  daß  beide  Gerade  mit  der  45"  Linie 
x-g~0 
denselben  Winkel  einschließen.  Damit  die  beiden  Figuren  in  eine 
solche  Lage  gelangen,  daß  entsprechende  Linien  parallel  werden,  ist 
die  ümklappung  der  einen  Figur  um  die  45°  Linie  erforderlich,  wie 
dieses  der  Huucksche  Satz  bes^t. 

Hiermit  ist  der  Haucksche  Satz  in  allen  Teilen  bewiesen.'} 
Wenn  es  auch  möglich  ist,  die  reziproken  Figuren  anf  ganz  ver- 
schiedene Arten  herzuleiten,  so  wird  es  doch  immer  zweckmäßig  sein, 
das  Nullsystem  und  nicht  irgend  ein  polarreziprokes  System  einer 
Fläche  zweiten  Grades  zugrunde  zu  legen,  da  nur  bei  der  Verwendung 
des  Nullsystemes  Drehungen  oder  tlmklappungen  der  einen  Fignr 
Termieden  werden. 


1)  Es  läBt  (ich  leicht  Dachweisen,  daB  durch  dieBen  Hanckschen  Satz  die 
Tetfchiedeneu  Möglich keiten  zui  Heratellnng  von  resiprokeD  Figarea  der  graphi- 
Bchen  Statik  mit  Hilfe  der  Polanjstema  yoa  Flächen  zweiter  Ordniug  noch 
nicht  enchOpft  eind.  80  x.  B.  ergeben  sich  nach  einer  Umklappang  vm  die 
46"  Linie  reziproke  Figuren,  wenn  ein  Hyperboloid  ingrunde  gelegt  und  die  Bild- 
ebene in  die  Ebene  eines  gleichseitigen  HjperbeUcbnittes  gelegt  wird.  Du  eine 
Polyeder  ist  hierbei  vom  Mittelpunkt  aus  zu  projizieren,  das  andere  Polyeder 
durch  Strahlen  parallel  zum  konjugierten  Dnrchmeaser  der  Bildebene.  Ea  ent- 
steht daher  die  Frage  nach  sämtlichen  Möglichkeiten  zur  Hentellong  von  rezi- 
proken Figurt^u,  wenn  dieselben  sich  ergeben  sollen  durch  irgend  welch«  Pro- 
jektionen von  zwei  Polyedern,  die  in  bezng  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
polarreziprok  sind,  wobei  Drehnngen  und  Umklappangen  gestattet  sind. 


3  U.  Spezielle  FKlle  i 


eziproken  Figuren. 


g  25.   Speiielle  ^lle  von  reziproken  Figuren. 

Von  den  Figuren,  die  bis  jetzt  onterBucht  sind,  sind  es  außer 
denen  des  §  22  Eriifte-  und  Seilpolygon,  sowie  die  aus  der  Methode 
von  Eddy  sich  ergebenden,  die  auf  reziproke  Figuren  führen. 

Den  Nachweis,  daß  allgemein  die  Wirkungslinien  der  Kräfte 
eines  beliebigen  Kräftesystemes  zusammen  mit  einem  zugehörigen 
Seilpolygon  einerseits  und  das  entsprechende  Kiäftepolygon  nebet 
den  Polstrahlen  andererseits,  im  Mazwellscben  Sinne  als  reziproke 
Figuren  angesehen  werden  können,  falls  die  Konstruktion  fOr  zwei 
Pole  darchgeföhrt  ist  und  somit  auch  zwei  Seilpolygone  gezeichnet 
sind,  hat  zuerst  L.  Gremona  geführt.*) 

Es  seien  l^,  lf,...l^  die  Wirkungslinien  eines  gegebenen  Gleich- 
gewichUsystemes  von  Kräften  P,,  Pj, .  . .  P,;  0,  1,  2, ...  m  sei  das 
Kräftepolygon,  wobei  infolge  des  Gleichgewichtes  derPunktn  wieder  in 


den  Punkt  0  fäUt.  FOr  die  beiden  Pole  C^  und  C^  haben  sich  die 
geschlossenen  Seilpolygone  Ä^,  Ä^,  ■  ■  ■  Ä^  und  S,,  B^,  ■ . .  5„  ergeben. 
(In  Fig.  57  a  und  67  b  sind  Tier  Kräfte  angenommen.) 

Die    Linien   der   beiden   Figuren    sind   paarweise   parallel.     Den 
Polen  entsprechen  die  beiden  Flachen,  welche  von  den  sich  ei^ebenden 


1)  Ir.  Ciemona,  Le  fignre  reciproche  nel)a  BtAtica  grsfica.    Hilano  (ISTSj. 
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Seilpolygonen  begrenzt  sind,  somit  dem  Pole  C^  in  Fig.  57  a  die 
Fläche  A^,  Aj,  A^,  A^  in  Fig.  57b.  Einem  Eckpunkte  des  Eräfte- 
polygones  entspricht  die  Fläche  des  Viereckes,  welches  durch  die 
Wirkungslinien  der  beiden  Kräfte,  die  in  dem  betreffenden  Eckpunkte 
zusaminen kommen  und  durch  diejenigen  beiden  Seiten  der  Seilpolygone 
b^renzt  sind,  die  den  nach  dem  angenommenen  Eckpunkte  des 
Kräftepolygones  gehenden  Polstrahlen  parallel  sind.  So  entspricht 
z.  B.  dem  Eckpunkt  2  des  Kraftepolygones  (Fig.  5?a)  die  Fläche  des 
Viereckes  A^A^B^Bf. 

Umgekehrt  entspricht  einem  Eckpunkte  A,  des  Seilpolygones 
eine  Dreiecksfläche,  die  b^p-enzt  ist  durch  die  beiden  Polstrahlen,  die 
parallel  sind  zu  den  in  A,  zusammenkommenden  Seiten  des  Seilpoly- 
gones und  diejenige  Seite  des  Ei^ftepolygones,  die  parallel  ist  der 
durch  .4,  gehenden  Wirknngslinie,  und  die  die  Grö&e  der  Kraft  darstellt. 
So  entspricht  z.  B.  dem  Eckpunkte  A^  des  einen  Seilpolygones  in  der 
anderen  Figur  57  a  die  Dreiecksfläche  2(7^3. 

Das  Polyeder,  welches  sich  in  Fig.  57  b  projiziert,  ist  begrenzt 
durch  vier  (infolge  der  vier  Kräfte)  ebene  Vierecke,  die  sich  in  die 
Flächen  der  Vierecke  A^AtS^B,,  J,^,B,Bj,  A^A^B^B,,  A^A^B.B^ 
projizieren  und  durch  zwei  ebene  Vierecke  (infolge  der  vier  KräA;e), 
die  sich  in  die  von  den  Seilpolygonen  begrenzten  Vierecke  AiA^A^A^ 
und  BiB^B^B^  projizieren. 

Das  Polyeder  dagegen,  das  sich  in  Fig.  57a  projiziert,  ist  ein 
Oktaeder.  Der  vierseitige  ebene  Schnitt  dieses  Oktaeders  projiziert 
sich  in  das  Viereck  0123  und  die  beiden  anderen  Eckpunkte,  die 
dann  durch  Kanten  mit  den  Eckpunkten  des  Viereckes  zu  verbinden 
sind,  in  die  beiden  Pole  Cj  und  C^. 

Analytisch  läßt  sich  der  Beweis,  daß  Kräfte  und  Seilpolygon  auf 
reziproke  Figuren  führen,  wie  F.  Klein  gezeigt  hat,  in  folgender  Art 
führen'}: 

Die  Ecken  des  Kraftepolygones  (siehe  §  14)  mit  den  Koordinaten 

0,0;   X^,  r^;  ^X„  Jt,;... 

ercbeinen  als  Orthogonale  Projektionen  von  Raumpunkten,  die  folgende 
Koordinaten  haben: 

1  i  1 

(1)  0,  0,  0;  Xi,  r,,  -  M„  ^X„  ^Yf,  -^Jf,;  ■  ■  ■; 

1)  Encjkl.  d.  matb.  Wiss,  Bd.  4,  p  364.  F.  Klein  bemerkt  hierzu,  daft 
iich  in  ganz  entaptecheader  Weise  die  allgemeine  Theorie  der  lesiptoken  Figuren 
TOD  Maxwell-Cremoaa  analytisch  formulieren  lUt. 

DKiz^,i>:,CoO<^lc 
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ebenso  der  Pol  X,  Y 
dea  Kräftepoljgones  als 
Projektion  dea  Raum- 
panktes 

(21      Z,  Y,  -  M. 
Man  ordne  nun  jedem 
Raampnnkte  |,  tj,  g  Ter-   . 
möge  des  Nnllsystemes 
(3)   ß-t~3!ri-yi 
eine  (durch  ihn  gehende) 
Ebene  zu.     Trägt  man 
hier  für  £,  ij,  g  die  Werte 
(1)  bzw.  (2)  ein,  so  er- 
hält   man     genau     die 
Ebenen    (4),   bzw.   (5) 
TOn  §  14. 

Ebenso  fahrt  die 
von  E  d  d  7  g^ebene  Me- 
thode ftlr  die  Znsam- 
mensetzung der  Eräfte 
(siebe  §  16  und  insbe- 
sondere Fig.  46)  auf  re- 
ziproke Figuren,  sobald 
für  ein  gegebenes  Qleich- 
gewichtsBjstem  Ton 
Kräften  die  Konstruk- 
tion fOr  zwei  Pole  durch- 
gefobrt  ist.  (Anm.  1, 
Seite  75.) 

In  Fig.  58  a  nnd 
Fig.  58b  ist  die  Kon-  ■'' 
straktion  ausgeführt  fQr 
vier  Kräfte  mit  den  Wir- 
kungslinien  l^,  l^,  l^,  l^. 
Die  beiden  angenom- 
menen    Pole     sind   E^ 

und  Ef.  Der  Anfangspunkt  des  Kräftepoljgones  ist  nicht  (wie  in 
Fig.46)  in  den  Pol  gelegt,  damit  sich  zwei  gesonderte  Fignren  er^ 
geben    und   so  die    Reziprozität    besser    zu   erkennen   ist     Die  Seil- 
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Züge  für  die  beideo  Pole  E^  tmd  E^  (Fig.  ÖS b)  sind  A^A^AfÄ^  nod 

In  Fig.  58a  ist  01234  das  geachlossene  Kräftepolygoo,  0  1'2'3'4 
und  0 1"  2"  3"  4  sind  die  gescblosseuen  Kräftepolygone  der  in  den 
Folatrahlen  übenden  Kräfte. 

Dem  Punkte  E^  der  Fig.  58b  entspricbt  die  Poljgonfläche 
Ol' 2' 3' 4  in  Fig.  58a,  ebenso  dem  Punkte  E^  von  Fig.  58b  in 
Fig.  58  a  die  Polygonfläche  0 1"  2"3"  4.  Dem  Punkte  -4,  von  Fig.  58b 
entspricht  die  Dreiecksfläche  Ol'l  in  Fig.  58  a,  dem  Punkte  A^  von 
Fig.  58b  entspricht  die  Yierecksfläche  1  r2'3  in  Fig.  58a  usw. 
Andererseits  entspricht  dem  Punkte  1  von  Fig.  58  a  das  Viereck 
A^AtB^B^  in  Fig.  58b  usw. 

Außerdem  sind  die  Linien  der  beiden  Figuren  paarweise  parallel. 
Die  Polyeder,  als  deren  Projektionen  Fig.  58a  und  Fig.  58b  ange- 
sehen werden  können,  lassen  sich  leicht  erkennen.  Alle  erforderlichen 
Bedingungen  dafür,  daß  die  beiden  Figuren  als  reziprok  betrachtet 
werden  dürfen,  sind  erfüllt. 

Weitere  Beispiele  von  reziproken  Figuren  sind  in  dem  Abschnitte 
über  „bestimmte  Fachwerke"  enthalten. 


Sechstes  EapiteL 
Die  Zerlegung  dei  Eräfte. 

§  26.    Die  ZeTleg^ng  einer  Kraft  in  zwei  Eomponenten. 

N^ach  dem  Satze  vom  Kraftepar&llelogramm  ist  die  Zerl^ung 
einer  Kraft  P  in  zwei  Komponenten  P^  und  Pj  durchführbar  und 
eindeutig,  sobald  die  gegebenen  WirkungsUnien  der  Komponenten 
sich  in  einem  Punkte  S  von  P  schneiden  und  nicht  beide  mit  der 
Wirkungslinie  von  P  zusammen&Ilen.  Da  es  sein  kann,  daS  der  auf 
der  Wirkungslinie  von  P  gelegene  Punkt  S  nicht  auf  dem  Blatte 
liegt,  wodurch  Schwierigkeiten  entstehen,  so  löst  Culmann  die  Auf- 
gabe, eine  g^ebene  Kraft  P  zu  zerlegen  in  zwei  Komponenten  P, 
und  Pj,  wenn  die  Angriffspunkte  derselben  und  die  Richtung  der 
einen  Komponente  gegeben  sind. 

Die  gegebene  Kraft  P  möge  in  der  Geraden  g  li^en,  während 
ihre  ÖrÖße  und  Richtung  im  Kräftepolygon  dnrch  die  Strecke  0 1 
bestimmt  ist: 

P-OT. 
Die  beiden  gesuchten  Komponenten  P,  und  Pj  sollen  dnrch  die  beiden 

i  Coogk 


S  sc.    Die  Zerlegung  einer  Kiafl  in  zwei  Eomponenten. 


Pig.  S9. 

Punkte  Ai  und  A^  gehen  (Fig.  59).  Schneiden  sieh  die  beiden  Kom- 
ponenten in  einem  Pnnkte  S  Ton  g,  so  werden  die  beiden  durch  die 
Punkte  0  und  1  parallel  zu  J^S  und  A^S  gezogenen  Geraden 

ONlA^ß, 

1N\A,S 
diese  beiden  Komponenten  nach  Oröße  und  Richtung  bestimmen,  und 
zwar  fol^  fBr  die  in  A^  angreifende  Komponente: 

und  fQr   die  in  A^  angreifende  Komponente: 
P,-Nl. 
Es  möge  nun  durch  N  eine  zu  AfA^  parallele  Linie  k  gezogen 
werden,   welche  die  Strecke  Ol  bzw.  deren  Verlängerung  in  einem 
Punkte  M  trifft.     Dann  ist: 

äOMN^ASDA,, 
AIMN'^ASDA^, 
daher 

A,D       N_M        Ä,D       NM 
SD  "OM'       SD   "  3fl  ' 
noraos  sich  durch  Division  ergibt; 

A^D  ~'mq' 
d.  h.  der  Punkt  M  teilt  die  Strecke  Ol  in  demselben  Verhältnis  wie  der 
Punkt  D  die  Strecke  A,A^. 

Durch  diese  Bedingung  ist  der  Punkt  M  vollkommen  bestimmt 
und  somit  unabhängig  von  der  Wahl  des  Punktes  S  auf  g.  Verschiebt 
sich  der  Punkt  S  auf  g,  so  bewegt  sich  der  Schnittpunkt  N  der  die 
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beiden  Kräfte  P^  und  Pf  im  Kräftepolygoa  darstellenden  Strecken 
anf  einer  ganz  bestimmten  Geraden  k,  die  parallel  ist  zur  Verbindungs- 
linie ÄiA^  der  beiden  Angriffspunkte  Ton  P^  und  P,.  F^t  der 
Punkt  ^  in  das  Unendliche,  so  daß  die  beiden  Komponenten  parallel 
zu  P  werden,  so  ist  insbesondere 

P,-'OM,  P,-~M1. 
Ist  non  außer  den  beiden  AngrifTspnnkten  A^  and  A,  die  Rich- 
tung der  einen  Komponente  z.  B.  von  P,  g^eben  und  zwar  der- 
artig, daß  die  WirkungsUnie  von  P,  die  Gerade  g  nicht  auf  dem 
Blatt«  schneidet,  so  würde  in  der  Weise  zu  verfahren  sein,  daß  zunächst 
für  einen  auf  dem  Blatte  liegenden  Punkt  S  die  Zerlegung  im  Kräfte- 
polygon  in  der  angegebenen  Weise  durchgeführt  wird,  wodurch  sich 
die  Gerade  h  ergibt.  Nachdem  k  gefunden  ist,  kann  die  Zerlegung 
von  P  leicht  fdr  jede  Richtung  von  P,  erfolgen. 

Wird  die  Richtung  der  beiden  Kräfte  P^  und  P,  umgekehrt,  so 
erhält  man  zwei  Kräfte,  welche  der  gegebenen  Kraft  P  das  Gleich- 
gewicht halten.     Es  ist  daher  auch   die  Aufgabe  gelögt,  zwei  Kräfte 

zu  finden,  welche 
durchvorgeschrie- 
bene  P  u  nkte  geben 
und  mit  einer  ge- 
gebenen Kraft  im 
Gleichgewicht  ste- 
hen. 

Zu  einer  wei- 
.1,  teren  Art  der  Zer- 
legung einer  Kraf^ 
in  zwei  Kompo- 
nenten fQhrt,  wie 
Rollender  ge- 
zeigt hat'),  die 
Methode  von 

Edd;,  und  zwar  vorzugsweise  dann,  wenn  an  die  Stelle  des  Sail- 
zuges  eine  Leitlinie  L  gesetzt  wird. 

Ks  werde  die  Leitlinie  L  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  Ä^  und  A^  gelegt.  Dieselbe  möge  die  Wirkungslinie  l  der 
gegebenen  Kraft  P  in  dem  Punkte  D  treffen  (Fig.  60).     Es  sei  jetzt 

eine  neu«  Methode  der  ZuBatomenseUimg  dei 


1)  fi.  J.  HoUeDdet,   Ubei 
Kräfte.     Leipzig  (1896),  p.  81. 
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§  87.    Die  Zerlsgnng  einer  Enft  in  drei  Komponenten.  ],33 

der  Pol  E  angenommen  und  von  demselben  ans  in  der  betreffenden 
Richtung  die  Eraft  I'~S2  angetragen.  Die  durch  den  Punkt  2 
parallel  zu  L  gezogene  Gerade  schneidet  aus  dem  Strahl  ED  den 
Endpunkt  2"  des  Komponentenpolygones  aus.  Da  die  erste  Seite  des 
Eomponentenpoljgones  in  EA^  fällt,  die  zweite  parallel  zu  EA^  ist, 
so  ei^bt  sich  der  Punkt  1'  des  Eomponentenpolygones  als  Schnitt- 
punkt der  durch  2'  za  EA^  parallel  gezogenen  Geraden  mit  der  Linie 
EA^.  Der  Punkt  1  des  Kräftepolygones,  welcher  die  beiden  gesuchten 
Komponenten  i*,  and  Pj  bestimmt,  liegt  auf  der  durch  1'  parallel  zu 
L  gezogenen  Geraden  ir.  Wird  nun  die  Wirkungsiinie  der  einen  Kom- 
ponenten, z.  B.  die  Wirkongalinie  !,  von  Pj,  angenommen,  so  schneidet 
die  zu  /j  .durch  E  gezogene  Parallele  aus  k  den  Funkt  1  des  Kmfte- 
poljgones  ans  und  die  beiden  gesuchten  Komponenten  werden: 

Pi  =  El,     P, -12. 
Damit   ist   auch   die  Wirkungsiinie   ^  der   zweiten    Komponente    P^ 
g^eben.     SoHen  insbesondere   die   beiden   Komponenten   P^    und   Pj 
parallel  zu  P  sein,  so  wird: 

Pi  =  EM,     P,  =  M2, 
wo  M  der  Schnittpunkt  der  Geraden  k  und  E2  ist 

Aach  die  in  §  19  für  die  Zosammeusetzung  von  zwei  Kräften 
gegebene  Methode  ron  A.  Kiefer  fQhrt  zu  einer  Konstruktion  filr  die 
Zerlegung  einer  Kraft  P  in  zwei  Komponenten  P,  und  Pj.*)  Es  würde 
sich  bei  der  Ausführung  dieser  Zerlegung  lediglich  darum  handeln,  in 
Fig.  51  aus  den  gegebenen  Elementen  die  Figur  zu  Terrollständigen, 
was  in  leichtester  Weise  geschehen  kann.  Diese  Art  der  Zerlegung 
hat,  wie  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte,  in  theoretischer  Rich- 
tung den  Vorzug,  daß  Verschiebungen  der  Kraft  nicht  erforderlich 
werden. 

§  27.  Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Komponenten. 
Die  Zerlegung  einer  Kraft  P  in  drei  Komponenten  P^,  P,,  P, 
ist  durcbfahrbar  und  eindeutig,  sobald  die  WirkungBlinien  der  drei 
Komponenten  ein  Dreieck  bilden  mit  nicht  zusammenfallenden  Seiten. 
Die  gebräuchlichen  Methoden  fttr  diese  Zerlegung  sind  die  von  A.  Ritter 
und  Culmann.  Außerdem  kann  die  Zerlegung  mit  Hilfe  eines  Seil- 
poljgones,  wie  durch  dieMethode  von  Hollender,  ausgeführt  werden.^) 

1)  Schweia.  Bauz.  43(1904),  p.  147  und  247.  A.  Kiefer  unt«rsacht  die  Zet- 
legung  einer  Krnft  in  xwei  and  drei  Komponenten. 
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Die  Me^iode  von  Ritter.^)  Die  Methode  von  A.  Ritter  beruht 
auf  dem  Säte  vom  staiischen  Moment.  Für  jeden  gewählten  Punkt 
als  Drehpunkt  liefert  der  Satz  vom  statiechen  Momente  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  den  drei  unbekannten  Komponenten  P,,  Pj,  P,, 
die  in  den  gegebenen  WirkungBlinien  ?,,  ?j,  {,  liegen.  Werden  daher 
drei  verschiedene  Punkte  C,,  Cj,  C^,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
als  Drehpunkte  angenommen,  und  fllr  jeden  derselben  als  Drehpunkt 
der  Satz  rom  statischen  Momente  angesetzt,  so  ergeben  sich  drei 
lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  drei  Unbekannten  P,,  P|,  Pg 
finden  lassen.  Die  hier  gestellte  Bedingung,  daß  die  drei  gewählten 
Drehpunkte  C^,  Cj,  C,  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  ist  deshalb  er- 
forderlich, da  sonst  die  drei  erhaltenen  Gleichungen  nicht  unabhängig 
Toneinandei  wären.  Da  femer  die  Momente  mit  dem  Vorzeichen  ein- 
zu^hren  sind  und  der  Kichtungssinn  der  Komponenten  and  damit  die 
Vorzeichen  der  Momente  noch  unbekannt  sind,  so  wird  man  zunächst 
die  Richtungen  der  Kräfte  in  irgendwelcher  Weise  annehmen  und 
dementsprechend  die  Vorzeichen  der  Momente  einführen.  Ist  die 
Richtung  einet  Kraft  in  falscher  Weise  angenommen,  so  wird  der  be- 
treffende Wert  der  Kraft  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  sich 
negativ  ergeben. 

TJm  nun  die  Rechnungen  zu  vereinfachen,  bzw.  die  Elimination 
von  zwei  Unbekannten  zu  vermeiden,  werden  von  Ritter  die  Schnitt- 
punkte A,  B,  C  der  WirkungsUnien  der  Komponenten  als  Drehpunkte 
verwandt.  Da  fQr  jeden  dieser  Funkte  die  Momente  von  zweien  der 
Kräfte  Null  sind,  so  folgen  drei  lineare  Gleichimgen,  von  denen  in 
jeder  nur  eine  der  unbekannten  KomponenieD  vorkommt,  nämlich  stets 
diejenige,  weiche  dem  betreffenden  als  Drehpunkt  gewählten  Schnitt- 
punkt der  Wirkungslinien  gegenüberliegt. 

Sind  h^,}i^,  hj  die  Höhenperpendikel  des  von  den  drei  Wirkungs- 
Unien li,  /,,  ^  der  Komponenten  P,,  P,,  P,  gebildeten  Dreiecks 
ABC  (Fig.  61)  und  sind  A„,  h^,  h^  die  Entfernungen  der  drei  Punkte 
A,  B,  C  von  der  Wirkungslinie  l  der  gegebenen  Kraft  P,  so  ist: 

P.A,  =  PA„, 

P,Ä.  =  PÄj, 

P.Äj  ~Ph,. 
Durch  diese  drei  Gleichungen  sind  die  drei  unbekannten  Komponenten 

1)  A.  Bitter,  Elementare  Theorie  und  Berechanng  eisemer  Dach-  oud 
BrückeDkoaBtruktionen.    HannoTer  (1SG3). 
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P„  P„  Pg  sowohl  analyiisch  wie  graj^iseh  bestininit,  ^)  Die  Richtung 
der  betreffeDden  Komponente  ist  hierbei  dureh  die  Bedingung  des 
gleichen  DrehungssianeB  gegeben. 

Sind  zwei  der  Komponenten,  z.  B.  Pj  und  P^  p&rallel,  so  daß 
der  Punkt  .^  in  das  Unendliche  fallt  und  daher  ninht  als  Drehpunkt 
zur  Bestimmung  Ton  P^  verwandt 
werden  kann,  so  wird  man  zunächst 
mit  Hilfe  der  Drehpunkte  B  und 
C  die  Komponenten  Pj  und  P, 
(oder  wenigstens  eine  derselben) 
bestimmen.  Nachdem  dieselben  ge- 
funden sind,  ergibt  sich  durch  An- 
nahme irgendeines  weiteren  Dreh- 
punktes, der  jedoch  nicht  auf  P^ 
angenommen  werden  darf,  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  Pj. 
Zweckmäßig  ist  es  hierbei,  den 
Drehpunkt  auf  einer  der  beiden 
Komponenten  P,  und  P,  an  wählen, 
damit  wenigstens  eine  dieser  beiden 

Kr&fte  herausl^t.  (Wäre  von  den  beiden  Kräften  Pj  und  ]\  zu- 
lüchgt  nur  die  eine  bestimmt,  z.  B.  P„  so  würde  der  Drehpunkt  auf 
P,  anznoebmen  sein.) 

Die  Methode  von  Culmarm.  Die  Gulmannscbe  Methode  ist  eine 
rein  graphische.  Sie  besteht  darin,  daß  die  Wirkungsliaie  der  Resul- 
tante Ton  zweien  der  Kräfte  P,,  P,,  P,  bestimmt  wird  und  dann  mit 
deren  Hilfe  das  Kräftepoljgon. 

Die  gegebene  Kraft  P  möge  in  der  Geraden  l  liegen,  die  drei 
gesuchten  Komponenten  P,,  P,,  P,  in  den  drei  gegebenen  Geraden 
Kt  'ii  hr  ^'^  ^^  Dreieck  ABC  bestimmen.  Die  Resultante  Q  der 
beiden  Kräfte  P,  und  P,  geht  einerseits  durch  den  Schnitt  Ä  von  ^ 
und  If,  andererseits,  da  Q  und  Pj  sich  zu  der  gegebenen  Kraft  P 
zusammeuselxen  lassen  müssen,  durch  den  Schnitt  D  von  2^  mit  l 
(Fig.  62).  Die  Wirkungslinie  t  von  Q  ist  daher  die  Linie  AD.  Von 
dem  Eiäftepolygon  der  drei  Kräfte  P,,  Pj,  P,  ist  die  SchluBlinie  03 


1)  Di«  Rittersche  Methode  pflegt  im  Osgenuttz  zu  der  toh  Cnlmann  ala 
eine  rein  uialftiBche  angeflehen  zu  werden.  Dies  iat  nicht  richtig,  da  eich  mit 
Momenten  auf  Qmnd  ihrer  Darstellong  durch  Flachen  sowohl  rechnen  wie  kon- 
•truiereu  l&fit.  um  z.  B.  P,  graphisch  zu  erhalten,  würde  ea  nnr  uOtig  Bein,  ein 
R«ebteck  mit  der  Orondlinie  P  und  der  Hebe  h,  auf  eine  EOhe  A,   zu  bringen. 


ogle 


126  S-  Kapitel.   Die  Zetlegnug  der  Kräfte. 

parallel  zn  l  von  der  Große  P  =■  0  3  gegeben.    Die  beiden  Parallelen 
0 1  und  31  zu  !j  und  T,  bzw. 

öTiii„  T3||r 

bestimmen  als  Schnittpunkt  den  Ptmkt  1  des  Eniftepolygones,  in  dem 
die  Kräfte  P^  und  Q  zusammenkommen: 

P, -Öl,     Q-TS. 
Jetzt  wflrde  Q  nur  noch   in  die  beiden  Komponenten  P,  und  P,  zu 
zerlegen  sein,  indem  durch  die  beiden  Eckpunkte  1  und  3  des  Kräfte- 


polygones    die   Parallelen   zu    l^   und  ^  gezogen  werden.     Ist  2  der 
Schnittpunkt  derselben,  so  ist 

Pj-T2,  P,-l3. 
Die  Methode  des  Seilpolygones.  Die  Uethode  TOn  Gulmann  läßt 
in  Stich,  wenn  keine  der  Wirkungslinien  luhth  der  Komponenten 
die  Wirknngslinie  l  der  gegebenen  Kraft  P  auf  dem  Blatte  schneidet^ 
oder,  wenn  keiner  der  drei  Puuhte  A,  B,  C  sich  auf  dem  Blatte  be- 
findet, BO  daß  die  Wirknngslinie  der  Resultante  von  zweien  der  drei 
Kräfte  nicht  gefunden  werden  kann.  In  einem  solchen  Falle  läßt 
sich  die  Zerlegung  immer  in  der  Weise  graphisch  durchfahren,  daß 
man  ein  Seilpoljgon  bestimmt  für  drei  Kräfte  mit  den  Wirkungs- 
linien  J,,  ^,  2,,  welches  die  in  {  liegende  und  g^ebene  Kraft  als 
Resultante  liefert.  ^ 
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Es  sei  zunächst  die  SchloSlinie  P  — 03  des  Kräftepolygonee 
parallel  znr  Wirknngalime  l  tob  P  gezogeo.  Die  beiden  Eckpunkte  1 
und  3  des  Eräitepolygones,  welche  die  drei  gesuchten  Eomponentea 
bestimmen: 

Pi-ÖT,     P,-T2,     P3  =  23, 
werden  dann  auf  zwei  Geraden  p  «nd  q  liegen,   die  durch  0  und  3 
gehen  und  parket  zu  l^  nnd  ^  sind: 

Pili,,  tih- 

Es  sei  non  ein  Fnnkt  C  als  Pol  fär  das  Krsftepoljgon  gewählt 
(Fig.  63)    und    durch   einen   beliebigen   Punkt  A    tod    l    die  beiden 
Parallelea  t/^  und  g^  zu  den  Polstrahlen 
CO  und  G3  gezogen: 

5,1  CO,    ».l|C3. 
Diese  beiden  Geraden  ffi  und  g^  sind 
als  die  äußersten   Seiten  des  Seilpoly- 
gonea  einzuführen  und  schneiden  somit 


ans  den  WirkungsUnien  ^  und  2,  die  beiden  Eckpunkte  Aj  und  A^ 
des  Seilpolygones  aus.  Die  beiden  Seiten  ^,  und  g^  des  Seilpolygones 
müssen  durch  die  Punkte  A^^  und  A^  gehen  und  sich  in  einem 
Punkte  Af  Ton  2,  schneiden.  Bei  einer  Bew^ung  ron  A^  auf  ^ 
erzeugen  ff^  und  ffg  daher  zwei  perspektivische   Strahlenbüschel   mit 
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den  Mittelpunkten  ^^  und  A^  und  der  perspektiTiscbea  Achse  ^.  Da 
die  Polstrahlen  Cl  und  02  parallel  zu  g,  und  g^  sein  mflssen: 

Cl|«.,  02||i,„ 
80  erzeugen  dieselben  bei  einer  Bewegung  Ton  A^  zwei  projektivische 
PunktreibeQ  auf  p  und  q.  Diese  beiden  Puoktreihen  aber  bestimmen 
einea  Kegelschnitt,  der  von  den  beiden  Geraden  p  und  q  als  Tangenten 
berührt  wird.  Um  die  erforderlichen  Bestinunungsstflcke  dieses  Kegel- 
schnittes zu  erhalten,  ist  es  nur  notwendig,  dem  Punkte  A^  Terschie- 
dene  Lagen  auf  I,  zu  erteilen,  wodurch  sich  jedesmal  durch  die  beiden 
zu  A^Äf  und  A^A^  parallelen  Strahlen  Cl  und  C2  auf  p  und  q  zwei 
entsprechend«  Punkte  der  beiden  Pnnktxeihen  und  durch  deren  gerad- 
linige Verbindung  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  ergibt. 

Es  sei  zunächst  der  Punkt  A^  auf  /,  unendlich  fem  angenommen, 
so  daß  ^j  und  g^  beide  parallel  zu  ^  werden.  Dann  fallen  die  beiden 
Polstrahlen  Cl  und  C2  in  eine  Gerade  s  zusammen,  die  durch  den 
Pol  des  Kräftepolygones  geht,  parallel  zu  ^  ist: 

Sil,, 
und    eine   weitere   Tangente   des   Kegelschnittes   sein   mufi,    da   ihre 
Schnittpunkte   D^  und  D^    mit  p   und   q   entsprechende   Punkte    der 
beiden  Punktreihen  sind. 

Um  sodann  den  Berührungspunkt  E^  der  Tangente  q  zu  erhalten, 
ist  es  erforderlich,  denjenigen  Punkt  von  q  zu  finden,  der  dem  Schnitt- 
punkt S  von  p  und  q,  als  Punkt  von  p  betrachtet,  entspricht.  Dem- 
gemäß sei  durch  A^  eine  Parallele  zu  CS  gezogen,  welche  die  Linie 
If  in  einem  Punkte  A^  trifft.  Dann  ist  der  gesuchte  Punkt  E^  auf  q 
durch  die  Bedingung  bestimmt 

a,a;\\  ce^. 

In  entsprechender  Weise  ei^bt  sich  der  Berührungspuakt  J5,  der 
Tangente  p  mit  dem  Kegelschnitt,  indem  der  Punkt  A^  auf  ^  in 
demjenigen  Punkte  A'^  angenommen  wird,  ftir  den 

Ä^A^'\CS. 
Dann  schneidet  der  zu  A^Aj'  parallele  Polstrahl  aus  p  den  gesuchten 
Berflbrungspunkt  E^^  aus. 

Hierdurch  würde  der  K^elschnitt  durch  die  beiden  Tangenten  p 
und  q,  deren  Berührungspunkte  E^  und  E^  und  durch  eine  dritte 
Tangente  s  bestimmt  sein.  Da  die  gesuchte  Seite  12  des  Ki^fte- 
polygones  auch  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  ist,  die  gleich  5 
parallel  zu  2,  ist,  so  würde  die  Bestimmung  dieser  Seite  13  des 
Kräftepolygones  auf  die  einfache  Aufgabe  hinauslaufen:  „Ein  Kegel- 
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schnitt  ist  gegeben  durcli  drei  Tangenteu  p,  q,  s  und  die  Berührungs- 
punkte El  ond  £,.  in  j>  und  q.  Es  soll  die  zweite  zu  s  parallele 
Tangente  t  des  Kegeischnittes  gefunden  werden".  Diese  Aufgabe  aber 
läBt  sich  leicht  mit  Kilfe  des  Brianchonschen  Satzes  lösen,  indem 
es  so  eingerichtet  wird,  daB  s  und  t  zwei  aufeinanderfolgende  Tan- 
genten des  umschriebenen  Secbeeckes  sind,  wobei  dann  ab  der  be- 
treffende Eckpunkt  des  Sechseckes  der  unendlich  ferne  Punkt  von  s 
einzuführen  wäre,  und  indem  weiter  die  Gerade  p  (und  ebenso  q)  als 
Grenzfall  zweier  benachbarten  Seiten  des  Sechseckes  angesehen  wird, 
deren  Scbnittpnnkt  der  Berührungspunkt  E,  ist.  Die  Gerade  EiD^ 
schneidet  aus  der  Parallelen  r  durch  S  zu  s  den  Brianchonschen 
Punkt  B  ans  und  die  Gerade  BE^  alsdann  aus  p  den  Schnittpunkt 
der  gesuchten  Tangente  t  mit  p,  somit  den  Punkt  1  des  Kräfte- 
polygones,  woraus  sich  auch  der  Eckpunkt  2  des  Kraftepol^gones 
durch  die  Bedingung: 

12  ;i  /, 

ergibt.  Kachdem  so  die  Punkte  1  und  2  des  Ejäftepoljgones  und 
damit  die  drei  gesuchten  Kräfte  P],  P,,  i*,  gefunden  sind,  können 
die  Seiten  g^  und  <7,  des  Seilpoljgones  gez<^en  werden,  doch  ist 
eine    solche  VerroUständigung   des   Seilpolygones   nicht   erforderlich. 

Methode  von  Sollender.  Wie  bei  zwei  Kniften  ist  auch  bei 
drei  Kräften  von  Hollender  die  für  die  Zusammensetzung  der 
Klüfte  g^ebeoe  Methode  von  Eddy  für  die  Zerlegung  der  Kräfte 
verwandt. ') 

An  die  Stelle  des  Seilzuges  ist  wieder  die  Leitlinie  L  gesetzt. 
Der  Pol  E  und  die  Leitlinie  L  seien  beliebig  angenommen.  Die  Ge- 
rade L  möge  die  Wirkungslinie  l  der  gegebenen  Kraft  P  im  Punkte  A 
und  die  Wirkungslinien  I,,  l^,  I,  der  drei  gesuchten  Komponenten  in 
den  Punkten  Ä^,  Ä^,  A,  treffen. 

Die  SchluBlinie  des  Kräftepolygons  £3  —  P  ist  dann  bekannt 
und  ebenso  der  Endpunkt  3'  des  Komponentenpolygones  als  tJchnitt 
der  Linie  EA  mit  der  dorch  den  Punkt  3  gezogenen  Parallelen  zur 
Leitlinie  X  (Fig.  64).  Nachdem  so  3'  ge^nden  ist,  sind  die  vier  ge- 
raden Linien  gegeben,  auf  denen  die  zwei  weiteren  Eckpunkte  1,  2 
des  Kräftepoljgooes  und  die  Eckpunkte  1',  2'  des  Komponenten- 
polygones liegen,  nämlich  der  Punkt  1  auf  der  Parallelen  durch  E 
zu  l^,  2   auf  der  Parallelen   durch  3  zu  l,,   V  auf  EA^,   2'   auf  der 

1)  H.  i.  Holunder,  Über  eine  neue  Uethode  der  Zusammensetzung  der 
KAfta,  Letpsig  189B,  p.  23.  ^ 
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ParalleleD  dnrch  3'  zu  £A^..    Da  außerdem   die  Richtungen  der  vier 
Seiten  des  Viereckes  1,  2,  2',  1'  bekannt  sind,  nämlich: 

T2]lt,      V2'\\EAi,      rr||22'|X, 

BD  ^nft  die  Bestimmung  der  vier  Punkte  1,  2,  2',  1'  auf  die  bekannte 


nnd  durch  zweimaliges  Probieren  zu  lösende  Aufgabe  hinaus,  ein 
Viereck  zu  konstruieren,  dessen  Seiten  gegebene  Richtungen  haben 
and  dessen  Eckpunkte  in  gegebenen  Linien  liegen. 

Für  die  analytische  Bestimmung  der  Komponenten  ist  die 
Methode  ron  Ritter  äußerst  bequem  und  wird  in  solchen  Fällen 
&st  immer  angewandt.  Für  die  graphische  Bestimmung  der  Eom- 
pouentea  ist  die  Culmannsche  Methode  die  ein&chste  nnd  hat  vor 
der  Methode  von  Ritter  den  Vorzug,  daß  sie  alle  drei  Komponenten 
auf  einmal  liefert.  Versagen  die  Methoden  von  Culmann  und  Ritter 
bei  der  graphischen  Zerlegung,  so  werden  stets  die  beiden  anderen 
Methoden,   wenn  auch  in  weniger  einfacher  Weise  zum  Ziele  führen. 

Werden  die  Richtungen  der  drei  gefundenen  Komponenten  um- 
gekehrt, so  erhält  man  drei  Kräfte  in  gegebenen  Wirkungslinien,  die 
mit  einer  gegebenen  Kraft  im  Gleichgewicht  stehn,  Es  ist  somit  gleich- 
zeitig die  Aufgabe  gelöst,  drei  Kräfte  in  voi^eschriebenen  Wirkungs- 
linien  zu  finden,  die  einer  gegebenen  Kraft  das  Gleichgewicht  halten. 
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Dieue  Methoden  der  Zerlegung  der  Kräfte  in  zwei  und  in  drei 
Komponenten  werden  später  Wichtigkeit  erlangen,  wenn  es  sich  um 
die  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  bei  einem  belasteten  Balken 
oder  einem  Fachwerke  bandelt  oder  wenn  die  Spannungen  im  Fach- 
werke gefanden  werden  Bollen. 

Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  mehr  als  drei  Komponenten  ist, 
falls  dieselbe  Oberhaupt  durchführbar  ist,  vieldeutig.  Die  Zerlegung 
der  Kräfte  in  der  Ebene  ist  somit  durch  die  Zerlegung  einer  Kraft 
in  zwei  und  drei  Komponenten  als  erledigt  zu  betrachten. 
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Das  ebene  Eräftesystem.    Anwendungen. 

Siebentes  Kapitel. 
firaphisctte  Schwerpnnktsbesttmmnng. 

§  28.  AUgemeinee.  Schwerpunkt  eines  Syatemes  von  Uusenpnnkten. 

Aus  dem  in  §  6  hei^eleiteten  Sats  vom  Mütdpitnkte  eines  Systemes 
von  paraUden  Kräften  folgt  auf  Schwerkräfte  angewandt  sofort  das 
Yorbandensein  eines  ganz  bestimmten  Schwerpunktes,  in  dem,  falla 
es  sich  lediglich  nm  die  Zusammensetzung  aller  Schwerkräil«  handelt, 
die  gesamte  Schwerkraft  des  Systemes  angreifend  gedacht  werden  kann. 

Ohne  die  Untersuchungen  des  §  6  Toraussetzen  zn  müssen,  läBt 
sich  in  ganz  elementarer  Weise  das  Vorhandensein  eines  Schwer- 
punktes in  folgender  Art  durch  einen  Schluß  tou  »  auf  n+  \  be- 
weisen: 

Es  seien  zunächst  zwei  Punkte  A^  and  A^  angenommen,  in  denen 
die  beiden  Schwerkräfte  (?,  und  (?,  angreifen.  Diese  beiden  Kräfte 
6}  und  Gy  werden  sich  zu  einer  parallelen  resultierenden  Kraft  ron 
der  Größe 

vereinigen,  deren  Wirkungalinie  die  Verbindungslinie  der  beiden  An- 
griffspunkte Ai  und  A^  in  einem  Punkte  S^  schneiden  möge.  Wird 
für  diesen  Punkt  S,  als  Drehpunkt  der  Satz  vom  statischen  Momente 
der  Kräfte  angesetzt,  so  folgt: 

oder 

G^■.Gy-S^A,:S^A^. 

Da  hiernach  der  Punkt  S,  die  Strecke  A^A^  im  umgekehrten  Ver- 
hältnis der  beiden  Schwerkräfte  teilt,  so  ist  derselbe  unabhängig  von 
der  für  die  beiden  Schwerkräfte  Gi  und  G,  angenommenen  Richtong 
und  kann  somit  als  Angriffspunkt  der  resultierenden  Schwerkraft  an- 
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gesehen    werden.     Wenn  jetzt   die   beiden   Schwerkräfte   G,    und   Gj 

am  ihre  Angriffspunkte  ^  and  A^  gedreht  werden,  aber  so,  daß  sie 

sich  stets  parallel  bleiben,  so  dreht  sich  die  resultierende  Schwerkraft 

G,  +  G^  nm  diesen   Punkt  S^.     Daher  würde  der  Punkt  S^,   dessen 

Lage  anf  A^A^  geometrisch   bestimmt  ist,  der  Schwerpunkt  fDr  die 

beiden  in  A^  und  Aj  angreifenden  Schwerkräfte  G,  und  Gj  sein. 

Es  seien  jetzt  drei   Schwerkräfte  G,,  G}>  G,  mit  den  ÄngrifTs- 

pnnkten  Aj,  A^,  A^  angenommen.     Nachdem  für  zwei  Schwerkräfte 

der  Schwerpunkt  nachgewiesen  ist,  können  die  beiden  in  A,  und  A^ 

angreifenden   Schwerkräfte    G,    und    G,    ersetzt    werden    durch    eine 

einzige  Schwerkraft  j-,i       ^         /-i 

vr  —  Gl  +  Gj, 

welche  den  ganz  bestimmten  anf  A^Af  gelegenen  Punkt  iS,  zum  An- 
griffspunkt hat.  Für  die  in  iS,  angreifende  Schwerkraft  G'  und  die 
in  Ag  angreifende  Schwerkraft  G,  läßt  sich  in  gleicher  Weise  ein 
Schwerpunkt  S^  finden  läSt,  der  auf  der  Linie  S^A^  liegt  und  dieselbe 
im  umgekehrten  VerhältniB  der  Schwerkräfte  G'  und  G,  teilt. 
Dieser  Punkt  Sj  ist  dann  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  für  die 
drei  Schwerkräfte  G,,  G,,  G,  mit  den  Angriffspunkten  A,,  A^,  A^, 
wodurch  das  Vorbandensein  eines  ganz  bestimmten  Schweipunktes 
auch  fdr  drei  Schwerkräfte  mit  TOigeschriebenen  Angriffspunkten 
nachgewiesen  ist.  Da  in  dieser  Weise  beliebig  fortgefahren  werden 
kann,  so  is*  hiermit  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Schwerliräften 
mit  gegfi)enen  Angriffspunkten  das  Vorhandensein  eines  Schwerpunktes 
nachgewiesen,  welcher  unabhängig  von  der  für  die  Schwerkräfte  an- 
genommenen  Sichtung  als  Angriffspunkt  der  resultierenden  Schwerkraft 
betrachtet  werden  darf. 

Nachdem  das  Vorhandensein  eines  Schwerpunktes  allgemein  nach- 
gewiesen ist,  können  die  Koordinaten  desselben  leicht  durch  den  Saiz 
vom  gotischen  Momente  gefunden  werden. 

Kacb  Annahme  eines  rechtwinkligen  Koordinatensjstemes  seien 
allgemein  die  Schwerkräfte  mit  G^  und  die  Koordinaten  der  Angriffs- 
punkte mit  Xf,  y^  bezeichnet,  andererseits  seien  x,  und  y^  die  Koordi- 
naten des  gesuchten  Schwerpunktes. 

Die  EriUte  G,  seien  zunächst  in  der  Richtung  der  y-Achse  an- 
genominen,  so  daß  die  in  x„  y,  angreifende  resultierende  Schwerkraft 
auch  diese  Richtung  besitzt.  Da  für  den  Nullpunkt  als  Drehpunkt 
die  Momentensumme  der  einzelnen  Schwerkräfte  Gj  gleich  dem  Mo- 
mente der  resultierenden  Schwerkraft: 

G-2Gi 

Disitized^yGOOgle 
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ist,  80  folgt  die  Gleichung: 

(la)  x,-^Gt^^G,x,. 

Werden  andererseits  die  Kräfte  G^  parallel  der  x-Aclise  angenommen, 

80  ergibt  sich  in  gleicher  Weise: 

(ib)  ).-2a,-So,v,- 

FQr  die  Koordinaten   des  Schwerpunktes  erhält  man   daher  in  Üher- 
einstimmang  mit  den  Gleichungen  (10)  von  §  6: 

Jede  dieser  Gleichungen  fQr  sich  betrachtet  stellt  eine  Gerade 
dar,  auf  welcher  der  Schwerpunkt  liegt.  Da  auch  bei  der  graphischen 
Bestimmung  des  Schwerpunktes  derselbe  meistens  dadurch  erhalten 
wird,  daß  zwei  gerade  Linien  gefunden  werden,  auf  denen  der 
Schwerpunkt  li^t,  und  die  somit  durch  ihren  Schnitt  den  Schwer- 
punkt bestimmen,  so  sei  allgemein  jede  Gerade,  die  den  Schwerpunkt 
enthält,  eine  Schwerlinie  genannt.     Dann  ergibt  Bich  der  Satz: 

Der  Schwerpunkt  ist  durch  zwei  Schwerlinien  bestimmt 

In  vielen  Fällen  rereinfacht  sich  die  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes dadurch,  daß  sich  von  romherein  eine  Schwerlinie  angeben 
läßt.  Dies  tritt  wesentlich  daun  auf,  wenn  eine  Symmetrielinie  ftlr 
die  Schwerkräfte  vorhanden  ist.  Ist  nämlich  eine  Gerade  g  eine  Sym- 
metrielinie und  werden  die  Kräfte  parallel  zu  g  angenommen,  so  wird 
sich  jeder  Schwerkraft  eine  andere  gleich  große  zuordnen  lassen,  die 
auf  der  anderen  Seite  von  g  liegt  und  dieselbe  Entfernung  von  g  hat. 
Die  Resultante  sämtlicher  Schwerkräfte  fällt  somit  in  die  Gerade  </, 
also  muß  g  eine  Schwerlinie  sein.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Jede  Symmetrieliaie  der  Schwerkräfte  ist  eine  Schwerlinie. 

Hierbei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  Symmetrie  eine  orthogonale 
oder  eine  schiefe  ist. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  graphische  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes eines  Punktsystemes,  so  ergeben  sich  aus  den  vorstehenden 
Betrachtungen  sofort  mehrere  Methoden,  die  teils  auf  mehr  geometri- 
scher, teils  auf  statischer  Grundlage  beruhen. 

1.  Methode.  Sind  nur  zwei  Schwerkräfte  G,  und  G,  mit  den 
Angriffspunkten  Ai  und  A^  vorhanden,  so  wird  sich  deren  Schwer- 
punkt i?j  auf  dtr  Linie  A^A^   ergeben,   indem   dieselbe  in  dem  7er- 
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hältni^e  G, :  G^  geteilt  wird.  Sind  drei  Schwerkräfte  G^,  G,,  G^ 
mit  den  ÄngrifTsptiiikten  Ä^,  A^,  Ä^  gegeben,  so  wird  nach  Bestim- 
moDg  des  Schwerpunktes  iS^  von  G^  und  Cr,  der  Schwerpunkt  S^ 
TOn  Gl,  Gi,  Gg  erhalten,  indem  die  Strecke  ÄfS^  in  dem  Verhältnis 
Gl  +  G, :  Gj  geteilt  wird  usw. 

Allgemeiti  kann  bei  n  Schwerkräften  G,,  Gj, ...  G,  mit  den 
Ängri fispunkten  Ä^,  A^,  .  .  .  A^  der  Schwerponkt  bestimmt  werden, 
indem  n— Inial  eine  Strecke  iu  einem  g^ebenen  Verhältnis  ge- 
teilt wird. 

2.  Methode.  Von  L.  Gremona  wird  der  Schwerpunkt  eines 
Panktsjetemes  gefunden  durch  Konstruktion  der  durch  die  Glei- 
chungen (la)  und  (Ib)  bestimmten  Koordinaten  x,  und  y,.^) 

Die  Ausdrücke  G^x^  und  ebenso  G^y^  lassen  sich  sla  die  Flächen 
von  Rechtecken  mit  den  Seiten  Gf,  x^  bzw.  G„  y,  betrachten.  Dann 
sind: 

^GtXt     und     2G,y, 

eben&Us  Flächen  von  Rechtecken  und  zwar  diejenigen  Rechtecks- 
flächen, die  sich  durch  geometrische  Addition  der  Rechtecksflacfaen 
G^Xf  bzw.  G^y|  ei^eben.  Um  diese  beiden  Summen  zu  erhalten,  wird 
es  nur  notwendig  sein,  sämtliche  Rechtecke  G^x^  und  G,-y,  auf  die- 
selbe Grundlinie  zu  bringen,  damit  die  Höhen  addiert  werden  können. 
In  Rflcksicht  auf  die  linke  Seite  der  Gleichungen  (la)  and  (Ib)  ist 
es  zweckmäßig  gleich  sämtliche  Rechtecke  G^x^  und  G^^j  auf  die  ge- 
meinsame Grundlinie 

ZU  bringen,  so  daß  sich  x,  und  y,  durch  geometrische  Addition  der 
Höhen  der  bei  dieser  F^chenverwandlung  erhaltenen  Rechtecke  G|:r^ 
bzw.  Gj^j  ergeben.  Durch  a;,  und  y,  würden  zwei  Schwerlinien  und 
durch  ihren  Schnitt  der  Schwerpunkt  bestimmt  sein. 

Da  jedoch  die  Gleichungeu'  (la)  und  (Ib)  lediglich  der  analj- 
tische  Ausdruck  iür  den  Satz  vom  statischen  Momente  sind  und  zwar 
einerseits  für  vertikale  und  andererseits  für  horizontale  Kräfte  G^,  so 
läßt  sich  unter  Verallgemeinerung  die  Methode  von  Cremona  in 
folgender  Weise  auffassen: 

Für  zwei  verschiedene  Richtungen  der  Schwerkräfte  seien  die 
Resultanten  bestimmt  und  zwar  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  statischen 

1)  L.  Cremona,  „Elemente  dee  graphiBoben  Ealkiila",  übergetzt  von  U. 
Cnitte,  Leipzig  (1876)  p.  81f.  -.  , 
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Moment    Aei  Kräfte,  also  etwa  oach    der  Metbode  von  §  7.     Diese 
beiden  Resultanten  schneiden  sich  dann  im  Schwerpunkt. 

Die  Zahl  der  hier  bei  «  Schwerkräften  vorzonehmenden  2»  Ver- 
wandlungen von  Rechtecken  wird  von  Cremona  durch  Einführung 
von  Polarkoordiosten  auf  die  Hälfte  gebracht.    Wird  lüimlich  gesetzt: 


80  werden  die  Schwerpunktskoordinaten: 

'■''^^- 
Es  seien  nun  die  Reohtecks&achen  G-^Ti  sämtlich  auf  eine  gemeinsame 
Grundlinie  und  zwar  am  besten  auf  die  Grandlinie  ^(r^  gebracht 
Werden   mit   Ä,   die    hierbei    erhaltenen   Höhen    der   Rechtecke    be- 
zeichnet, so  ist 

G.r,  -  h, .  ^G, 
and  daher  der  Schwerpunkt  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 
X,  =  ^hf  coea,, 
y,  ^  ^/ij  sin  a, . 
Diese  Gleicbimgen  sagen  aber  nichts  anderes  aus,  als  daß  der  Schwer- 
punkt, der  Endpunkt  eines  im  Nullpunkt  beginnenden  Linienzuges  ist, 
dessen  Seiten  die  Richtungen   der  Linien  OAy,  OAj,...,  OA^  haben, 
wenn  A^,  A^, ...  .^  die  Ängriffspnukte  der  Schwerkräfte  sind,  wobei 
die  Längen  der  Seiten  dieses   Linienzuges  gleich  den   Hohen  h,  der 
erhaltenen  Rechtecke  werden. 

Bei  dieser  Ausführung  der  Methode  würden  bei  n  Schwerkräften 
nur  «  Verwandlungen  von  Kechtecksflächen  vorzunehmen  sein.  Dann 
mUßte  aber  noch  ein  Linienzug  gezeichnet  werden,  dessen  Seiten  vor- 
geschriebene Richtung  und  Lange  besitzen.  Der  Endpunkt  des  am 
Nullpunkt  beginnenden  Linienzuges  ist  der  gesuchte  Schwerpunkt. 

In  Fig.  65  ist  in  dieser  Weise  der  Schwerpunkt  S  für  vier 
Schwerkräfte  Gi,  G^,  0^,0^  mit  den  Angriffspunkten  A^,  A^,  A^,  A^ 
bestimmt.     Um  die  Rechtecke 

G,t-,  =  G,0^„  G,r,  =  GjOA,  G,r^=G,OA^,  G^f^-G^-OJ. 
in  einfachster  Weise  auf  dieselbe  Grundlinie  zu  bringen,  sind  vier 
Kräfte  von  den  Größen  G,,  G,,  G,,  G^  angenommen,  die  durch  die 
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Tier  AngriSsponkte  A^,  A^,  A^,  A^  gehen   und  aenkrecht  stehen  auf 
den  Radien   OA^,  OA^,  OA^,  OA^.    Dann  sind  die  gesuchteu  Höhen 
A,,  hf,  Ag,  h^  der  Rechtecke  die  auf  die  Basis 
G.  +  G,  +  G,  +  G, 
gehracbten  Momente  der  vier  Ktäfte  and  zwar  fQr  den  Drehpunkt  0. 
Nach    der    ersten    graphischen    Methode   von   §  4    sind   die    Hohen 


A,,  Aj,  hg,  Äj    der   Rechtecke    gefunden.      Der   Radius    des    um    den 
Punkt   O  heschriebenen  Kreises  hat  hierbei  die  Länge 

G,  4-  G,  +  G,  +  G*. 
Der   Linienzugy   der   mit    dem  Punkt   0   beginnt    und   dessen   Seiten 
Ol,   12,  23,  SS  parallel  zu  den  Radien  OA^,  OA^,  0A„  OA^  sind: 

0^,101,     OJ,  il2,     OA,';23,     0A^    3S, 
während  die  Längen  dieser  Seiten  sind: 

ÖT=Ai,     12  =  *,,     23 -A,,     3S-h^, 
bestimmt  durch  seinen  Endpunkt  5  den  Schwerpunkt. 

3.  MeÜtoäe.  Allgemein  UBt  sieb  der  Schwerpunkt  eines  Punkt- 
sTstemes  finden,  indem  die  Schwerkräfte  in  zwei  rerschiedenen  Rich- 
tungen wirkend  augenommen  und  dann  nach  it^endeiner  der  für  die         . 
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grspliiBclie  ZusammeoBetzang  der  Kräfte  gegebenen  Methoden  zn  einer 
Resultanten  Tereinigt  werden.  Der  Schwerpankt  ist  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Besultanten.  Wird  beidemale  die  Znaammensetzung  der 
Krfifte  durch  Kräfte  »rnd  Seilpolygon,  wie  dieses  bei  Cnlmaan  ge- 
schieht, dnrchgefahrt,  so  wOrden  zwei  Kräfte-  und  zwei  Seilpolygooe 
zu  zeichnen  sein.  Das  zweite  Kräfte  pol jgon  läBt  sich  vermeiden, 
wenn  die  SchwerkräftrS  das  eine  Mal  horizontal  und  das  andere  Mal 
vertikal  angenonunen  und  die  Seiten  des  zweiten  Seilpoljgones  bei 
derselben  Anordnung  der  Kräfte  senkrecht  zu  den  gleichvielten  Seiten 

4.- 


dos  ersten  Seilpolygons  gezogen  werden.  Ein  derartiges  Seilpolygon 
ei^ibt  sich  nämlich,  wenn  unter  Beibehaltung  der  Reihenfolge  der 
Kräfte  dem  Pole  des  Kräftepolygones  beidemale  dieselbe  relative  Lage 
gegeuQber  dem  in  eine  horizontale  bzw.  in  eine  vertikale  Gerade  fal- 
lenden Kräftepolygon  erteilt  wird. 

In  dieser  Weise  ist  für  die  vier  Schwerkräfte,  die  in  A^,  Aj,  Ä^,  A^ 
angreifen  (Fig.  66)  und  deren  Größen  aus  dem  gezeichneten  Kräfte- 
polygon zu  ersehen  sind,  der  Schwerpunkt  S  gefunden. 

Dag  zweite  Seilpolygon  läßt  sich  vermeiden  durch  eine  Verbin- 
dung mit  der  ersten  Methode,  indem  nämlich  berflcksichtigt  wird, 
daß  der  Schwerpunkt  5^  von  zwei  Punkten  Ai  und  .d.  anf  der  Ver- 
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bindangslinie  AiA^,  der  Schwerpunkt  von   drei   PimkteD  A^,  A^,  A^ 
alsdann  anf  der  VerbiDdungsIinie  S^A^  liegen  luiiß  usw. 

In  Fig.  67  ist  in  dieser  Weise  für  die  vier  Punkte  A,,  A^,  A^,  A^, 
deren  Schwerkr&fte  eich  aus  dem  gezeichneten  KräftepolygOQ  erkennen 
lassen,  der  Schwerpunkt  S  gefunden.  Die  Kräfte  sind  vertikal  an- 
genommen und  für  dieselben  ein  Enlftepolygon  und  ein  Seilpolygon 
gezeichnet    Die  Gerade  j),,  in  der  die  Resultante  der  Kräfte  £r,  und 


<?,  liegt,  schneidet  aus  A^A^  den  Schwerpunkt  S,  der  beiden  Schwer- 
kräfte Gl  und  6j  ans.  Dadurch  ist  die  Gerade  S^A^  bestimmt,  auf 
der  der  Schwerpunkt  Sj  der  drei  Kräfte  Gi,  Gj,  Gj  liegt.  Die  Ge- 
rade 2>j,  in  der  die  Resultante  von  G,,  G,,  G,  liegt,  schneidet  ans 
SjjIj  den  Punkt  S^  aus.  Der  Sohwerpunkt  S  der  vier  Schwerkräfte 
ergibt  sich  dann  als  Schnittpunkt  der  Linie  S^A^  mit  der  durch  den 
Schnitt  der  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  bestimmten  Wirkungs- 
linie der  Resultante  der  vier  Kräfte  G,,  Gj,  Gj,  G^. 

S<^werpunki  von  Linien.  Durch  die  entwickelten  Konstruktionen 
ist  gleichzeitig  die  Schwerpunktsbestimmung  für  ein  Liniensjstem  er- 
ledigt, das  gleichmäßig  mit  Masse  belegt  ist. 

Da  der  Schwerpunkt  einer  geraden  Strecke  in  der  Mitte  der- 
selben li^,  während  die  betreffende  Schwerkraft  der  Länge  der 
Strecke  proportional  ist,  so  wird  sich  der  Schwerpunkt  eines  Systemes 
von    geradmi  Strecken    eigeben,   indem    diese   Strecken   durch   ihnen 
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proportionale  Schwerki^fte  ersetzt  werden,  die  in  den  Mitten  der 
Linien  ihre  Angriäspunkte  haben.  Der  Schwerpunkt  eines  Systemes 
von  geraden  Strecken  ist  hierdurch  zar&ckgefiihrt  auf  den  Schwer- 
punkt eines  Pnnktsystemes. 

Andererseits  wird  der  Schwerpunkt  einer  Kurve  ermittelt  werden 
können,  indem  dieselbe  dnrch  eine  gebrochene  Strecke  ersetzt  wird, 
die  sich  der  Kurve  möglichst  anschmiß,  Der  Schwerpunkt  einer 
Kurve  wQrde  damit  auch  zurflckgefQhrt  sein  auf  den  Schwerpunkt 
eines  Punktsysteme«. 

§  29.  a«ometTl8ohe  ICethoden  für  den  Schwerpunkt  von  Polygon- 
fl&ohen. 
Bei  den  folgenden  Schwer punktsbesti  mm  ungen  von  Polygon- 
flächen sind  die  Flächen  stets  gleichmäßig  mit  Masse  belegt  gedacht, 
so  daß  die  Schwerkräfte  der  einzelnen  Flächen  stets  proportional  den 
Inhalten  derselben  sind. 

Schwerpunkt  des  Dreieckes.  Da  bei  einem  Dreieck  die  Verbin- 
dimgslinien  der  Eckpunkte 
A,  B,  Cmit  den  Mitten  A,, 
B^,  Ci  der  gegenfiberl legen- 
den Seiten  Symmetrielinien, 
also  auch  Schwerliuien  sind, 
so  folgt: 

Der    ScJiu-erpimkt    eines 
Dreiecks  ist  der  Schnit^nkt 
der  Verbindungslinien  der  Eck- 
punkte  mit   den   Mitten    der 
"'■  **■  gegenüberliegenden  Seiten. 

Dieser  Schwerpunkt  hat  dann  von  einer  als  Grundlinie  betrach- 
teten Seite  des  Dreiecks  eine  Entfernung  gleich  */,  der  Höhe. 

Werden  durch  die  drei  Eckpunkte  A,  B,  C  eines  Dreiecks  Parallele 
zu  den  gegenüberliegenden  Seiten  gezogen  (Fig.  68),  so  ergibt  sich 
ein  dem  ersten  Dreieck  ähnliches  Dreieck  A'B'C,  welches  denselben 
Schwerpunkt  rS  hat.  Die  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  mit  den 
Mitten  der  gegenüberliegenden  Seiten  fallen  bei  beiden  Dreiecken  zu- 


Scliwerpwnkt  des  Farcälelogrammes.  Ebenfalls  aus  den  Symmetrie- 
verhältnissen folgt,  daß  der  ScJiuerpunU  des  ParedMogrammes  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Diagonalen  ist.  Derselbe  hat  dann  von  der 
Grundlinie  eine  Entfernung  gleich  der  halben  Höhe. 
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Schtcerpunkt  des  Trapeees.  Bei  einem  Trapez  ÄBCD  ist  za- 
nächst  die  VerbiodoDgalinie  der  Mitten  der  beiden  panllelen  Seiten 
als  S3rnimetrielinie  eine  Schwerlime.    Eine  weitere  Scliwerlinie,  welche 


alsdann  den  Schwerponkt  beetimmt,  ergibt  sich  nach  Gnlmann, 
indem  die  beiden  parnllelen  Seiten  von  den  Eckpunkten  B  und  D 
oder  A  und  C  ans  nach  verBchiedenen  Seiten  aufgetragen  (Fig.  69)  und 
die  so  erhaltenen  Punkte  G  und  H  miteinander  verbunden  werden. 

Um  die  eich  hieraus  ei^ebende  Konstruktion  zu  beweisen,  sei 
das  Trapez  ÄBCD  durch  die  Linie  CC^  in  ein  Parallelogramm  AC^CD 
nnd  ein  Dreieck  G^BG  zerlegt  (Fig.  70).    Dann  wird  die  Verbindui^p- 


iinie  des  Schwerpunktes  S,  des  ParaUelogrammeB  und  des  Schwer- 
panktes  S^  des  Dreieckes  eine  Schwerlinie  des  Trapezes  sein.  Diese 
Linie  S^S,  schneidet  die  Seite  AB  in  dem  früheren  Punkte  G,  der 
von  B  die  Entfernung 

BG-^GD-b 
hat    Werden  nämlich  durch  die  beiden  Schwerpunkte  .iSj  und  S^  die 
Parallelen  zu  der  Seite  AD  gezogen 

8iP,S,Q'\AD, 


so  ist: 
oder 

(1) 


GP-.GQ-^:-; 
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Nnn  ist: 

top-  GB+a~i 

(2) 

\GQ-GB  +  l(a-b). 

Durch  Einsetzong  dieser  Werte  in  Gleichung  (1)  folgt  tatsächlich: 

GB  =  h. 
Ebenso  ergibt  sich: 

BD-a, 

womit  die  Eonetraktion  von  Calmanu  bewiesen  ist. 

Eine  weitere  rasch  zum  Ziele  führende  Methode,  am  den  Schwer- 
punkt eines  Trapezes  ABCD  auf  der  Verbindongslinie  EF  der  Mitten 
der  parallelen  Seiten  zu  erhalten,  wird  von  G.  Land  gegeben.*)  Wird 
nämlich  zu  der  einen  Di^onalen  z.  B.  AC  die   Parallele  durch   den 


Eckpunkt  D  gezogen  (Fig.  71a)  und  schneidet  dieselbe  die  Linie  EF 
in  G,  so  ist  der  Schwerpunkt  S  auf  EF  bestimmt  durch  die  Be- 
dingung 

ES-\  EG. 
Zum  Beweise  dieser  Konstruktion  seien  die  Schwerpunkte  Sj  and 
5j  der  beiden  Dreiecke  DAB  und  BCB  gefunden.    Der  Schweiz 
punkt  S  muß  dann  der  Schnittpunkt  sein  der  Linien  EF  und  S^S^ 
(Fig.  71b).     Nun  ist: 

S^S,\\AC[I)G. 
Da  aber 

ES^-\ED, 
so  folgt 

£S  =  i  EG, 
was  zu  beweisen  war. 

I)  Zentralblatt  d.  Bauveivaltung  14  (1891)  p.  468,  siahe   auch  Deutsche 
Banz.  29  (1895)  p.  127  n.  S28.    (Siehe  Anm.  1,  Seil«  147.) 
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Änfier  die  Ben  speziellen  Methoden  können  natürllcli  auch  die 
samtlieben  allgemeinen  Methoden,  die  für  das  beliebige  Viereck  noch 
gegeben  werden,  bei  der  Bestimmung  des  Scbfrerpunktes  eines  Tra- 
pezes zur  Verwendung  gelangen.  ^ 

Schwerpunkt  des  unregdmäßigen  Viereckes.  Um  den  Schwerpunkt 
S  eines  beliebigen  Viereekee  ABCD  zu  Snden,  sei  dasselbe  durch 
die  E>i^onaIe  BD 
in  die  beiden  Drei- 
ecke BA  D  and 
BCD  zerlegt,  de- 
ren Schwerpunkte 
S,  ond  Sj  sich  er- 
geben, indem  die 
Mitte  Edieser  Dia- 
gonale mit  den 
Punkten  Ä  und  C 
verbunden  und 
dann  die  Geraden 
EA  und  EC  in 
drei  Teile  geteilt 
werden: 


(3) 


Flg.  IS. 

iES^=\AE, 
\ES^~\CE. 

Die  Verbindungslinie  S^S^  der  Schwerpunkte  der  beiden  Dreiecke  ist 
eine  Schwerlinie  des  Viereckes  ABCD.  Dieselbe  möge  die  Diago- 
nale BD  in  L  schneiden  (Fig.  72).  Ist  auf  dieser  Schwerlinie  S^S^ 
der  Schwerpunkt  S  des  Viereckes  gefunden,  so  muB  nach  dem  „Satze 
Tom  statischen  Moment"  sein: 


oder 


AB  AD  ■  S,S  -  ABCD  ■  S^S 


ABCD 
' ABÄD' 


Infolge  der  gemeinsamen  Orundlinie  BD  verhalten  sich  die  Inhalte 
der  beiden  Dreiecke  SAD  und  BCD  wie  die  von  den  Eckpunkten 
A  und  C  auf  BD  gefällten  Höhenperpendikel,  somit  auch  wie  die 
Abstände  der  beiden  Schwerpunkte  S^  und  S^  von  der  gemeinsamen 
Grundlinie  BD,  also  auch  wie  SiL-.S^L.     Es  folgt  somit: 


ABCD  _ 
ABAD  ~ 


S,L 
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und  daher 

S,S      S^L^ 

was  nur  möglich  ist,  wenn 

,.,  iS,S  —  S,L  und 

Um  somit  den  Schu/erputikt  S  des  Viereckes  eu  erhalten,  ist  es  nur 
nötig,  die  leiden  Abschnitte  der  Linie  S,iS,  eu  verUmachen  bew.  vom 
Punkte  Sj  aus  die  Strecke  S^L  abgatragen.'] 

Infolge  der  Gleichungen  (3)  ist: 

nnd  daher  die  zweite  Diagonale  AC  des  Viereckes  parallel  zu  SiS^: 

AC[\S,S^. 
Die  Schwerlinie  ES   des  Viereckes    mSge   die    Diagonale  AG  ia   G 
treffen  (Fig.  72). 
Dann  ist: 

S,S  :  SL  :  LSt  =  AG  :  GF :  FC 

uod  somit  infolge  der  Gleichungen  (4): 
AG  =  FC. 
In  gleicher  Weise  wird  die   darch  die  Uitte  K  der  Diagonalen  AC 
gehende   Schwerlinie   aus   der   Di^onalen    BD   des  Viereckes   einen 
Punkt  H  schneiden,  für  den  ist 

DR  -  FB. 
Hieraus  ei^ibt  sich  f(lr  den  Schwerpunkt  des  Viereckes  die  folgende 
Konstruktion:  Die  Mitten  der  beiden   Diagonalen  sind  eu  verbinden 
mit  denjenigen  Punkten,  die  sich  a«/"  den  Diagonalen  ergeben,  wetm 
auf  jeder  Diagonale  die  beiden  Abschnitte  miteinander  vertauscht  werden. 

Ferner  folgt  der  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  Viereckes  fällt  mit  dem  eines  Dreieckes  eu- 
sammen,  dessen  Eckpunkte  sind  der  Schnitt  F  der  Diagonalen  und 
die  durch  Vertauschen  der  Diagonalabscknitte  entstandenen  Punkte  G 
und  H.*) 

1)  G.  Monge,  Tnitü  äymeutaire  de  gtatique.  Ciuq.  ^d.  Paria  (1810)  p.  96 
n.  folg.,  sowie  Culmann,  „Graph.  Statik".  Zürich  (1866)  p.  163.  DaB  es  tun 
□Otig  ist  S^S  ^  S,L  £u  machen,  bemerkt  Bcbon  G.  Monge. 

2)  Dieser  8atz,  wie  die  auf  demBelben  beruhenden  Konstruktionen  finden 
sich  schon  in  der  I.Auflage  der  „QraphiBchen  Statik"  von  Culmann,  Zäricb 
(1866)  p.  15S. 
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Weitere  einfache  Eonstruktionen  fßr  den  Schwerpunkt  dea  Vier- 
eckes ergeben  sich  aus  dem  von  Edmond  Henry  gefandenea  Satz'^): 
Wird  durch  jede  Ecke  eines  Viereckes  AiA^Ä^A^  die  Parallele  su 
derjenigen  Diagona- 
len gezogen,  tedclie 
ein  Dreieck  mü  der 
betreffenden  Ecke  als 
Spitze  abschneidet,  so 
entsteht  ein  dem  Vier- 
eck umschrid>enes  Pa- 
rallelogramm 

(Fig.  73).     Die  vier 

VeTÜndangsliniender 

Ecken  dieses  Paralle- 

logrammes  mit  je  der 

Mitte  der  ga/enüber- 

Uzenden  VierccJcsseite  sind  Sckwerlinien  des  gegAenen  Viereckes,  schneiden 

sich  also  in  dessen  Schiverpunkt  S,  und  zwar  in  dem  Verhältnis  1 :  2, 

d.  k.  es  ist: 

M,^       M^S       M^S 

Jf,'S  "^  itf,'5  ""  ~M,'8  °"  Jifj'i 
Znm  Beweise  dieses  Satzes  sei  in  dem  Viereck  A^ÄfA^A^  der 
Eckpunkt  A^  parallel  der  Diagonalen  A^Ag  Terschoben,  während  die 
übrigen  Eckpunkte  ^4,,  A^,  A^  festgehalten  werden.  Der  Schwer- 
punkt S  des  Viereckes  laßt  sich  aus  dem  Schwerpunkt  S'  des  Drei- 
eckes A^A^A,  nud  dem  Schwerpunkt  S"  des  Dreieckes  A^A^Af  er- 
halten. Bewegt  sich  nan  der  Eckpunkt  A^  parallel  zur  Di^onalen 
AiAg,  so  bleibt  der  Inhalt  des  Dreieckes  A^A^A^  wie  die  Grundliuie 
A,Ag  ungeäudert.  Der  Schwerpunkt  S"  dieses  Dreieckes  wird  sich 
somit  parallel  zur  Diagonalen  A^A^  verschieben,  während  S'  ungeändert 
bleibt.  Der  Schwerpunkt  S  des  Viereckes  bewegt  sich  daher  eben- 
falls parallel  zur  Diagonalen  Ai  A^ .  Ist  nun  der  Eckpunkt  A^ 
schließlich  nach  dem  Punkte  S  gekommen  (Fig.  74),  so  ist  das  Vier- 
eck A^AfAJA^  in  das  Dreieck  A^BA^  Ubeigegangen,  dessen  Schwer- 
punkt S,  auf  M^B  liegt  und  durch  die  Bedingung 
M,S,  -\MB 


i_l. 


1)  Berae  acientifiqae  i^  {ISSl)  p.  7S1.  Die  auf  dieaem  Satz  herahende 
SchwerpunktakoDstniktion  fOc  dai  Viereck  ist  diejenige,  die  am  raschesten  zum 
Ziele  fahrt. 

HaanabarB,  OnpUMhe  BtMik.  10 
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beitimmt  ist.     lat  dieser  Punkt  S^^  gsfimdeD,  eo  würde  die  dnrcli  S^ 
parallel  zur  Diagonalen   Ä^AJ   gezogene   Gerade  p   eine   Schwerlinie 

(Fig.74)deB  gegebenen 


■*;•■- 


VierecfecB  A,JiiAgA^^ 
sein.    Da  aber 

80  ist  auch 

Durch  diese  Qlei- 
cbnng  ist  der  Schnitt- 
punkt jSp  der  Sohwer- 
linie  p  mit  der  Linie 
Jlf^  Jlf/ and  dam  it  diese 
Schwerlinie  selbst  be- 
stimmt 

Indem  anderer- 
seits der  Eckpunkt 
A^  des  Viereckes 

A,A,A,A^ 
parallel  zur  Di^ona- 
leu  A^A^  rerschoben 
wird,  während  die  übri- 
gen   Eckpunkte     A^, 
Af ,    A^    festgehalten 
werden,  ergibt  sich  in  gleicher  Weise,  daß  die  zur  Diagonalen  AJA^ 
parallele  Schwerlinie  q  des  gegebenen  Viereckes  ebenfalls  die  Gerade 
Mj  Af,'  in  einem   Punkte  Sg  treffen  muß,  far  den 
Jtf^So=i  Jl/,3f,'. 
Dieser  Punkt  S^  ist  somit  der  Schnittpunkt  der  beiden  Schwer- 
linien p  und  q  des  Viereckes  und  muß  der  Schwerpunkt  S  des  Vier- 
eckes A^A^A^A^  sein,  wodurch  der  Satz  von  Henry  bewiesen  ist. 

Soll  mit  Hilfe  dieses  Satzes  von  Henry  der  Schwerpnnkt  eines 
Viereckes  gefunden  werden,  so  würde  es  nur  notwendig  sein,  das 
umschriebene  Parallelogramm  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  parallel  sind 
KU  den  Diagonalen  des  Viereckes,  und  dann  zwei  Seiten  des  Viereckes 
zu  halbieren.  Durch  diese  beiden  Halbierungspunkte  und  die  den- 
selben gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Parallelogrammea  sind  zwei 
Schwerlinien  des  Viereckes  und  dadurch   der  Schwerpunkt  bestimmt. 


71g.  14. 
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Statt  dessen  kann  man  anch  sich  damit  begnügen,  eine  einzige  der 
Linien  M^M^,  M^M^,  M^Mg,  M^M^  anzugeben,  mUBte  dann  aber 
darcb  Dreiteilung  auf  derselben  den  Schwerpunkt  finden. 

Wird  diese  Methode  Ton  Henry  auf  das  Trapez  angewandt,  und 
zwar  indem  eine  der  beiden  parallelen  Seiten  halbiert  wird  (»iehe 
Figur  71a),  so  würde  der  Pnnkt  G  derjenige  Eckpunkt  des  um- 
schriebenen Parallelogrammes  werden,  welcher  dem  Mittelpunkt  E  der 
Seite  AB  gegenDberliegt.  Der  Schwerpunkt  S  des  Trapezes  ist  somit 
nach  dem  Satz  Ton  Henry  auf  der  Linie  EF  durch  die  Bedingung 

bestimmt. ')  ' 

Schtoerpunkl  der  Fläche  eines  Vkleehes. 

1.  Methode.  Die  graphische  Schwerpunktsbestimmung  för  ein 
Fflofeck  wird  schon  von  G.  Monge  durchgeführt.*)  Durch  eine 
Diagonale  wird  das  Fünfeck  in  ein  Dreieck  und  ein  Viereck  zerlegt. 
Sind  dann  die  Schwerpunkte  S,  und  S,  des  Dreieckes  und  des  Yier- 
eckcs  gefunden,  so  ist  die  Linie  S^S^  eine  Schwerlinie  des  Fünf- 
eckes, und  auf  derselben  wird  sieb  der  Schwerpunkt  S  des  Fünfeckes 
ergeben,  indem  die  Strecke  S^S^  im  umgekehrten  Verhältnis  der 
Inhalte  des  Dreieckes  und  des  Viereckes  geteilt  wird. 

Allgemein  wird  von  Ä.  F.  W.  Briz  der  Schwerpunkt  der  Fläche 
eines  Vieleckes  gefunden,  indem  das  Vieleck  durch  eine  Dit^onale 
in  zwei  Vielecke  mit  weniger  Ecken  zerlegt  wird.')  Sind  dann  S^ 
und  Sf  die  Schwerpunkte  der  beiden  erhaltenen  Vielecke,  so  ist  die 
Linie  jS,  S^  eine  Schwerlinie  des  gegebenen  Vieleckes.  Durch  Zer- 
legung des  gegebenen  Vieleckes  vermittels  einer  anderen  Diagonalen 
wird  sich  in  gleicher  Weise  eine  zweite  Schwerlinie  des  gegebenen 
Vieleckes  und  damit  durch  den  Schnitt  dieser  beiden  Scbwerlinien  der 
gesuchte  Schwerpunkt  ergeben.  Auf  diese  Weise  ist  die  Bestimmung 
des  Schwerpunktes  eines  Vieleckes  auf  diejenige  von  Vielecken  mit 
weniger  Eckpunkten,  also  in  letzter  Linie  auf  die  von  Dreiecken 
zurückgeführt. 

Um  dieses  Verfahren    übersichtlicher   zu    gestalten*),   wird   von 

1)  Die  Konetmktion  von  0.  Land  ist  bierdnich  auf  den  frClheren  Satz  von 
Henry  tnrückgefBbrt. 

2)  Q.  Monge,  Traitä  älämentaire  de  statique.    Cinq.  &A.  Paris  (181Ü)  p.  96, 

3)  Ä.  F.  W.  Brii,  „Lehibucb  der  Statik  fester  Körper."  2.  Aufl.  Berlin 
<lä4»)  Kap.  6.    Tergl.  die  Arbeit  von  Host,  Arch    d.  Math  49  (1869)  p.  856. 

4]  FQr  Vielecke,  welche  eine  größere  Zahl  von  Eckpunkten  haben,  wird 
die  Methode  leicht  nnüberBichtlich  und  demgemäfi  wird  von  Briz  in  aolcheo 
Fällen  die  Rechnung  Buipfohlen. 
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J.  Finger  darcli  Diagonalen,  welche  von  demselben  Eckpunkte  aus- 
gehen oder  auch  durch  Strahlen,  die  von  demselben  im  Innem  des 
Vieleckes  liegenden  Punkte  nach  den  Eckpunkten  desselben  gezogen 
sind,  das  Vieleck  in  eine  EUibe  von  nebeneinaDderUegenden  Drei- 
ecken /",,  /"j,  ff  ■  •  ■  zerlegt,  von  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende 
dieselbe  Seite  gemeinsam  haben.')  Zwei  solche  benachbarte  Drei- 
ecke werden  daher  ein  Viereck  bil<]en,  welches  die  gemeinsame  Seite 
dieser  beiden  Dreiecke  zur  einen  Dif^onalen  hat.  Es  seien  nun  von 
den  sämtlichen  Dreiecken  /",,  /",,  /",, ....  die  Schwerpunkte  S^,  S,, , .  . 


gefunden.  Der  Schwerpunkt  S^^  des  Viereckes  /*,,,  welches  durch  die 
beiden  Dreiecke  f^  und  f^  gebildet  ist,  wird  sich  dann  ergeben,  indem 
auf  der  Strecke  S^S^  die  beiden  Abschnitte,  in  welche  dieselbe  durch 
die  den  Dreiecken  /",  und  /",  gemeinsame  Seite  geteilt  wird,  mitein- 
ander vertauscht  werden.  In  derselben  Weise  folgt  der  Schwerpunkt 
jS,,  des  Viereckes  /ij,  welches  durch  die  beiden  Dreiecke  /",  und  f^ 
gebildet  ist,  usw.  Der  Schwerpunkt  ;$,j,  des  FOnfeckes/'jj,,  das  durch 
die  drei  Dreiecke  /*,,  f^,  /j  gebildet  ist,  wird  darm   der  Schnittpunkt 

1)  J.  Finger,  „Element«  der  reiueo  Mecbanik."  Wien  1886  p.  471.  VArgl. 
hiermit  die  erwähnte  Stelle  von  ti.  Monge.    Anm.  2,  Seite  117. 
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Bein  der  Linien  Si^S^  and  <S,  iSj,.  Sind  auf  diese  Weise  die  Schwer- 
pankte  5,,,,  S^^i,  ■  ■  ■  sämtlicher  Fünfecke  f^^,  fm, . .  ■  gefuaden, 
so  wird  der  Schwerpunkt  des  Sechseckes  ftm  erhalten  als  Schnitt 
der  Linien  S^^gS^  nnd  8ySf^^  oder  auch  als  Schnitt  einer  dieser 
beiden  Linien  mit  der  Linie  S^^S^.  Darch  Fortsetzung  dieses  Ver- 
fahrens ergibt  sich  schießlich  der  F^chwerpunkt  S  des  gegebenen 
Vieleckes. 

In  Fig.  75  ist  in  dieser  Weiee  der  Schwerpunkt  S  des  Sechseckes 
A^AJA^A^A^Ag  gefunden.  Das  Sechseck  ist  hierbei  dnrch  die  drei 
TOS  Ag  ausgehenden  Dii^onalen  A^A^,  A^A^,  A^A^  in  die  vier 
Dreiecke 

f^^£iA^A^A^,  f^^AAfA^Ag,  f^^£^A^A^A^,  f^^AA^A^A^ 
zerlegt. 

Da  der  Schwerpunkt  S  sich  auf  verschiedene  Arten  finden  läßt, 
so  s.  B.  in  Fig.  75  aus  den  drei  Schwerlinieu  8^8^^  SjigSj,  SjsjjSj, 
während  dnrch  zwei  derselben  der  Schwerpunkt  S  schon  bestimmt 
ist,  so  lassen  sich  auch  bei  den  SchwerpnnktBbeetimmungen  von  Viel- 
ecken eine  Reibe  von  Konfigurationen  herleiten.') 

2.  Metkode  von  J.  Gysel.*)  Behufs  Verallgemeinerung  des  für 
das  Viereck  gegebenen  Satzes  von  Henry  sei  allgemein  der  Mitte  M 
einer  Seite  eines  «-Eckes,  deijenige  Punkt  M'  als  entsprechender  zu- 

1)  Iq  moiicheD  Fällen  kann  ee  zweckinäBig  sein,  das  gegebene  Vieleck 
nicht  durch  eine  Diagonale,  sondern  dorcb  eine  andere  Gerade  in  zwei  Teile 
/~,  nnd  ff  ztt  zerlegen,  weil  sich  Tiel-      „  p 

leicht  die  Schwerpunkte  dar  beiden 
Flächen  /',  nnd  f^  leicht  finden 
lassen ,  wodnrch  eine  Schwerlinie 
gegeben  wlre.  Ein  demrtiger  Fall 
liegt  z.B.  in  dem  Sechaeck  ÄBCDEF 
vor  (Fig.  76).  Durch  die  Linie  £,  E 
ist  dkaselbe  in  die  beiden  Reckt- 
ecke  ABE^T  und  EE,GD  zer- 
legt, dnrch  deren  Schwerpunkte  S, 
nnd  S,  sich  die  Schwerlinie  5,  S, 
ergeben  bat.  In  gleicher  Weiae  hat 
die  Zerlegung  des  Sechseckes  darch 
die  Linie  EE,  in  die  beiden  Recht- 
ecke AFBE,  und  E,DCB  auf  die 
Schwerlinie  ii^S^  gefOhit,  wodurch 
der  Schwerpunkt  6  des  Sechseckes 
ala  Schnitt  zweier  Scbwerlinien  ge- 
funden ist.  ~  — 

2)  Beilage  zum  Jahresbericht  des  GTTnnasiums  Scbafiliansen  fSr  180^5. 
Schafffaansen  (1696),  sowie  Ärch.  sciences  pbys.  (3)  82  (,1B94) 
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geordnet,  welcher  auf  dereelben  Schwerlinie  des  n-Eclces  und  zwar 
auf  der  anderen  Seite  des  Schwerpunkts  S  liegt  und  dnrch  die  Be- 
dingong  beBtimmt  ist 

Es  ei^ibt  sieh  dann  der  Satz: 

Sind  j1,,  Af,  A^,  Ai  vier  aufeinanderfolgetide  Ecken  eines  n-Eekes, 
ferner  B'  und  C  dit^igen  Punkte,  die  den  Mitten  B  und  C  der 
Diagonalen  A^A^  und  A^A^  inbegug  auf  die  Schu?erpunkte  S/  und  S,' 
der  von  diesen  Diagonalen  abgeschnittenen  («  —  lyEcke  AiA^A^...A^ 


beul.  A^A^A^...A^  entsprechen,  so  entspricht  in  gleicher  Weise  der 
Mitte  M  der  Seite  A^A,  inbeeug  auf  den  Schwerpunkt  S  des  gegä>enen 
n-Eckes  der  DurchschnittsputiM  M'  der  Parallelen  durch  A,  tu  AjB' 
und  der  Parallelen  durch  Ä^  m  A^C  (Pig.  77). 

Ana  der  Definition  der  entsprechenden  Punkte  folgt  zunächst: 

BS,'  -  ^  bb; 

CS,'-  iCC. 
Es  seien  nun  die  Schwerpunkte  S,  and  S,  der  beiden  dorch  die 
Diagonalen  X,^,  und  A^A^  abgeschnittenen  Dreiecke  A^A^A^  und 
A^A^A^    bestimmt.     Dann    ist    der    Schwerponkt  S  des  gegebenen 
n-Eckes  der  Schnittpunkt  der  beiden  Linien  S,S,'  und  S^Sf. 

il:>yCOOglC 
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Da 


•  folgt: 


BS^-iBAt,  CS,- jC.^„ 


BA^ 


GS,     _  CS,' 
CA,        CC  '' 


Es  ist  somit 

imd 

lUher 

und 

Da  aber  ferner 


d.S^BS^-^L.B'BÄ^ 
ÜiSt'CSt'^h.C'CAt, 

S^SWA^B'IA^M- 
S^S\\A,C-\\A,M'. 

MSt  =  \MA^, 

MS,  -  ^  MA^, 
so  liegt  der  Punkt  S  auf  der  Linie  MM',  nnd  es  muß  sein 

MS  =  ^  MM', 

ä.h.  es  ist  M"  derjenige  Funkt,  der  der  Mitte  M  der  Seite  Ä^A,  in- 
hesug  awf  den  Schwerpunkt  S  des  gegebenen  n-Eekes  entspricht. 

Durch  den  bewiesenen  Satz  toq  J.  Gysel  ist  die  Bestimmung 
desjenigen  Punktes  M',  der  bei  einem  n-Eck  der  Mitte  M  einer  Seite 
entapricbt,  auf  eine  zweimalige  Lösung  derselben  Aufgabe  bei  einem 
(m  —  1)-Eek  zurücbgeflllirt,  somit  in  letzter  Linie  auf  ein  Viereck, 
fSr  welches  die  Aufgabe  darcb  den  Satz  von  Henry  gelöst  ist  Da 
aber  dnrcb  die  Bestimmung  desjenigen  Punktes  M',  der  bei  einem 
n-Eck  der  Mitte  M  irgend  einer  Seite  entspricht,  der  Schwerpunkt  S 
des  »-Eckes  gegeben  ist,  so  ist  hiermit  eine  weitere  allgemeine 
graphische  Methode  für  die  Bestimmung  des  Schwerpnnktes  eines 
n-Eckes  gewonnen. 

Li  dieser  Weise  ist  in  Fig.  78  der  Schwerpunkt  des  Fünfeckes 
A^AfA^A^Ä^  gefunden.  Von  dem  Fünfeck  sind  durch  die  beiden 
Diagonalen  A^A,  und  A^A^  die  beiden  Dreiecke  A^A^A,  und  A^A^A^ 
abgetrennt,  so  daß  sich  die  Vierecke  A^A^A^A^  und  AfA^A^A^  er- 
geben. Nach  dem  Satz  Ton  Henry  entspricht  der  Mitte  der  Seite 
A^Ag  des  ersten  Viereckes  der  Punkt  B',  der  erhalten  wird,  indem 
durch  A^  und  A^  die  Parallelen  zu  den  beiden  Diagonalen  AiA^  und 
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AA  gezogen  werden.     Ebenso  entspricht  dem  Mittelpunkt  der  Seite 
AfÄ^  d&B  Viereckes  Ä^A^A^Ai  der  dnrch  die  beiden  Bedingungen 

A^A^fA^C,  AiA^WA^C 

böBtimmte  Punkt  C.    Nachdem  B'  und  C  gefunden  sind,  ergibt  sich 
der  Punkt  M',  der  der  Mitte  M  der  Fflnfeckseite  A^A^  inbezug  auf 


dieses  FUnfeck  entspricht,  als  Schnitt  der  beiden  Linien,  die  durch  Ai 
und  A^  parallel  zu  A^B'  und  AfC  gezogen  werden: 

A^M-';:A,B',  A^M'IA^C. 

Auf  der  gefundenen  Linie  MM'  ißt  dann  der  gesuchte  Schwerpunkt  S 
des  Fünfeckes  A^A^AgA^A^  durch  die  Bedingung 

MS  =  I  MM' 

Vm  eine  vereinfachte  Methode  fär  die  Bestimmang  des  Punktes  jlf' 
i  erhalten,  sei  das  gegebene  n-Eck  AiA^ ...  ^„  in  ein  inhaltsgleicbes 


(n  -  1)-Eck  J,  At  A, 
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Dreieck  mit  der  Qrundiioie  A^A^  verwandelt  und  einer  Spitze  D,  die 
in  die  Verlängening  der  Seite  A^A^  des  n-Eckes  fällt.  Eb  sei  der 
Schwerponkt  des  Dreieckes  A^A^A^  mit  S^,  derjenige  des  eich  er- 
gebenden Dreieckes  A^Ä^D  mit  S'  und  derjenige  des  Dreieckes 
A^A^D  mit  jSj"  bezeichnet  (Fig.  79),  wobei  S^,  S' ,  Sj"  auf  einer  Ge- 
raden liegen. 

Ist  wieder  S  der  Schwerpunkt  des  gegebenen  w-Eckes  und  5,' 
der  Schwerpunkt  des  (n  —  1)-Eckes,  welches  sich  aus  dem  n-Eck  er- 
gibt, indem  vermittels  der  Dia- 
goni^en  AjA^  der  Eckpunkt  A^ 
abgeschnitten  wird,  so  ist: 

55. 

ss,-- 

und 

8'8, 

8%" 

Da  aber 

AA^A^D  = 
(«-  1)-Eck^,^^^ 

so  folgt 

SS, 

SS/ 
somit  jedenfalls 

ßs'  1,  s,'s;'. 

Non  ergibt  sich  weiter 

55/  _  SS,"       , 
BS'         SD 

MS  _  MS^ 
MM-        MD 

Aas  der  ersten 

S'i)|S/S/', 
ans  der  zweiten 
M'D 

wae,  da  SS'  und  S^' S^"  untereinander  parallel  sind,  nur  möglich  ist, 
wenn  tatsächlich  der  Punkt  M'  auf  der  Linie  B'D  liegt. 

Hierdurch  ist  nachgewiesen,   daß   die  umständliche  Bestimmung 
des  Punktes  C  nicht  erforderlich  ist,  bzw.  daß  dieselbe  durch  eine 
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einfachere  FlächeiiTerwandliiDg  ersetzt  werden  kann.  Ist  nämlicli  bei 
einem  »-Eck  A^,  A^,  A^,  ■  ■  ■  A^  deijenige  Punkt  M'  zu  bestimmen, 
der  der  Mitte  M  der  Seite  A^A^  entspricht,  so  würden  zwei  Auf- 
gaben za  lösen  sein: 

1.  Es  ist  bei  dem  (n  —  1)-Eck  A^A^A^. . .  A^  deijecige  Ponkt  B' 
zu  findeo,  der  der  Mitte  B  der  Seite  AfAg  desselben  entspridit. 

2.  Ea  ist  die  auf  AiA^  gel^ene  Spitze  J)  eines  Dreiecks  mit  der 
Gmndlinie  A^A^  za  finden,  welches  dem  gegebenen  «-Eck  inbalts- 
gleich  ist. 

Sind  diese  beiden  Punkte  gefunden,  so  ist  der  gesuchte  Punkt 
M'  derjenige  Punkt  der  Geraden  B'D,  der  aus  derselben  durch  die 


zn  AjS'  durch  den  Punkt  A^  gezogene  parallele  Linie  geschnitten  wird. 
Auf  Grund  dieser  hergeleiteten  Sätze  läßt  sich  leicht  der  Schwer- 
punkt S  einer  Polygonfläche  von  beliebiger  Seitenzahl  ermitteln.    Da- 
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mit  die  Konstroktion  flberaiditliGh  wird,  ist  es  zweckmäßig,  wenn  der 
Punkt  M'  gefnndeii  werden  soll,  der  der  Mitte  M  der  Seite  A^A,  ent- 
spricht, die  ZDrückfQhmng  der  Vielecke  auf  solche  von  geringerer 
Seitenzahl  durch  Diagonalen  Torsunehmen,  die  von  einem  der  Punkte  1 
oder  3  ausgehen. 

la  dieser  Weise  ist  in  Figur  80  der  Punkt  M'  gefunden,  der 
der  Mitte  M  der  Seite  A^A^  des  Siebenecks  AiA^A^A^A^A^Aj 
eotspricht,  wodurch  sich  dann  der  Schwerpnukt  S  dieses  Siebenecks 
ergibt. 

Zunächst  iat  durch  den  Linienzng  Dj,  J?,,  D^,  D^  die  Ftächeo- 
Terwandlung  Torgeuommen,  und  zwar  ist: 

Siebeneck  A^A^A^A^A^A^A,  —  Sechseck  AiA^AfDiA^A^ 

-  Fünfeck  A^A^A^D^Aj 
<-  Viereck  A^A^A^Dt 

—  Dreieck  A^A^D^. 

Der  Funkt  B,,  der  der  Mitte  B^  der  Seite  A^A^  des  Viereckes 
JifA^AtA^  in  bezug  auf  dieses  Viereck  entspricht,  ist  der  Schnitt- 
punkt der  Linie  A^D^  mit  der  ParalleleD  durch  A^  zur  Diago- 
nalen AiA^. 

Der  Punkt  B^,  der  der  Mitte  B^  der  Linie  .^.^  in  bezug  auf 
das  FSnfeck  A^A^A^A^A^  entspricht,  ist  der  Schnittpunkt  der  Linie 
JBfDt  mit  der  durch  A^  zu  AjB^  parallel  gezogenen  Linie.  Ebenso 
entspricht  dem  Punkte  B^  in  bezug  auf  das  Sechseck  A^AfAiA^AfA, 
der  auf  B'^Dg  gel^ene  Punkt  B^,  der  durch  die  Bedingung 
A,B^\\A^B'^ 

bestimmt  ist,  und  scblieBIich  dem  Mittelpunkt  Jlf  der  Seit«  A^Af  des 
gegebenen  Siebenecks  der  auf  B'^D^  gelegene  Punkt  M',  für  den  ist 

A^M'  I  A,B'^. 
Der  Schwerpunkt  S  des  gegebenen  Siebenecks  folgt  dann  auf  MM' 
durch  die  Bedingung 

MS-\MM'.^) 

§  30.  Statische  Hethoden  tOx  den  Schwerpunkt  von  Polygonfläohen. 

Im  allgemeinen  ist  es  zweckmäßiger,  den  Schwerpunkt  der  Fläche 

eines   Polygons   nicht  nach   den   Methoden   des   g  39   zu  bestimmen. 


1)  Auf  ein  weitere«  toh  J.  Gyael  uigegebene«  Verfahren,  das  aaf  dem 
nämlidien  Satze  beruht,  Bolt  hier  nicht  eiugegaugen  werden.  _^ 
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soudem  statt  dessen  die  Fläche  des  Polygoos  in  mSglichet  eiafacher 
Weise  in  Dreiecke  und  in  Par^lelogramme  bztr.  Rechtecke  zu  zer- 
legen. Sind  dann  von  sämtlichen  Dreiecken  und  Parallelogrammen 
die  Schwerpunkte  jS,  gefunden,  so  kann  jede  solche  Dreiecks-  bzw. 
Parallelograinnifläche  ersetzt  werden  durch  eine  in  ihrem  Schiverpunkte 
Sf  angreifende  Schwerkraft^  die  dem  Inhalte  des  betreffenden  Dreiecks 
bzw.  Parallelogramms  proportional  angenommen  werden  darf.  Hier- 
durch ist  die  Scbwerpunktsbestimmung  der  Fläche  eines  Polygons 
zurückgeführt  auf  die  Schwerpunktsbestimmung  eines  Punktsystemes, 
nämlich  auf  diejenige  des  Systems  der  Schwerpunkte  der  einzelnen 
Dreiecke  und  Parallelogramme,  in  die  die  gegebene  Polygonlläche 
zerlegt  ist.  Es  können  daher  bei  der  Schwerpnnktsbestimmung  einer 
Polygonfläche  sämtliche  Methoden  zur  Verwendung  kommen,  die  in 
§  28  entwickelt  worden  sind.  Insbesondere  kann  der  Schwerpunkt 
durch  eine  zweimalige  Zusammensetzung  eines  Systems  von  parallelen 
Kräften  durch  Enifte-  und  Seilpolygon  gefunden  werden. 

Da  nach  Zerlegung  der  gegebenen  Polygonfläcbe  in  den  Schwer- 
punkten Sf  der  einzelnen  Dreiecke  und  Parallelogramme  Schwerkräfte 


anzunehmen  sind,  die  den  Inhalten  f^  der  einzelnen  Dreiecke  und 
Parallelogramme  proportional  sind,  so  sind  alle  diese  Flächen  f,  in 
Dreiecke   oder   Rechtecke    mit   derselben   Grundlinie    zu   verwandeln, 
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so  daß  die  einzelnen  Schwerkräfte  den  erhaltenen  Höhen  propor- 
tional werden.  Die  Zerlegung  der  Polygonfläche  hat  daher  wesent- 
lich  in  Rücksicht  darauf  hin  zu  erfolgen,  daS  sich  die  erforder-' 
licheu  Flächenverwandlungen  leicht  und  rasch  Tomehmen  lassen.  Die 
Zerl^^ng  in  Dreiecke  und  gleichzeitig  in  Parallelogramme  bzw. 
Rechtecke  wird  nur  dann  sich  empfehlen,  wenn  sich  hierbei  nur 
einige  wenige  Dreiecke  und  Parallelogramme  ei^eben,  wie  dieses 
bei  einfacheren  Figuren  der  Fall  ist  So  ist  z.  B.  in  Fig.  8t  das 
gezeichnete  Siebeneck  in  ein  Dreieck  mit  dem  Schwerpunkt  S,  und  in 
zwei  Rechtecke  mit  den  Schwerpunkten  S,  und  Sg  zerlegt.  Da  das 
Dreieck  und  das  eine  Rechteck  schon  dieselbe  Grundlinie  AB  haben, 
so  wird  es  nur  erforderlich  sein,  das  zweite  Rechteck  auch  auf  die 
Grundlinie  AB  zu  bringen,  wobei  sich  eine  Höhe  h^  ergeben  hat. 
Dann  würden  in  den  drei  Schwerpunkten  S,,  Sj,  5,  Schwerkiiifte  an- 
zunehmen sein,  die  gleich  ^,  /t,  uud  hg  sind,  bzw.  diesen  drei  Strecken 
proportional  sind.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunktee  S  der  Fläche 
des  Siebenecks  ist  in  Fig.  81  durch  Kräfte-  und  Seilpolygon  TOrge- 
nommen,  wobei,  wie  in  Fig.  67,  das  zweite  Seilpolygon  dadurch  ver- 
mieden ist,  daß  zunächst  der  Schwerpunkt  S'  des  Dreiecke  und  des 
ersten  Rechtecks,  welches  auch  die  Grundlinie  AB  hat,  auf  S^S, 
bestimmt  worden  ist.  Der  Schwerpunkt  S  des  Siebenecks  liegt  dann 
anf  S'S^  and  ist  durch  eine  einzige  Schwerlinie,  die  aus  dem  einen 
gezeichneteo  Seilpolygon  folgt,  gegeben. 

Im  allgemeinen  wird  man  am  raschesten  und  übersichtlichsten 
die  Schwerpunk tsbestimmung  durchführen  können,  wenn  die  Polygon- 
fläche durch  Diagonalen,  die  von  demselben  Eckpunkte  ausgehen, 
oder  durch  Strahlen,  die  von  demselben  Punkte  0,  der  am  besten  im 
Innern  des  Polygons  angenommen  wird,  nach  den  Ecken  des  Polygons 
gezogen  werden,  in  lauter  Dreiecke  mit  derselben  Spitze  0  zerlegt 
wird.  Bei  einer  derartigen  Zerlegung  der  Polygonöäcbe  können 
nämlich  die  einfachen  Culmannschen  Methoden,  die  in  §  4  enthalten 
sind,  bei  der  Flächen  Verwandlung  zur  Verwendung  kommen.^) 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  82  der  Schwerpunkt  S  eines  Fünf- 
ecks gefunden.  Durch  Strahlen,  die  von  dem  Punkte  0  ausgehen,  ist  das 
Fünfeck  in  fünf  Dreiecke  mit  der  Spitze  0  zerlegt.  Diese  fünf  Drei- 
ecke sind  dann  nach  der  ersten  Methode  von  §  4  auf  eine  gemeinsame 
Orondlinie  gleich  dem  Radius  des  am  0  als  Mittelpunkt  geschlagenen 


1)  Calmann  empfiehlt,  die   Poljgonfläche   in  Vierecke    zu   zerlegen,    doch 
im  allgemeinen  eine  Zerlegung  in  Dreiecke  mit  derselben  Spitze  vorzuziehen, 
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Kreises  gebracht,  wobei  sich  die  Höben  «i,,  m,,  m,,  m^,  m^  ergeben 
haben.  Die  Schwerpnnktsbestimniiing  für  das  Fflnfeck  ist  dadurch  zu- 
rückgefßhrt  auf  die  SohwerpunktsbeBtimmung  für  die  fOnf  Schwerpunkte 
5j,  Sf,  Sj,  S^,  Sg,  in  denen  Schwerkräfte  anzunehmen  sind,  die  den 
Strecken  m,,  m^,  m,,  m^,  m^  proportional  bzw.  gleich  diesen  Strecken 


sied.  In  Fig.  82  ist  der  Schwerpunkt  S  durch  zwei  Seilpolygone 
gefunden,  wobei  als  Kräfte  die  Strecken  -r^,  -~,  -^,  ~,  ~  eicgefilhrt 
sind.  Das  zweite  Kräftepolygon  ist  dadurch  Termieden,  daß  die  Seiten 
des  zweiten  SeilpolygoDs  senkrecht  zu  denen  des  ersten  gezogen  sind. 
Hat  die  Begrenzung  der  Polygonfläche  einspringende  Ecken,  oder 
Jet  der  Funkt  0  außerhalb  der  Polygonfläche  angenommen,  so  kann 
es  sich  ereignen,  daß  einzelne  Drei  eck  sflSchen  wieder  abzuziehen  sind. 
Alan  kann  sich  dann  bei  der  Schwerpnnktsbestimmung  in  der  Weise 
helfen,  daß  man  die  in  dem  Schwerpunkte  eines  solchen  Dreiecks  an- 
greifende Kraft  in  entgegengesetzter  Richtung  einführt  In  den  meisten 
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Fällen  wird  man  sofort  flberblicken,  welche  Dreiecbsäächen  abzuziehen 
sind.  In  Fig.  83  wDrde  dieses  mit  den  beiden  Dreiecken  A^OA^  und 
A^OA^  der  Fall  sein.  Hat  die  Figur  eine  kompliziertere  Gestalt^  so 
wird  jede  Schwierigkeit  vermieden, 
wemL  berQckfiichtigt  wird,  daß  der 
analytische  Ausdruck 

Yx  -  Xy, 
der  das  Moment  mit  dem  Vor- 
zeichen behaftet  gibt,  identisch  ist 
mit  dem  doppelten  mit  dem  Vor- 
zeichen eingeführten  Flächeninhalt 
desjenigen  Dreiecks,  welches  die 
Kraft  als  Basis  und  den  Drehpunkt 
als  Spitze  bat.  Man  wird  daher  die 
B^renzung  dea  Polygons  in  dem- 
selben Sinne  umfahren  und  den  einzelnen  Seiten  dem  ümfahrungssion 
entsprechende  Pfeile  beifDgen  (siehe  Fig.  83).  Werden  dann  an  die 
Stelle  der  einzelnen  Seiten  Kräfte  gesetzt,  deren  Richtung  durch  den 
Pfeil  bestimmt  ist^  so  wird  das  betreffende  Dreieck  negativ  einzuführen 
sein,  wenn  die  in  der  Polygonseite  liegende  Kraft  für  den  Punkt  0 
als  Drebponkt  einen  en^gengeaetzten  Drehungssinn  erhält. 


§  31.  Soliwerpnnkt  einer  von  krnmmen  Idnien  begrensten  FUolie. 

Ist  der  Schwerpunkt  eines  FläcbeostUcks  zu  finden,  das  von 
ein&chen  gesetzmäßigen  Kurven,  z.  B.  Kreisbögen  oder  Ellipsen  be- 
grenzt ist,  so  wird  man  immer  darauf  ans  sein,  die  durch  einfache 
Rechnung  gefundenen  Schwerpunktskoordinaten  zu  konstruieren  und 
so  den  Schwerpunkt  des  Fläcbenstückes  zu  ermitteln.')  So  kann  man 
z.  B.  den  Schwerpunkt  eines  Kreisausschnittes  erhalten  durch  Kon- 
struktion des  bekannten  Ausdrucks,  der  die  Entfernung  des  Schwer- 
punkts vom  Mittelpunkt  des  Kreises  gibt.  In  einzelnen  Fällen  leistet 
hierbei  der  Satz,  nach  welchem  bei  affinen  Fläcbenstücken  die  beiden 
Schwerpunkte  entsprechende  Funkte  sind,  gute  Dienste.  So  läßt  sich 
z.  B.  der  Schwerpunkt  eines  Ellipsenausschnittes  oder  Ellipsenab- 
schnittes sofort  aus  demjenigen  des  Kreisausschnittes  bzw.  Kreisab- 
schnittes herleiten. 

Wenn  dagegen  die  Rechnung  auf  Schwierigkeiten  stößt  oder  zu 
omständlich  sein  würde,  wie  dieses  z.  B.  eintritt,  wenn  die  Begrenzung 


1)  Bin  BolchM  Verfahren  wird  i 
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7  angewandt. 
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des  Flächenstückes  überhaupt  durch  keine  gesetzmäfiige  Kurve  gebildet 
wird,  so  kaun  stets  in  der  Weise  veifahrea  werden,  daß  die  Begren- 
znogskurve  durch  ein  gezeichnetes  Polygon  ersetzt  wird,  welches 
sich  der  die  Begrenzung  bildenden  Kurve  möglichst  anschmiegt. 
Hierdurch  würde  die  Schwerpunktsbestimmung  für  das  krumm- 
linig begrenzte  FlacheoBtück  auf  diejenige  einer  Polygonäöche  znrück- 
geführt  sein. 

Rascher  und  Qbersichtlicher  kommt  man  in  den  meisten  Fällen 
zum  Ziele,  wenn  man  durch  ein  System  Ton  parallelen  Geraden  daa 
Flächenstück,  dessen  Schwerpunkt  zu  finden  ist,  in  Streifen  von  der- 
selben Breite  S  zerlegt,  wobei  6  nicht  zu  groß  angenommen  werden 
darf. ')  Werden  dann  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  betrachtet 
and  demgem*äB  ihre  Schwerpunkte  S^  bestimmt,  so  darf  jeder  Streifen 
ersetzt  werden  durch  eine  in  Sf  angreifende  Schwerkraft,  welche 
proportional  sein  muß  der  in  der  Richtung  des  Systems  der  paral- 
lelen Geraden  gemessenen  mittleren  Höhe  des  Streifens.  Hierdurch 
ist  die  Schwerpnnktsbestimmung  des  FlächenatUcks  wieder  auf  die- 
jenige eines  Punktsystems  znrückgefllhrt  und  kann  durch  zweimalige 
Kräftezusammensetzung  bzw.  durch  zwei  Seilpolygone  erfolgen.  Xur 
bei  den  beiden  äußersten  Streifen  pflegt  bei  derartigen  Konstruk- 
tionen insofern  eine  Ausnahme  gemacht  za  werden,  als  dieselben 
nicht  als  Trapeze,  sondern  als  Parahelabschnitt«  betrachtet  werden. 
Dann  müßte  im  Schwerpunkt  dieses  Parahelabschnittes,  der  von  der 
dasselbe  abschneidenden  Sehne  eine  Entfernung  jS  hat,  eine  Schwer- 
kraft angenommen  werden,  die  proportional  ist  zu  |yj,  wenn  y^  die 
Länge  der  betreffenden  Sehne')  ist. 

Diese  jedes  Mal  rorzunebmende  Schwerpunkttrbestlmmnng  der 
Trapeze  ist  immerhin  umständlich.  Dieselbe  läßt  sich  vermeiden, 
wenn  d  so  klein  ai^enommen  wird,  als  dieses  zeichnerisch  möglich 
ist,  und  indem  dann  an  die  Stelle  jedes  Streifens  ein  Rechteck  von 
der  Breite  S  gesetzt  wird,  dessen  Höhe  gleich  der  in  der  Richtang 
der  Streifen  gemessenen  mittleren  Hohe  des  Streifens  ist  (vergl.  §  21). 

Ist  der  Schwerpunkt  eines  Flächen  st  Ockes  F  zu  finden,  das  teils 
durch  KuTVenbogen,  teils  durch  gerade  Linien  begrenzt  ist,  so  kann 
durch  Sehnen  die  Kurven  begrenzung  zu  lachst  abgetrennt  werden, 
wodurch  die  Fläche  F  in  Polygone  und  in  Kurvenabschnitte  zerl^t 
ist.     Durch   die  Schwerpunkts-  und  Inhaltsbestimmung  der  so  erhal- 

1)  Methode  von  Culmaau. 

2)  Schon  TOD  Culmann  werden  die  beiden  &nflenten  ütreifen  als  Paiabel- 
■bscfanitte  betrachtet.    Ein  ParabelabschDitt  von  dei  PfeilhOhe  ä,  der  dnrch  eine 
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tenen  einzelnen  Flächenteile  ist  dann  die  Schweipunktsbestimmong 
des  FläcKenstficka  J  wieder  auf  diejenige  eines  Punktsystems  zorück- 
gefüliTt  und  kann  dnrch  zwei  Seilpolygone  erfolgen. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Momentenfläehe  and  der  belastete  Balken. 

§  32.  UomentenMclie  bei  nnvei^ndeiUchen  Belastangen. 

Sollen  bei  einem  horizontal  in  zwei  Pnnkten  gelagerten  Balken, 
der  durch  Kräfte,  die  senkrecht  zur  Längsachse  des  Balkens  sind,  auf 
Biegung  in  Anspruch  genommen  ist,  die  Festigkeitsverhältnisse  unter- 
sucht werden,  eo  ist  es  erforderlich,  für  die  einzelnen  zur  Län^^ochse 
des  Balkens  eenkrechteu  Que»chnitte  desselben  das  sogenannte  Bie- 
guttgsmom&it  zu  bestimmen.  Dnrch  den  für  irgendeinen  solchen  Quer- 
schnitt erhaltenen  Wert  des  Biegungsmomentes  sind  dann  die 
Normatspanrnrngen  gegeben,  welche  in  dem  betreifenden  Querschnitt 
auftreten.  *) 

Infolge  der  auf  Biegung  wirkenden  Kräfte  wird  der  Balken  eine 
gewiaee  Gestaltsverändernng  erleiden.  Hierbei  dreht  sich  jeder  zur 
Längsachse  senkrechte  Querschnitt  um  eine  in  ihm  liegende  Achse, 
die  Biegungsachse,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  geht. 
Unter  dem  Bkgungsmoment  des  betreffenden  Querschnitis  vnrd  danti 
verstanden  die  Summe  der  Drehmomente  aller  auf  der  einen  Seite  des 
Querschnitts  li^enden  Kräfte  für  die  Biegungsachse  als  Drehungsachse. 

Li^^n  sämtliche  auf  den  Balken  wirkenden  Kräfte  in  einer 
einzigen  vertikalen  Ebene,  die  gleichzeitig  eine  Symmetrieebene  für 
den  Balken  ist,  und  dieser  Fall  soll  hier  allein  untersucht  werden, 
so  ist  infolge  der  Symmetrieverhältnisse  die  Biegungsaehse  die  hori- 
zontale Schwerhnie.  Das  Biegungsmoment  stimmt  daher  fiberein  mit 
der  Summe  der  Drehmomente  der  auf  der  einen  Seite  des  Querschnitts 
übenden  Kräfte  fQr  einen  Drehpunkt,  der  in  der  Schnittlinie  des 
betreffenden  Querschuitts  mit  der  Symmetrieebene  liegt.  Es  kann  daher 
direkt  definiert  werden.  " 

Unter  dem  Biegungsmoment  eines  Querschnitts  sei  verstanden  die 
Summe  der  Drehmomente   aller  auf  einer  Seite  des  betreffenden  Qtter- 

zRT  Achte  der  Parabel  senkrecbte  Sehne  von  der  Länge  y,  &bgeBchiiitt«n  wird, 
hat  bekaontUcb  einen  Inhalt  ij/i-ä,  während  der  Schwerpunkt  von  der  Sehne 
eine  Entfernung  ^S  besitzt. 

1)  In  dieaem  und  in  den  folgenden  Kapiteln  werden  die  Elemeutt:  der 
Festigkeitslehre  voransgesetzt. 
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sehrntts  liegenden  Sräfie  fUr  den   Sehnü^atmU   der   Längsadise   des 
Baikens  mit  dem  Quersdmiü  als  Dreh^nkt. 

So  würde  in  Fig.  84  das  Biegungsmoment  eein: 
für  den  Qaersclmitt  C: 

fOr  den  Querschnitt  D: 

M  -  Bi{a  +  b)  ~  P^b, 
wenn  B^  die  in  dem  Lagerponkt  A  sich  ergebende  and  vertikal  nach 
aufwärts  eingeführte  Lagerreaktion  ist. 

Ob  bei  Bildung  des  Biegongsmoments  fQr  irgendeinen  Querschnitt 
die  Kräfte  auf  der  linken  Seite  oder  diejenigen  aaf  der  rechten  Seite 
bevorzugt  werden,  ist  an  und  für  sich  gleichgültig,  da  sich  hierbei 
infolge  der  Gleichgewichtsbedingungeu  nur  ein  Zeichenwechsel  des 
Biegungsmoments  ei^eben  würde;  doch  ist  es  bei  derselben  TJntei^ 
suchung  zweckmäßig,  bei  Bildung  der  Biegungamomente  für  die  ver- 
schiedenen Querschnitte  stets  die  Kräfte  auf  der  lümlichen  Seite  des 
Querschnitts  zu  nehmen. 

Sind  nun  die  Biegungsmomente  zu  finden,  so  wird  es  im  allge- 
meinen zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  ankommen. 
Da  die  wirkenden  Kräfte  P^ 
ein  System  von  paratleten 
Kräften  bilden,  und  die  bei- 
den zu  den  Eräftm  P,  pa- 
rallelen Wirkungslinien  der 
Lagerreaktionen  durch  die 
Stellung  der  L^er  gegeben 
sind,  so  sind  die  beiden  Lagerreaktionen  durch  die  beiden  fflr  parallele 
Kräfte  sich  ergebenden  GleichgewichtsbediI^^gen  vollständig  bestimmt. 
Sind  die  Lagerreaktionen  durch  Rechnung  zu  ermitteln,  so  empfiehlt 
es  sich  zunächst,  unter  Anwendung  des  Satzes  vom  statischen  Moment, 
den  Drehpunkt  nach  dem  einen  Lagerpunkt  zu  legen,  damit  sich  eine 
Gleichung  ergibt,  die  nur  die  eine  Unbekannte  enthält,  und  so  die 
SliminatioQ  einer  unbekannten  vermieden  wird.  Hierbei  ist  es  in 
Bücksicht  darauf,  dafi  bei  komplizierteren  Fällen  nicht  von  vornherein 
zu  erkennen  ist,  ob  die  Lagerreaktionen  nach  aufwärts  oder  nach  ab- 
wärts gerichtet  sind,  zweckmäßig,  die  Lagerreaktionen  ein  für  alle 
Male  nach  aufwärts  gerichtet  einzuführen,  da  dieses  der  am  häufi^ten 
vorkommeude  Fall  ist.  Sollte  eine  Lagerreaktion  nicht  nach  aufwärts^ 
sondern  nach  abwärts  gerichtet  sein,  so  wird  dieses  in  der  Rechnung 
dadurch   zum   Vorschein   kommen,   daß    sich   die    betreffende    Lager- 
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negativ  ergibl  Ist  dann  die  eine  Lagerreaktioii  gefoadeo, 
so  folgt  die  andere  entweder  durch  die  Bedingung,  da£  die  alge- 
braische Samme  der  Kräfte  gleich  l^nll  sein  mnS  oder  durch  noch- 
malige ADw^idnog  dee  Sateea  vom  statischen  Moment. 

In  Fig.  84  ei^bt  sich,  wenn  der  PonU  S  als  Drehponkt  gewählt 
wird,  fOr  die  Lagerreaktion  JZ,  im  Punkte  A  die  Gleichung: 
B,(a  +  h  +  e)  -  P,(b  +  c)  -  P,e-0 

und  dann  infolge  der  Bedingung 

R,+B,-P,-F,-0 
fSr  die  Lagerreaktion  Ü,  im  Punkte  S: 

a  +  P,{»  +  b) 


^1-' 


a  +  b  +  c 


Die  graphische  Bestimmung  der  Lageireaktionen  kann  nach  den 
Methoden  von  §  26  erfolgen,  und  zwar  ist  es  am  zweckmäßigsten,  die 
von  Culmann  gegebene  Methode  zu  rerwenden. 

Durch  das  fOr  die  gegebenen  Kräfte  P,  gezeichnete  Kräftepolygon 
und   Seilpolygon   ist   die    Zerlegung    der    Besultante   der   Kräfte   P, 


durchgeführt  in  zwei  Komponenten,  die  in  den  äußersten  Seiten  des 
Seilpolygons  li^m  und  daran  Größe  und  Richtung  sich  aus  dem 
KrSftepolygon  durch  die  beiden  Polstrahlen  OC  nnd  02  ergeben 
(JB^.  85).     Die  Wirkungslinien  der  Keaktionen  in  den  beiden  Li^er- 
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punkten  A  und  B  sehneiden  die  änBersten  Seiten  dee  Seilpoljgons  in 
den  beiden  Punkten  A^  und  B^.  Um  demgemäß  die  Besnltaote  der 
Kräfte  P^  zu  zerlegen  is  zwei  Komponenten  Q^  und  Q^,  die  durch 
die  beiden  Punkte  A^  und  B^  geben  und  parallel  zu  dieser  Resultante 
sind,  also  in  die  Wirkungslinien  der  Reaktionen  hineinfallen,  ist  es 
nach  §  2G  nur  erforderlich,  zur  Yerbindangslinie  A^B^  der  Punkte  A^ 
und  £,  den  parallelen  Polstrahl  CN  zu  ziehen.  Derselbe  schneidet 
im  Krä^polygon  denjenigen  Punkt  N  aus,  in  welchem  die  Kräfte 
Q,  und  Q^  im   Kräftepolygon  zusammentreffen,  und  zwar  ist: 

«>  -  ÖA', 

Die  80  erhaltenen  Kräfte  Q,  und  Q^,  die  sieh  bei  Zerlegung  der  Re- 
sultante der  auf  den  Balken  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Komponenten 
ei^eben,  die  in  des  durch  die  Lagerpnnkte  bestimmten  Vertikalen 
liegen,  sind  nichts  anderes  als  die  Lagerdrücke,  die  von  den  Kräften 
B^  hervoi^erufen  werden. 

Aus  den  Lagerdracken  ergeben  sich  dann  die  beiden  L^erreak- 
tionen  ü,  und  R^,  die  den  Kräften  Pj  das  Gleichgewicht  halten  sollen, 
indem  die  Richtung  der  L^erdrQcke  umgekehrt  wird.  Es  ist  somit 
die  L^erreaktion  im  Funkte  A: 

B,  -  m, 

die  Lagerreaktion  im  Punkte  B: 

In  der  Tat  erkennt  man,  daß  der  durch  das  gezeichnete  Seil- 
polygon und  die  Linie  A,B,  gebildete  Linienzug  nichts  anderes  ist 
als  das  geschlossene  Seilpolygon  für  die  im  Gleichgewicht  stehenden 
Kräfte  Pi,P„  B,,  ü,. 

Es  ergibt  sich  somit  für  die  Bestimmung  der  L^erreaktioneu 
folgende  allgemeine  R^el,  die  auch  in  gleicher  Weise  Gültigkeit  hat, 
wenn  die  beiden  Lager  A  und  B  nicht,  wie  in  Fig.  85,  an  den  End- 
ptmkten  des  Balkens  sind: 

Für  die  geg^ienen  Kräfte  ist  das  in  eine  vertikale  Linie  fallende 
Kräftepolygm  sowie  das  Seitpolygon  eu  eeicfmen.  Dann  ist  mr  Ver- 
bindungslinie der  Schnittpunkte  der  äußersten  Seiten  des  Setlpolygonex 
mit  den  Vertikalen  in  den  beiden  Lagerpunkten  der  parallele  Polstrahl 
jR4  eiehen.  Ders^te  schneidet  aus  dem  Kräftepolygon  denjenigen  Punkt  N 
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aus,  in  welchem  die  beiden  Lagerreaktionen  im  Kräftepolygon  tvsammen- 
treffen.  Die  Lagerreaktionen  sind  somit  die  Strecken,  die  durdt  den 
J'unkt  N  einerseits  und  durch  den  Anfangspunkt  bsw.  den  Endpunkt 
des  Kräft^aclygones  andererseits  begrenzt  sind.  Die  Richtung  der  Lager- 
reaklionen  folgt  hierbei  durch  die  Bedingung  des  geschlossenen  Kräfte- 
polggones. 

Eine  Verwechslang  der  Lagerre^tionen  ist  au^eschloBsen,  wenn 
berücksichtigt  wird,  daß  die  beiden  Polstrahlen,  die  die  betreffende 
Lageireaktion  im  firäftepoljgon  aneschneiden,  parallel  sein  müssen 
zu  denjenigen  beiden  Seiten  des  geschlossenen  Seilpolygonea,  die  auf 
der  betreffenden  Lagerreaktion  znsammentreSen. 

Dorch  die  Riebtang,  welche  sich  fflr  die  Lagerreaktion  ei^eben 
hat,  ist  dann  gleichzeitig  die  Stellung  des  Lagers  (oberhalb  oder 
unterhalb  des  Balkens)  entschieden.  Ist  nämlich  der  Lagerdmck  nach 
abwärts  gerichtet,  also  die  Reaktion  nach  aufwärts  gerichtet,  so  wird 
das  Lager  unterhalb  des  Balkens  anzubringen  sein.  Andererseits  wird 
das  Lager  oberhalb  des  Balkens  sein  mlissen,  wenn  der  Lagerdmck 
nach  aufwärts,  die  Lagerreaktion  somit  nach  abwärts  gerichtet  ist. 

Handelt  es  sich  nun  um  das  Biegungsmoment  för  ii^endeiuen 
Querschnitt,  so  folgt  dasselbe  sofort  ans  der  Fläche,  welche  durch 
das  geschlossene  Seilpoljgon  der  Kräfte  und  Reaktionen  b^renzt  ist. 
Infolge  davon  wird  von  Cnlmano  diese  Fläche  als  die  Mumenten- 
fläche  und  die  Gerade  AiB^,  welche  außer  dem  Seilpolygon  der 
Kräfte  P,  diese  Fläche  begrenzt,  als  die  Schlußinie  der  Mometden- 
fläche  bezeichnet.  Femer  bezeichnet  Culmann  die  an  irgendeiner 
Stelle  vertikal  gemessene  Höhe  der  Uomentenfläche  als  die  Momenten- 
höhe  oder  auch  als  die  Ordinate  der  Momenienflöche. 

Soll  mimlich  fOr  ii^endeinen  Querschnitt  D  das  Biegungsmomeut 
gefanden  werden,  so  ist  nach  §  10  die  durch  D  bestimmte  Vertikale 
mit  denjenigen  beiden  Seiten  des  Seilpolygoncs  zum  Schnitt  zu  bringen, 
die  sich  auf  der  Resultante  der  auf  der  einen  Seite  des  Quer- 
schnittes D  liegenden  Kräfte  schneiden.  Nach  §  10  würde  das  Bie- 
gnngsmoment  gleich  dem  Produkte  der  so  erhaltenen  Strecke  sein 
and  dem  Abstände  h  des  Poles  vom  Kraftepoljgon.  Die  Strecke 
aber,  welche  aus  der  Vertikalen  in  D  (Fig.  85)  durch  die  beiden  be- 
treffenden Seiten  des  Seilpolygoncs  ausgeschnitten  wird,  ist  nichts 
anderes  als  die  Momentenhöhe  fßr  den  Querschnitt  D.  Es  ergibt 
sieb  so  der  von  ColmanQ  gefundene  Satz: 

Das  Biegungsmoment  eines  belasteten  Ballens  ist  für  irgendeinen 
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Querst^nüt  gleich  dem  Produkte  aus  dm-  JüomentetihÖhe  für  diesen 
^terschniit  und  dem  Poldbstand: 

Hierbei  sind  aber  HelbstTarstündlicb  noch  die  beiden  eiDgefUirten 
Maßstäbe  (Kräftem&ßBtab  und  Längenmaßatab)  zn  berficksicbtigen, 
bzw.  es  müßte  die  eine  der  beiden  Strecken  m  und  k  anf  dem  Eräfte- 
moSstab,  die  andere  auf  dem  Längenmafietab  abgegriffen  werden.*) 

Fflr  die  Dimensioniemng  des  Balkena  kommt  das  größte  Biegangä- 
moment  (^Mammalmoment)  in  Betracht.  Der  Querschnitt,  fOr  den 
sich  das  maximale  Moment  ergibt,  wird  als  der  gefährliche  Querschnitt 
bezeichnet     In  Fig.  85  wQrde  das  Maximalmoment  sein: 

Man  —  ft'h. 

überhanpt  ist  von  vornherein  zu  erkennen,  daß,  falls  nnr  Einzelkräfte 
vorhanden  sind,  das  maximale  Biegungamoment  nur  für  einen  solchen 
Querschnitt  sich  et^ben  kann,  auf  den  eine  der  gegebenen  Kräfte 
oder  eine  Lagerreaktion  wirkt  Es  folgt  dieses  nämlich  daians, 
daß  bei  Einzelkräften  die  Momentenfläche  durch  gerade  Linien  be- 
grenzt ist,  und  daß  die  Eckpunkte  der  B^renznng  in  den  Wirknngs- 
linien  der  Kräfte  liegen.  Soll  daher  das  maximale  Biegungamoment 
durch  Rechnung  gefanden  werden,  so  wird  ea  nur  erforderlich  sein, 
die  Biegungsmomente  fSr  diejenigen  Queracbnitte  zn  bestimmen,  auf 
die  eine  Kraft  oder  eine  Reaktion  wirkt,  und  diese  so  erhaltenen 
Biegungemomente  aladann  miteinander  zu  vergleichen. 

Da  ea  nur  auf  die  Höhe  der  Momentenfläche  au  jeder  einzelnen 
Stelle  des  Balkens  ankommt,  so  wird  jede  andere  Fliehe,  welche  an 
den  einzelnen  Stellen  dieselbe  Hohe  besitzt,  den  nämlichen  Zweck 
erfüllen  und  als  Momentenfläche  zur  Verwendung  gelangen  können. 
Insbesondere  läßt  sich  aus  der  gegebenen  Momentenfläche  eine  andere 
herleiten,  welche  von  einer  horizontalen  Geraden  g  und  einem  Polygon- 
zug begrenzt  ist,  dessen  Eckpunkte  in  den  Wirkungslioien  der  Kräfte 
liegen.  Wird  die  horizontale  Oerade  g  zur  a:-Äcbse  eines  Koordi- 
Datenaystemes  gemacht,  so  ist  die  Ordinate  des  die  Momentenfläche 
nebst  der  ar-Achse   begrenzenden  Lioienzuges  gleich   der  Momenten- 

1)  Aach  die  MeUiode  von  Edd;  liefert  weseotlicb  füi  den  Fall  der  Leit- 
linie eine  einfaclie  Methode  für  das  BiegangBrnoment  Siehe  Herrn.  J.  Hol- 
lender,  „Über  eine  neue  graphiache  Methode  der ZiuammeoaetEang  vonEiftften", 
Leipzig  1896,  p.  38.  Es  soll  anf  dleM  Methode  wegen  ihrer  geringeren  prak- 
tischen Verwendbarkeit  nicht  weiter  eingegangen  werden. 
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höhe.  Daher  rOhrt  der  Ausdruck  Ordinette  der  Momentenfläehe  für 
Momentenhöhe,  Beim  Zeichnen  dieser  durch  eine  Horizontale  be- 
grenzten Homentenääche  ist  es  oatarlich  nur  nötig,  die  Momenteo- 
höhen  in  den  Wirkungslinien  der  Kräfte  abzogreifen.  Diese  Sedujc- 
tim  der  Mommtenftäche  auf  äne  Horigontaie  empfiehlt  sich  dann, 
wenn  die  hergeleitete  Momentenfläehe  eine  kompliziertere  Gestalt  be- 
siU,  rielleicht  infolge  daTon,  daß  einige  der  gegebenen  Kräfte  nach 
anfnärts  gerichtet  sind.  Man  vrird  dann  die  auf  eine  Horizontale 
reduzierte  Momentenfläche  besser  zn  überblicken  imstande  sein. 

Noch  auf  eine  zweite  Art  wird  von  Culmann  [bewiesen,  daß 
die  gezeichnete  Momentenfläehe  tatsächlich  das  Biegungsmoment  liefert    - 

Die  Vertikale  in  dem  Querschnitt  D,  für  den  das  Biegungs- 
moment anzugeben  ist,  möge  die  Begrenzung  der  Momentenfläche, 
also  das  für  die  Kräfte  und  Reaktionen  gezeichnete  geschlossene  Sail- 
poljgon  in  den  Punkten  D^  und  Z)j  ireflen,  and  zwar  die  SchloßUnie 
der  Momentenfläehe  in  dem  Ponkte  I)^  (Fig.  S6).  Die  Resultante  der 
auf  der  linken  Seite  des  Querschnittes  D  liegenden  Kräfte  ist  im 
Kräftepolygon  durch  die  gerichtete  Strecke  N\  dargestellt.  Dieselbe 
kann  zerl^  werden  in  eine  in  J>^  angreifende  Kraft  S^  und  in  eine 
in  Dj  angreifende  KraA  S^,  die  in  den  beiden  durch  I>^  und  D, 
gehenden  Seiten  des  Seilpolygones  li^n.  Aus  dem  Eiäftepolygon 
ergeben  sich  diese  beiden  Kräfte  der  Größe  nnd  Richtung  dai^stellt 
durch  die  Strecken  NC  nnd  Ol: 

Jede  dieser  beiden  Kräfte  S^  und  ^  sei  in  eine  horizontale  und  in 
eine  vertikale  Komponente  zerlegt.  Die  vertikalen  Komponenten 
werden  dann  zum  Biegungsmoment  keinen  Beitn^  liefern.  Die  beiden 
horizontalen  Komponenten  J7,  und  H,  sind  beide  gleich  dem  Ab- 
stände h  des  Poles  vom  Eräftepolygon  und  haben  entgegengesetzte 
Richtung:] 

Et  -  CC„, 

sie  bilden  daher  ein  Kräftepaar  mit  dem  Momente 

A  ■  D^D^ 
bzw. 

wenn  D^Dj  —  m  gesetzt  wird.     Das  Moment  dieses  Eräftepaares  ist 
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das   BieguugBmoment.     Das   Yoi'zeicheD  des   BiegnngsmomeiiteB,   wie 
sich  dasselbe  ergibt,  wenn  die  Kräfte  links  vom  Qaersclmitt  geBOmiDen 

werden,  wird  davon 
abhängig  sein,  ob 
der  Punkt  i),  ober- 
;a  halb  oder  unterhalb 
des  Punktes  D^  liegt. 
Es  kann  sein, 
daß  bei  einem  be- 
lasteten Balken  das 
die  Momenteufläche 
b^p-enzende  Seilpo- 
lygon  der  Kräfte 
P,  die  Schlnßhnie 
der  Momentenöäcbe  in  einem  Puukte  E  schneidei  Dann  wird  in  dem- 
jenigen Querschnitt,  welcher  vertikal  über  diesem  Punkt  E  liegt,  das 
Biegungsraoment  den  Wert  Null  erhalten.  Ferner  wird  das  Bi^^ngs- 
moment  auf  den  beiden  Seiten  dieses  Querschnittes  yerschiedene  Vor- 
zeichen haben,  &lla  beidemale  die  Kräfte  auf  der  nämlichen  Seite  des 
Querschnittes  bei  Bildung  des  Biegungsmomentes  zur  Verwendung  ge- 
langen, da  nämlich  auf  der  einen  Seite  dieses  Querschnittes  der 
Punkt  D,  oberhalb  des  Punktee  D,  liegt,  auf  der  anderen  Seite  unter- 
halb. Dasselbe  Resultat  ei^bt  sich,  wenn  berücksichtigt  wird,  daß 
bei  zwei  Querschnitten  F,  und  F,,  die  auf  verschiedenen  Seiten  von 
E  liegen,  aber  in  der  Nähe  von  E,  so  daß  zwischen  .F,  und  F^  keine 
weiteren  Kräfte  sich  befinden,  die  Resultante  der  aof  derselben  Seite 
von  Ff  und  F^  liegenden  Kräfte  durch  den  Punkt  E  als  den  sich 
dann  ergebenden  Schnittpunkt  der  äußersten  Seiten  des  Seilpotygones 
geben  maß.  Die  Bieguugsmomente  fUr  die  Querschnitte  F,  nnd  F^ 
werden  somit  vereehiedenes  Vorzeichen  erhalten,  da  es  eich  beidemale 
um  das  Moment  derselben  durch  E  gehenden  Kraft  handelt  und  die 
Drehpunkte  anf  verschiedenen  Seiten  dieser  Kraft  liegen. 

Infolge  davon,  daß  bei  dem  Zeichnen  des  Kräftepolygones  eine 
vollkommen  willkürliche  Anordnung  der  Kräfte  gestattet  ist,  kann 
es  sich  ereignen,  daß  die  vertikalen  Linien,  auf  denen  die  Momenten- 
höhen  abzugreifen  sind,  die  Begrenzung  der  Momentenfläche  in  mehr 
als  zwei  Punkten  treffen.  In  einem  solchen  Falle  kann  selbstverständ- 
lich die  Zahl  der  Schnittpunkte  nur  eine  gerade  sein,  um  alsdann 
das  Biegungsmoment  fOr  einen  Querschnitt  zu  bestimmen,  umgeht 
Culmann    die   Begrenzung   der   Momentenfläche   und  numeriert    die 
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Schnittpunkte  der  Begrenzung  mit  der  Vertikalen  in  dem  betreffenden 
Querschnitt.  Dann  ist  der  absolute  Wert  der  Homentenböbe  dnrcb 
die  Summe 

m=T2  +  34  -{-  ■■- 
dargestellt.     Hierbei  sind  diejenigen  der  Strecken,  die  nach  anfvärts 
gerichtet  sind,  von  den  nach  abwärts  gerichteten  abzasüeben. 

Die  auf  der  einen  Seite  des  Querschnittes  liegenden  Kräfte  lassen 
sich  nämlich  zerlegen: 

in  die  zwischen  den  Punkten  1  nnd  2  liegenden  Kräfte,  die  ein 
Moment  liefern  gleich  dem  Momente  zweier  horizontalen  Kräfte  von 
der  Größe  h  dea  Polabstaodee,  die  wie  in  Fig.  86  ein  Eräftepaar 
ergeben  mit  dem  Momente 

Ä-lä, 

in  die  zwischen  den  Punkten  3  nnd  4  liegenden  Kräfte,  die  auf 
ein  Kräftepaar  fahren  mit  dem  Momente 
Ä  ■  3  4     usw. 

Es  wird  nun  auf  eine  Addition  aller  der  Momente  der  Kräfte- 
paare ankommen.  Da  aber  die  in  1,  3,  5,  . . .  angreifenden  Kräfte 
nach  der  einen  Seite,  die  in  2,  4,  6,  . . .  angreifenden  Kräfte  nach 
der  anderen  Seite  gerichtet  sind,  so  werden  diejenigen  Kräftepaare, 
bei  welchen  die  Strecken  13,  34,  ...  nach  abwärts  gerichtet  sind, 
denaelben  Drebungssinu  haben,  die  anderen  Kräftepaare  di^egen  den 
entgegengesetzten.  Eb  wird  demgemäß  bei  der  Bestimmong  der 
Momentenböhe  auf  eine  algebraische  Addition  der  Strecken  12,34,... 
ankommen. 

Mit  Hilfe  der  hergeleiteten  Regel  ist  man  leicht  imstande,  aus 
^ner  Momentenfläche,  welche  von  den  Vertikalen  in  mehr  als  zwei 
Punkten  getroffen  wird,  eine  redueierie  MotnentenflÜcHe  herzuleiten,  bei 
welcher  die  Vertikalen  stets  nur  zwei  Punkte  ausschneiden.  Sind  ein- 
zelne Kräfte  vorhanden,  aber  keine  kontinuierliche  Last,  so  ist  die 
Bestimmung  der  reduzierten  Momentenfläcbe  eine  sehr  einfache,  wenn 
berficksichtigt  wird,  daß  die  sämtlichen  Eckpunkte  der  Begrenzung 
in  den  Wii-kungslinien  der  Kräfte  liegen.  Es  wird  daher  nur  er- 
forderlich sein,  die  reduzierte  Momenlenhöke  für  diejenigen  Querschnitte 
zn  bestimmen,  in  denen  die  Kräfte  liegen,  und  dann  in  den  Intervallen, 
in  denen  ein  Nullpunkt  für  das  Moment  liegen  könnte,  iu  einem 
weiteren  Querschnitt  die  Bestimmung  der  reduzierten  Momentenböhe 
durchzufahren,   um  durch    diese  Probe  zu  entscheiden,  nach  welcher 

dki_  I   Google 


170 


8.  Ekpitel.   Die  MomentenB&che  und  der  belutete  Balken. 


Seite  die  sich  ia  den  Wirkangalinien  der  Kräfte  ei^benden  Ho- 
mentenhStieii  aa^tragen  siod,  bzw.  ob  in  dem  Inteirall  ein  Nnll- 
pnnkt  Torhandea  ist  oder  nicht.  Im  weiteren  ist  es  zweckmäßig,  bei 
der  Bestimmung  der  rednziertea  Homentenbdhe  es  so  einzorichteii, 
dafi  die  reduzierte  Momentenfläche  durch  eine  Horizontale  b^p-enzt  ist. 
Einfachere  praktische  fÜUe 
sind  wesentlich  die  in  Fig.87 
und  Fig.  88  dargestellten. 

In  Fig.  87  ist  die  Momen- 

tenfläche  begrenzt  durch  das 

■Polygon  AjAfA^A^A,.    Aus 

derselben  ergibt  sich  die  re- 

,  duzierteMomentenfläche^wenn 

"■'  *''  das    Dreieck   A'A^Af    durch 

das  Dreieck  A'A"Aj   ersetzt  wird.     Die  reduzierte  Momentenfläche 

ist  so  begrenzt  dureh  den  Polygonzag  AiA'^"A^A^. 

In  Fig.  88  ist  die  Momentenfläche  b^renzt  durch  den  Polygon- 
zng  A^AJA^A^A,,  die  reduzierte  Momenteu^icbe  ist  begrenzt  durch 
den  Polygonzug  AiA'A"A^Ai.  Die  Eeduktion  auf  eine  Horizontale 
ist  in  Fig.  87  und  Fig.  88  nicht  durchgefahrt 

In  beiden  Fällen  hätte  sich  das  Resultat  axKk  ohne  die  Cul- 
maoneche  Regel  ergeben.  Wäre  in  Fig.87  die  Dreiecksfläcbe  A'A^A, 

abgezogen    statt    ad- 
diert, BD  hätten  sich 
in  derVertikalen  durch 
Ag  zwei  Tenchiedene 
Werte    fHr    die    Mo- 
mentenhöhe   ergeben, 
was  ausgeschlossen  ist. 
Andererseits  wOrde  in 
Fig.  88  bei  Addition  der  Dreiecksfläcbe  A^BA,  sich  ein  Eckpunkt 
der  B^^nznng  der  Momentenfläche  in  der  Vertikalen  dureh  B  ergeben 
haben,  was  nicht  mdglich  ist,  da  in  dieser  Linie  keine  Kraft  liegt. 

§  33.  HomentenfUohe  bei  unveränderllohen  konUnnierliohen  Be- 
laatnngen. 
Häufig  kommt  es  vor,  daß  der  Balken  nicht  dureb  Einzelkräfte, 
sondern  vielleicht  der  ganzen  Länge  nach  oder  auf  gewissen  Strecken 
dnreb  kontinuierliche  Lasten  beazisprucht  wird.  In  einem  solchen 
Falle  wird  das  die  Momentenfläche  b^^nzende  Seilpolygon  fOr  den 
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Teil  des  Balkens,  auf  welchen  die  kontinuierliche  Last  wirkt,  in  eine 
SeiUntrre  übergehen.     Die  sich  bo  ergebende  Seilkurre  läßt  sitdi  ans 
der  durch   die  kontinuierliche  Belastnog  beatimmten  Belastnngs&äcbe 
nach  den  Methoden  dea  §  31 
leicht   konstruieren.    Der  Fall 
der  kontinuierlichen  Belastong 
ist  daher  im  wesentlichen  als  ' 
erledigt  aoznaehen.') 

Besonders   häufig  kommt      «t 

es    vor,    da&    die    kontinuier-     2> 

yiche    Belastung    eine    gleidi-  "'*  **' 

mäßige  ist,  also  z.  B.  ans  einer  Mauer  von  derselben  Dicke  and 
der  nämlichen  Höhe  an  jeder  Stelle  bestehtL  Dann  ergibt  sich 
fOr  das  Biegongsmoment  desjenigen  Teiles  des  Balkens,  auf  dem 
die  gleichmäßige  Last  ruht,  ein  Äoadruck  zweiten  Grades  in  x.  Die 
Momentenfläcbe  ist  somit  fOr  diesen  Teil  dea  Balkens  durch  eine 
Parabel  mit  vertikaler  Achse  begrenzt,  dagegen  natürlich  ßlr  die- 
jenigen Teile,  auf  die  nur  Einsdlasten  wirken,  durch  gerade  Linien. 
In  Fig.  89  würde  sich  z.  B.  fDr  einen  Punkt  x,  der  sich  in  dem  Inter- 
vall  o,  <  X  <  flj  befindet,  ein  Biegungsmoment  ergeben 

M=-It,x-P(x~a,)-  ^(a;  — a,)», 
wenn  q  das  Gewicht  der  Längeneinheit  dieser  gleichmäßigen  Last  be- 
deutet.    Dieser  Ausdruck  bestimmt  einen   Parabelbogen  als  Begren- 
zung der  Momentenfiäche. 

Das  maximale  Biegiingsmoment  kann  in  einem  solchen  Fall  sich 
auch  für  einen  Querschnitt  ergeben,  auf  den  die  gleichmäßige  Last 
wirkt.  Es  wird  daher  zur  Bestimmung  des  maximalen  Momentes 
nicht  genügen,  die  Momente  fQr  diejenigen  Querschnitte  zu  finden,  in 
deoen  EinzeUasten  vorbanden  sind,  sondern  es  muß  auch  der  für  den 
durch  die  gleiohmäßige  Last  beansprucbten  Teil  des  Balkens  für  das 
Bi^ongsmomenb  erhaltene  Ausdruck  zweiten  Grades  auf  sein  Maxl- 
mam  bin  ontersncht  werden. 

Unter  Berflcksiohtignt^,  daß  bei  einer  gleichmäßigen  Belastung 
die  Momentenfiäche  fär  das  betreffende  Stfick  dea  Balkens  durch  eine 
Parabel  b^renzt  ist,  kann  die  in  §  21  rorgenommeae  Streifenzerle- 
gung, die  nur  ungenaue  Resultate  liefert,  vermieden  werden.  Es 
wfirde  dann  zunächst  das  Seilpoljgon  zu  zeichnen  sein  für  den  Fall, 

1}  Solche  tontintiieTlicbeii  B«la*taiigen  werden  acbon  in  der  ersten  Auflage 
der  Gnpbucben  Statik  tod  Cnlmaon  antetBiicbt.  Siehe  ancb  J.  Bauschingei, 
..BlementA  der  gnphigcheD  Sfaitik",  Mfinchen  1S71,  p.  103. 
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daß  din  kontinuierliche  und  gleicbaä&ige  Last  in  dem  Sdiwerpunkte 
S  rereinigt  angenommen  wird.  Dann  müßte  der  imterlialb  der  gleich- 
mäßigen Last  Uzende  Teil  des  Seilpolygona  darch  einen  dieses  Seil- 
poljgOD  in  den  Schnittpunkten  mit  den  vertikalen  B^p^nzungsUnien 
der  gleichmäßigen  Last  berührenden  nnd  nach  bekannten  Methoden 
zu  zeichnenden  Parabelbogen  ersetzt  werden.     In  dieser  Weise  ist  in 


Fig.  90  die  Momentenfläche  bei  einem  Balken  bestimmt,  auf  den  außer 
einer  einzelnen  Kraft  P  noch  eine  gleichmäßige  Last  Q  virkt.  Zn- 
imchst  ist  das  Kräftepolygon  und  das  Seilpolygon  A^A^A^Bj  bzw. 
die  Uomentenfläche  gezeichnet  fSr  die  Kraß  P  und  die  im  Schwer- 
punkt S  der  gleichmäßigen  Last  angreifende  Kraft  Q.  Dann  ist  das 
StUck  DjAfD^  des  Seilpolygons  ersetzt  durch  einen  Parabelbogen, 
der  die  Seiten  DiA^  und  A^D^  in  den  Punkten  Dj  nnd  D,  berührt 
Ist  eine  kontinuierliche,  aber  nicht  gleichmäßige  Lost  gegeben, 
BO  wird  man  im  allgemeinen  auf  eine  Streifenzerlegung  der  Last  an- 
gewiesen sein  nnd  wird  dann  das  so  erhaltene  Seilpolygon  durch  eine 
eingehtlllte  Kurve  ersetzen.  Ist  es  jedoch  möglich,  ohne  weitere 
Rechnung  oder  Konstruktion  den  Schwerpunkt  S  der  Last  anzugeben, 
so  kann  man  näherungs weise  in  der  Weise  verfahren,  daß  man  zu- 
nächst das  Seilpolygon  für  die  im  Schwerpunkte  vereinigte  Last  be- 
stimmt und  dann  nachträglich  das  unter  der  gleichmäßigen  Last  lie- 
gende Stück  des  Seilpolygons  durch  einen  berllhrenden  Parabelbogen 
ersetzt.  So  ist  in  dem  Beispiel  Fig.  91,  wo  der  Balken  eine  schräg 
ansteigende  Mauer  zu  tragen  hat,  die  Momentendäche  A-^A^S, 
gezeichnet,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Last  Q  der  Mauer  im 
Schwerpunkt  S  vereinigt  ist.  Dann  ist  der  Linienzng  A^A^Bi  durch 
einen  Farabclbogen  ersetzt,  der  die  Linien  AiA^  und  ^.B,  in  den 
Punkten  Ai  nnd  if,  berührt.  Die  Rechnung  würde  ergeben  haben, 
daß  die  Momentenfläche  nicht  dnrch  den  gezeichneten  Parabelbogen, 
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sondern  durch  den  Bogen  einer  Parabel  dritter  Ordnung  begrenzt  ist, 
welcher  natürlich  auch  die  Linien  A^A^  und  A^Bi  in  den  Punkten 
A^  ond  £,  berOhrt.  Diese  Parabel  dritter  Ordnung  ist  also  nähe- 
rungsweise durch  eine  gewöhnliche  Parabel  ersetzt. 

Ein    genaueres,  natürlich    aber  auch  angenähertes,  Resultat  laSt 
sich  in  der  folgenden  Weise   erzielen:  Gs  werde  die  Belastungsfläche 


durch  einige  vertikale  Geraden  g^,  93,  ■  -  -  in  Teile  zerlegt  und  dann 
im  Schwerpunkt  jedes  Teiles  dessen  Gewicht  vereinigt  angenommen 
und  nir  das  so  erhaltene  Kräftesjstem  das  Seilpoljgon  gezeichnet. 
Dieses  Seilpolygon  ist  darauf  durch  einzelne  Parabelbögen  zu  er- 
setzen, welche  die  Seiten  des  Seilpolygones  in  den  Schnittpunkten 
nüt  den  Geraden  jr,,  fft,  ■ . .  berObren.  Ein  solches  Verfahren  möchte 
wesentlich  dann  sieb  empfehlen,  wenn  die  Schwerpunkts-  und  Inhalts- 
bestimmang  der  einzelnen  Teile  der  Belastnngsfläche  nnr  geringe 
Konstruktionen  erfordert. 

Setzt  sich,  wie  in  dem  Beispiel  Fig.  90,  die  Belastung  des  Balkens 
ans  einzelnen  Kräften  und  einer  kontinuierlichen  Last  zusammen,  so 
kann  die  Bestimmung  der  Momentenääche  auch  in  zwei  Aufgaben 
zerlegt  werden,  nämlich: 

1.  in    die   Bestimmung   der   Momentenfläcbe    für    die    einzelnen 
Kräfte, 

2.  in   die   Bestimmung  der  Momentenfläche   fQr  die  kontinuier- 
liche Last, 

wobei  die  Polabstände  beide  male  gleich  groß  anzunehmen  sind. 

Durch  eine  algebraische  Addition  der  MomeutenhÖhen  dieser 
beiden  Momentenflädten  ergibt  sich  dann  die  Momenten  höbe  der 
resultierenden  Momentenääche  bzw.  die  Momentenfläcbe  für  den  Fall, 
daß    sowohl   die   Einzelkräfte   wie   die   kontinuierliche  Last  anf  den 
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Balken  wirken.  Ebenso  würden  sicli  die  Ij^erreaktionen  durch  eine 
algebraische  Addition  der  in  den  beiden  gezeiclmetes  B^en  erhaltenen 
Lagerreaktionen  bestimmen.  Ein  derartiges  Verfahren  hat  zur  Folge, 
daß  sich  der  Einfloß  der  Einzelkräfte  wie  der  kontinuieriichen  Last 
auf  die  I^agerreaktionen  und  die  Momentenfläche  f&r  sich  ergibt,  was 
nnter  Umständen  von  Vorteil  ist 

g  34.    Die  FlKohe  der  SobubkrUte  In  Verbindong  mit  der 

Homentenfläobe. 
Für  die  Untersuchung  der  Festigkeit  eines  geraden  Balkens  ist 
es  wichtig,  nicht  allein  das  Bi^ungsmoment  für  jeden  Querschnitt 
des  Balkens  zu  haben,  sondern  auch  die  Kraft  zu  kennen,  welche 
jeden  einzelnen  Querschnitt  auf  Äbscheeren  in  Anspruch  nimmt.  Die 
Größe  dieser  auf  einen  Querschnitt  wirkenden  Schabkraft,  die  auf 
denselben  in  entsprechender  Weise  zu  verteilen  sein  würde,  ist  nnn 
gleich  der  Resultante  der  auf  der  einen  Seite  des  Querschnittes  wir- 
kenden Kräfte.  Um  eine  geometrische  Darstellung  der  Schubkräfte 
für  die  einzelnen  Querschnitte  zu  erhalten,  sei  eine  Fläche  der  Schab- 
liräfte  (Diagramm  der  S(Atibkräfte)')  entworfen,  welche  einerseits  von 
einer  Geraden  begrenzt  ist  und  zwar  am  besten  durch  die  horizontale 
Mittellinie  des  Balkens,  und  deren  vertikal  gemessene  Höhe  an  jeder 
Stelle  die  Größe  und  Richtung  der  auf  den  Querschnitt  wirk^iden 
Schubkraft  angibt.  Bei  Bestimmung  dieser  Schubkraft  wird  man 
stets  die  Resultante  der  auf  der  nämlichen  Seite  des  Querschnittes 
liegenden  Kräfte  wählen,  also  von  vornherein  eine  Seite  des  Quer- 
schnittes (die  rechte  oder  die  linke)  bevorzugen.  Von  dieser  Wahl 
häi^  jedoch  nicht  die  Höhe  der  Fläche,  sondern  nur  ihre  Lage  be- 
züglich der  Mittellinie  des  Balkens  ab;  bzw.  es  tritt  bei  der  anderen 
Wahl  nur  eine  Umklappuug  der  F^che  um  die  Mittellinie  ein,  was 
sich  sofort  ans  den  Gleichgewichtsbedingongen  der  auf  den  Balken 
wirkenden  Kräfte  ergib! 

Sind  nur  Einzelkräfte  vorhanden,  so  wirkt  auf  sämtliche  Quer- 
schnitte, die  in  dem  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Kräfte  begrenzten 
Intervall  liegen,  dieselbe  Schubkrafl;.  Die  Fläche  der  Schubkräfte  wird 
daher  in  jedem  solchen  Intervall  dieselbe  Höhe  haben,  also  durch 
eine  Horizontale  begrenzt  sein.    Die  Fläche  der  Schubkräfte  hat  somit 

1)  Die  bei  einem  auf  Biegung  beanaprachten  Balken  auftretenden  Sclmb- 
krilfte  sind  zuerst  anteraucht  in  F.  Laisale  und  A.  Sohfibler,  „Der  Baa  der 
BrQckentrager",  1.  Anfl.  ISCT  p.  19.  Die  Flache  der  SehnbbftAs  findet  ait^  da- 
gegen erst  bei  Culmann. 


>y  Google 


§  34    Die  Plftche  der  SchobkAfte  in  Yerbindong  mit  der  Homeuteuflacbe.      175 

bei  Einzelkräften  eine  stufenförmige  Gestalt,  wobei  die  Stufen  in 
den  Wirknngslinien  der  Kräfte  liegen. 

Sind  die  L^ferreaktionen  gefunden,  so  ]äät  sich  die  Fläclie  der 
Sclrabkräfte  lediglich  ana  dem  Enlftepolygon  herleiten.  In  Figur  92 
ist  die  EoDstruktion  fSr  einen  Balken  durchgeführt,  der  durch  die 
drei  Kräfte  P^,  P,,  P,  mit  den  Wirkui^linien  \,  2,,  l^  belastet  ist 

Zunächst  sind  die  Lagerreaktionen  üj  und  Ji,  mit  Hilfe  des  Seil- 
polygones  bestimait  Die  Fläche  der  Schubkräfte  int  dann  die  durch  die 


V-.-f. 


Balkenachse  AB  und  durch  den  Linienzag  AD^D^Df  D^D^  DiDi  D^B 
begrenzte  Fläche,  wobei: 

AB.^R,,  D(Z),'=Pi,  D,2)b'=P„  B^B^-P^,  B,B-B,. 

Ist  eine  kontinuierliche  Belastung  vorhanden,  so  ist  die  Fläche 
der  Schubkräfte,  soweit  diese  kontinuierliche  Belastung  geht,  durch 
eine  Kurve  begrenzt.  Deren  Höhe  an  irgend  einer  Steile  läßt  sich 
leicht  durch  Streifenzerlegong  der  BelastuogsSäche  und  Addition  der 
mittleren  Höhen  finden. 

Ist  insbesondere  die  Belastung  nicht  nur  kontinuierlich,  sondern 
auch  gleichmäßig,  so  läßt  sieb  leicht  nachweisen,  daß  soweit  diese 
gleichmäßige  Belastung  geht,  die  Fläche  der  Schubkräfte  durch  eine 
Qerade  (nicht  horizontale  Oerade)  begrenzt  ist,  deren  Neigung  sich 
ans  der  QrSBe  dieser  gleichmäßigen  Belastung  ergibt.  Es  sei  nämlich 
ein  Balken  gegeben,  der  durch  einige  Einzelkräfte  und  von  a:  •-  a  bis 
X  -=1  durch  eine  gleichmäßige  Last  belastet  ist,  deren  Längeneinheit 
das  Gewicht  q  hat  (Fig.  93a).  Fflr  einen  Querschnitt  in  dem  Intervall 
von  z  •=  a  bis  x  =  h  ist  die  Summe   der    auf  der  linken   Seite  des 
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QuerBchnittee  liegenden  Kräfte  und  somit  die  Höhe  z  der  Fläche  der 
Schubkräfte 

ü  =  Ü,  —  P,  -  P,  —  3  (j:  -  o). 


Da  dieser  Änsdruck  linear  ist,  so  mufi  die 


_LJ^ 


Fläche  der  Schubkräfte  in 
dem  Intervall  Ton 
x  =  a  bis  x  =  b  tat- 
sächlich durch  eine 


2^  gerade  Linie,  deren 

Neigung   von   dem 

^ Werte    TOn   g   ab- 

"■■  ^^'  hängt,begreDztsein. 

Wird  dieses  berücksichtigt,  so  läflt  sich  bei  gleichmäßiger  Belastung 
die  Fläche  der  Schubkräfte  zeichnen,  ohne  daß  eine  Streifenzer- 
legnng  der  Belastung  erforderlich  ist.') 

In  Fig.  93b  ist  fQr  das  Beispiel  Fig.  93a  die  Konstruktion  der 
Fläche  der  Schubkräfte  durchgeführt.     Zunächst  sind  f3r  die  durch 


die  Kräfte  P,,   P,,  Pj   und  die   gleichmäßige  Last  Ton  dem   Gesamt- 
gewicht Q  gebildete   Belastung  des  Balkens    vermittels  des    Seüpoly- 


I)  Siehe  Bai 
i;i871)  p.  104. 
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gones   die   Xd^erreaktionen   R^    and  Ji^    ge&ndea.     Die  FlaclLe   der 
Schabkräfte  ist  begrenzt  doroli  den  Linienzug 

wobei: 

AD^~Ri,  D,D;-Pi,  D^Dt-P,,  D^'D^^Q,  U,U,'-P„  i),J-ü,. 

Der  Punkt  Dg  iat  Merbei  durch  die  Bedingung  bestimm^  dafi  er 
nm  Q  unterhalb  Ton  D^  liegen  moS.  Nachdem  ao  B^  gefunden  iat, 
sind  die  Punkte  D^  und  i)^  geradlinig  rerbondeu. 

In  derartigen  Fällen,  in  denen  die  Belaetnng  teils  aus  Einzel- 
kräften, teils  aus  einer  kontinnierlichen  Last  besteht,  kann  Übrigens 
vie  bei  den  Momentenflächen  in  der  Weise  reifahren  werden,  dafi 
man  fQr  die  Biuzelkr&fte  wie  fttr  die  kontinnierliche  Last  die  Fläche 
der  Schubkräfte  für  sich  entwirft  und  dann  die  beulen  so  erhaltenen 
Flächen  dnrch  Addition  zu  einer  resultierenden  fläche  vereinigt. 

Zwischen  der  Momentenfl&che  und  der  Fläche  der  Schubkräfte 
läßt  sich  eine  wichtige  Beziehung  herleiten.  Die  Begrenzungskurre 
der  FUche  der  Schubkräfte  ist  lümllch  nichts  anderes  als  die  ab- 
geleitete Kurve  der  Begrenzung  der  abf  eine  Horizontale  reduzierten 
Momentenfläche. 

Es  seien  zunächst  nur  Einzelkräfte  vorhanden.  Dann  hat  der 
Ausdruck  f&r  das  Biegungsmoment  die  Form: 

M=BiX-SF,{x-a,), 
während  die  Ordinate  der  Begrenzungsknrve  der  FlB(die  der  Schub- 
kiftfte  ist: 

«  -  üi  -  SPt. 
EJs  ist  somit  tatsächlich 

Ist  dag^en  aufier  Einzelkräften  eine  eich  Qber  einen  Teil  des  Balkens 
erstreckende  kontinuierliche  Last  vorhanden,  und  ist 

1-f{i) 
die  Oleichni^  der  Belastungskurve,  so  erhält  der  Ausdruck  fQr  das 
Biegnngsmoment  fQr  einen  Punkt  mit  der  Abszisse  x  die  Form: 

M~  R^x  -  ZPt{x  -  a,)  -ß(x  -  i)dl 

da  nämlich  ein  Flächenelement 

df-ldi 
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der  BelastimgBfiScIie  znm  Bi^ungsmoment    ffir    den    Pnnlct  x  den 
Beitr^  liefert  (Fig.  94): 

{x~%)df=n{x-%)di. 
Andererseit«  folgt  fOr  die  Höhe  der  Fläche  der  Schubkräfte: 

z  -  R^- SP^-Cfidl. 

Anch  hier  ist  wieder: 


d.  h.  die  Begrentungskarve  der 
JFlädte  der  Si^tAh-äfle  ist  die  ahgdettde  Kwrve  der  Begremung  der 
auf  eine  Boriioti^le  redaiierten  Momentenfläche. 

Ans  dieser  Beziehung  zwischeD  der  Momentenfläche  und  der  Fläche 
der  Schuhkriift«  folgt,  daß  das  maximale  Biegungsmoment  sieh  für  einen 
Quersdinitt  erg^n  muß,  in  dem  leine  Schubkrafl  vorhanden  ist,  in 
wachem  somit  die  Begrenzungdinie  der  Fläche  der  Schubkräfte  die 
Mitidlinie  des  Baihens  sekneidä. 

Die  Fläche  der  Schubkräfte  kiuin  daher  dazu  verwandt  werden, 
nm  mit  größerer  Genauigkeit,  als  dieses  unmittelbar  aus  der  gezeich- 
neten Momentenfiäche  möglich  ist,  denjenigen  Punkt  za  bestimmen, 
fQr  den  sich  das  maximale  Moment  ei^bi  Sind  außer  Einzelkräften 
nur  gleichmäßige  Belastungen  vorhanden,  so  kann  bei  Yerwendong 
der  Fläche  der  Schubkräfte  das  Zeichnen  der  Parabelbögen,  die  fQr 
die  gleichmäßigen  Belastungen  die  Momentenftächen  begrenzen,  fiber- 
haupt  vermieden  werden,  sobald  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  des 
maximalen  Biegnngamomentes  handelt.  Ist  nämlich  für  einen  Quer- 
schnitt G,  der  innerhalb  der  gleichnmßigen  Last  liegt,  die  Schubkraft 
gleich  Null,  so  daß  sich  für  denselben  das  maximale  Bi^ungsmoment 
ei^ben  könnte,  so  läßt  sich  das  Biegungsmoment  fQr  diesen  Quer- 
schnitt finden  aus  derjenigen  Momentenfläche,  die  sich  ergibt,  wenn 
die  gleichmäßige  Last  durch  diesen  Querschnitt  in  zwei  Teile  geteilt 
wird  und  die  Belastung  jedes  Teiles  im  Schwerpunkte  dessdbeo  ver- 
einigt angenommen  wird. 

In  Fig.  95  ist  ein  Balken  gezeichnet,  der  dnrch  eine  Last  Q 
gleichmäßig  auf  einer  Strecke  dieses  Balkens  belastet  ist  Indem  diese 
Last  Q  im  Schwerpunkt  vereinigt  angenommen  ist,  hat  sich  eine 
Momentenfläche  AiEB^  ergeben.  Aus  der  Fläche  der  Schabkrifte 
folgt  die  Lage  des  gefährlichen  Querschnittes  bei  G.    Durch  G  ist 


I  36.   Momenteufläche  bei  mittelbaren  Belastnngea. 
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die  Last  Q  in  zwei  Teile  zerlegt  mit  den  Schwerpunkten  S,  und  S,. 
Werden  die  Gewichte  der  Jieiden  Teile  in  S,  und  S^  vereinigt  an- 
genonimeD,  bo  folgt,  daß  bei  der  gezeichneten  Momentenfiäche  der 
Eckpunkt    E    durch    die    Linie   D^D^    absuschneideo  ist,  wobei   die 


Punkte   D,   und  D,   auf  den   Linien   A^E   und   EE^    und   zwar   auf 
denselben  Vertikalen  wie  S^  und  S^   liegen.     Die  Höhe  G^  Q^  der  so 
erhaltenen  Momentenfläche  fQr  den  Querschnitt  G  beBtimmt  das  Moment 
fQr  diesen  Querschnitt  und  somit  das  gesuchte  Haximalmoment: 
M^-G,G,h. 

§  35.   Uomentenflaobe  bei  mittelbaren  Belaatongen. 
Häufig  kommt  es  vor,  da&  ein  gelagerter  Balken  AB  gegeben 
ist,  der  seihst  wieder  einen  anderen  Balken  A'B'  tragt,  und  daß  die 
Lasten  alle  oder  teilweise  auf  . 

den  Balken  A'ff  wirken.  In  ,  k»,  Ip 

■     -£ — f 


einem  solchen  Falle  wird  ron   a 


.  /x- 


_zr: 


""A 


miüdbarer      Belastung      ge- 
sprochen.    In  Fig.  96  z.  B.  "*■  **■ 
wirkt  die  Kraft  P,  mittelbar  auf  den  Balken  AB,  die  Kraft  P,  da- 
gegen anmittelbar. 

Ein  solcher  Fall  von   mittelbarer  Belastung  läßt  sich  leicht  auf 
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den  einer  nnmiUelbaren  BelMtoog  zarflekfOhren.  Zutriebst  ist  klar, 
dafi  es  fttr  die  Uotersnchong  des  BalkflOB  AB  nar  auf  die  Bestimmung 
der  Lagerdrücke  ankommt,  welche  die  auf  den  oberen  Balken  wir- 
kenden Kräfte  in  A'  und  B"  herrorrofen.  Es  könnten  daber  znnäcbst 
die  Lagerdrücke  bestimmt  werden,  welche  die  mittelbare  Belastung 
in  den  beiden  Lagerpankten  A'  nsd  B'  bedingt,  and  dann  diese 
Lagerdrücke  als  auf  den  Balken  AB  unmittelbar  wirkende  Kräfte 
eingeführt  werden.  Bei  einem  derartigen  Ver&hren  würden  zwei 
Seilpolygone  zu  zeichnen  sein. 

Zweckmäßiger  ist  es,  zunädut  das  Seilpolygon  bzw.  die  Momenten- 
fiäehe  für  den  Fall  zu  konstruieren,  daB  die  Belastung  unmittelbar 
auf  den  Balken  wirkt,  und  darauf  zu  untersuchen,  wie  sich  nun  die 
Uomentenflftche  infolge  davon,  dafi  die  Beloatong  mittelbar  ist,  ändert. 

In  Fig.  97  wird  der  Balken  AB  durch  die  beiden  Kräfte  Vi  °"<1 
Qt  mittelbar  und  durch  die  Kräfte  Pi  und  P,  unmittelbar  belastet. 
Für  diesen  Balken  ist  die  MomentenflBche  A^A^Ä^A^Ä^BiAi  kon- 


stroiert,  wie  wenn  aach  die  Kräfte  Q,  and  Qj  unmittelbar  auf  den 
Balken  AB  wirken  würden.  Im  gezeichneten  Kräftepoljgon  sind  die 
vier  Kräfte  dargestellt  durch  die  Strecken: 

^j  -  Öl,  «1  -  12,  ft  -  23,  P,  -  34. 
Noo  sind  die  beiden  Kräfte  Qj  und  Q,  dorcb  die  L^radrÜcke  D^ 
in  A'  und  P,  in   B'  zu  ersetzen.     Schneiden  die   beiden  Vertikalen 
in  den  Li^erpunkten  A'  und  B'  die  Seiten  A^A^  und  .^.<lg  in  den 
Punkten  A^  und  B^   und  ist 

CN-  !|  A{B,', 
so  ergeben  sich  diese  beiden  Lagerdrücke  i)j  und  Z)j  ans  dem  Kräfte« 
polygon  ab:  i>,  =  IJV",    i>,  =  A'3.  _  , 
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Werden  aber  die  beiden  Kräfte  Q^  und  Qj  ersetzt  durch  die  Kräfte 
2),  nud  D,,  m  folgt  fQr  die  Kräfte  P^,  D^,  D,,  P,  ein  Seilpolygon 
A^AjAi' Bi  J^Bx,  bei  welehem  an  die  Stelle  desLinienznges.^'^ ^^.Bj' 
die  Linie  J^'B^'  getreten  ist.  Die  Momentenfläche  bei  BerQcksicb- 
tigung,  daß  Q^  nnd  Q,  den  Balken  mittelbar  belasten,  ist  somit  die 
Fläche  A^A^Aj' Bi' AfBiA-i.  Femer  ist  aus  der  Fig.  97  gleichzeitig 
die  MomentenMche  fBr  den  Balken  A'B'  zu  erkennen. 

Hieraus  ei^bt  sich  die  Regel: 

Jat  em  Balken  mitttßtar  bdasiet,  so  werde  »unächst  die  Momenien- 
flädte  so  konstruiert,  als  wenn  nur  unmttteVxo'e  Bdastung  vorhanden 
wäre.  Dann  ist  derjenige  Tal  des  die  MomentenftÖdie  iegreneenden 
Seäpolggones,  da"  unterhalb  da-  Stüispunkte  des  die  mÜteßxa-e  Betastung 
tragenden  Baikens  liegt,  durdi  eine  Gerade  abeuschneiden. 

Durch  diese  Regel  ist  die  Untersuchung  eines  Balkens  bei  mittel- 
barer Belastung  taträchlich  auf  diejenige  desselben  Balkens  bei  tin- 
mittelbarer  Belastong  zurükgefSbrt. 

§  36.  BeatlmmTing  des  maximalen  BiegM^smomentes  bei  bewegten 
I>aaten  mit  Hilfe  der  BJnflgBlinien. 
In  den  bisherigen  UntersuchungeD  ist  stets  angenommen  daß  die 
Lasten  auf  ganz  bestimmte  Stellen  des  Balkens  wirken.  Es  kommt 
jedoch  TOT,  daß  aoßer  solchen  unbew^lichen  Lasten  auch  Lasten  Tor- 
hauden  aind,  die  sich  über  den  Balken  hinbewegen,  so  daß  die  Unter- 
sachnng  filr  jede  Stellung  der  bewegten  Last  auf  dem  Balken  durch- 
zufahren ist  Bei  solchen  Aufgaben  handelt  es  sich  wesentlich  darum, 
wie  sich  die  Lagerreaktiouen  nnd  das  Biegnngsmoment  infolge  der  Be- 
wegung der  Last  ändert,  nnd  insbesondere  welchen  Wert  das  maximale 
Moment  erhält,  und  fQr  welche  Stellung  der  bewegten  Last  sich  das- 
selbe ergibt  Da  bei  mehreren  Kräften  die  Lagerreaktiouen  und  Mo- 
mente sich  durch  algebraische  Addition  aus  denjenigen  Werten  herleiten 
lassen,  die  sieh  fQr  die  emzelnen  Kräfte  herausgestellt  haben,  so 
können  bei  der  Untersuchung  diejenigen  Kräfte,  welche  auf  ganz  be- 
stimmte Stellen  des  Balkens  wirken,  zuiüchst  w^gelassen  werden, 
■o  daß  es  sich  nur  um  die  bewegte  Last  handelt.  Bei  einer  der- 
artigen üntersuchang  leisten  die  von  0.  Mohr  und  J.  Weyrauch 
eingeführten  Einflußlinien^)  gute  Dienste: 

1)  Die  ente  Auwendung  der  EinflnBliDien  findet  aiuh  in  einer  Arbeit  von 
O.  Hobi:  „Beitrag  Kar  Theorie  der  HoIe-  und  EiBenkonstraktionen''.  Zeiticbr. 
d.  Azch.-  und  Ing.-Ter.  zu  HumoTer  li  (1869)  p.  19.  Fast  gleichieitig  nnd  uo- 
«bUngig  davon   hat  E.  Winkler  von  den  Einfloßlinien    Oebraocli  gemacht: 
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Uider  einer  EinßußUme  wird  Je»  einem  durc^  eine  betceglicke  Last 
beanspruchten  Balken  eine  Linie  verstanden,  deren  Ordinalen  für  jede 
Stellung  der  bewegten  Last  die  Größe  einer  Reaktion  oder  des  Biegungs- 
mom&ttes,  bew.  die  Sdiubhraft  für  irgend  einen  bestimmten  Querschnitt 
darstdlen. 

In  gleiclier  Weisa  wird  die  Fläche,  die  durch  die  EinfluBliaie 
und  die  BalkenachBe  begrenzt  ist,  oIb  die  Einflußfläche  bezeichnet. 

Es  Boll  die  UnterBaohung  zunäcliBt'  analytisch  geführt  werden, 
and  zwar  ftlr  eiaeu  BaUcen,  anf  den  eine  einzige  Kraft  Q  wirkt,  die 
4    sich  über  den  Balken  hin- 

Der  Balken  sei  in  den 
beiden  Punkten  A  and  H, 


.1$- 


die  eine  Entfernung  l  Ton- 
^  einander  haben,  gelagert. 

"         ■     a;     '  "^        Der    Punkt    A    Bei    zum 

"■  "  NaUpunktdeaKoordinaten- 

■ystemeB  gemacht  und  die  positire  x-Achse  durch  B  gelegt  (Fig.  98 1. 
Eine  Kraft  Q,  die  in  einem  Punkte  E  des  Balkens  mit  der  Koor- 
dinate X  angreift,  roft  in  A  und  B  Lagerreaktionen  hervor: 

Werden  in  diesen  beiden  QleichuQgen  B.^  und  E,  ab  die  Ordi- 
nalen eines  Punktes  mit  der  Abszisse  x  betrachtet,  und  wird  dem- 
gemäß gesetzt: 

80  ergeben  eich  zwei  Gleichungen  (Fig.  98): 

'Js"?^:, 

Mitt,  d.  Arch-  u.  Ing.-Tec.  fSr  BShmea  tSSS  p.  6.  Analjtiaoh  hat  J.  Wefraucb 
die  EinflaSlinien  unteisncht:  „Aljgemeiae  Theorie  und  Berechnung  der  kon- 
tinnierlichen  Traget"  Leipzig  (1873)  p.  60  und  Zeitechr.  d.  Arch.  und  lag.  m 
Hannover  St  (1ST6)  p.  467.  Graphiach  sind  die  EinSaBlinien  ron  W.  Fi&nkel 
behandelt,  Civiling.  (2)  22  (1876)  p.  443.  Siehe  feroei  die  aasfChrliche  Dar- 
atellnng  von  M.  Levj-:  „La  Btatique  graphiqae".  2.  äd.  Paris  (1886)  t  3,  p.  29, 
soirie  die  Lehrbücher  über  BaukokstruktionBlehre  von  H.  Müller-Breslaa  und 
W.  Bitter:  HAnwendongen  der  graphischen  Statik".  Drittel  Teili  ^i>vc  kon- 
tinuierliche Balken".    Zorich  1900. 
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die  zwei  Gerade  darsteUen.  Diese  beiden  Gersden  sind  die  Einänß- 
liDieii  für  die  L^erreaktiooeu  B,  und  B^.  För  jeden  Wert  von  x, 
somit  fOr  jede  Stellong  der  bewegten  Last,  liefern  die  Ordinaien 
dieser  beiden  Gleichungen  die  Lagerreaktionen  if^  nnd  B^,  und  zwar 
auch  für  solche  Angriffspunkte  der  Last  Q,  die  nach  Verlängenmg 
des  Balkens  über  die  Lager  hinaus  außerhalb  der  Strecke  AB  liegen. 
FQr  einen  Angriffspimkt  von  -Q,  der  außerhalb  der  Strecke  AB 
liegt,  wird  die  eine  Lsgerreaktion  negativ  (d  h.  nach  abwärts  ge- 
richtet), was  auch  aus  der  Zeichnung  zu  erkennen  isL  Ebenso  lä&t 
sich  sofort  aus  der  -Zeichnung  ersehen,  daß  die  Gleichung 

B,  +  B,-Q 
tatsächlich  erfüllt  ist 

Ffir  das  bequeme  Zeichnen  der  beiden  Ein&ußlinian,   möge   be- 
merkt werden,  daß  (Fig.  98): 

AA'-^BB'-  Q 
sein  muß.     Es  folgt  dieses  sofort  daraus,  daß,  wenn  die  Last  Q  Qber 
dem  einen  Lager  steht,  diese  Lagerreaktion  gleich  Q  ist,  während  die 
andere  Null  wird. 

Mit  Hilfe  der  gezeichneten  Einflußlioien  B^  vmi  Bf  ist  es  leicht, 
für  jede  Stellung  der  bew^^n  Last  die  Fläche  der  Schubkräfte  an- 
zugeben.    Zu    diesem    Zwecke    sei    die    Einflußlinie   fOr   £,    um   die 
Achse  .IBgeklappt  (Fig. 
99).     Für   die    St«Uung 
E  der  bewegten  Last  er-  -^ 

geben  sich  dann  aus  den 
EinäuSlinien  die  beiden 
Lagerreaktionen  als  , 

B.-ED^,  ^ 

B,=  D^E, 
wo 
I)^Dt=AA'=BS'=g.  '^-^ 

Die  in  Fig.  99  schräg 
schraffierte    Fläche  wird   somit   fQr   diese   Stellung  der   Last   Q  die 
Fläche  der  Schubkräfte  darstellen.    Es  ist  hierbei  auch  aus  der  Figur 
zu   ersehen,  wie  sich  die  Fläche  der  Schubkräfte  bei  Bewegung  der 
Last  Q  ändert. 

Ks  soll  jetzt  fQr  einen  Querschnitt  E,  der  innerhalb  der  Strecke  AB 
li^t,  bei  bewegter  Last  das  Biegungsmoment  bestimmt  werden. 
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Der  Querschnitt  E  möge  die  Abszisae  |  haben,  währeod  x 
vieder  die  Abnisse  du  AI^p^iffap^Ilkte8  der  Lsat  Q  darstellt  Bei 
Büdang  dce  Biegungsmomentes  seien  die  Kräfte  auf  der  linken  S«ite 
des  QuerBcbnittes  bevorzugt.     Es  sind  zwei  Fälle  zu  nnterscheiden :  1 

1.  Das  Lager  A  und  die  Kraft  (^  liegen  auf  derselben  Seite 
Ton  E,  d.  h.  x<|.     Dann  ist  das  Moment 

Jlf-K, !-«(!-.), 
bzw.  bei  Einsetenng  des  für  iJj  gefundenen  Wertes 


oder 


jf-f(i -»){-«({-«) 


2.  Das  Lager  Ä  nnd  die  Kraft  (j  li^^  auf  Tersohiedenen  Seiten 
des  Qnersdinittes  £,  d.  h.  t  >  |.    Dann  ist 

oder 

Jf-f((-.)S. 

Die  für  die  verschiedenen  Angriffspunkte  x  der  Last  Q  sich  er- 
gebende Einänßlinie  für  des  Biegongsmoment  des  Querschnittes  E 
ist  gebildet  fQr  x  <  g  durch  die  Gerade 

■)-?('-«», 

die  durch  den  Lagerpnnkt  A  geht,  nnd  fQr  x  >  £  durch  die  Gerade 

die  durch  das  Lager  B  geht 

Diese  beiden  die  EinfluBliuie  des  Biegungsmomentes  bildenden 
Geraden  schneiden  sieb  in  einem  Punkte  E',  der  mit  E  in  derselben 
Vertikalen  liegt  und  von  der  Achse  AB  des  Balkens  die  Entfer- 
nung hat: 

Die  Einflnßlinie  setzt  sich  ans  den  beiden  Strecken  AE'  und 
E'B  ensammen  und  die  Einfloßfläche  wQrde  die  Dreiecksfläche  AE'B 
sein.     Die  EinfluBlinie  ist  daher  durch  den  Punkt  E'  bestisimt 

Beim  Zeichnen  der  EinfluBlinie  ist  natürlich  zn  berücksichtigen, 
daB  noch  ein  Maßstab  zur  Verfügung  steht,  tmd  zwar  abgesehen  vom 
Kiäfte-  nnd  LängenmaBstab.  Da  die  Ordinate  der  EinfluBlinie  das 
Biegungsmoment  darstellen  soll,  nnd  dnrch   die   Momentenfläche  das 
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Bi^ongamoment  sich  ergibt  ab  Produkt  der  Momentenliöhe  und  dem 
Polabstaod  k,  so  liegt  es  nahe,  es  so  eiazarichten,  daß  jetzt  das 
Biegangsmoment  bestiiiimt  ist  durch  das  Produkt  aus  der  Ordinate 
d«r  EinäuBlinie  und  dem  Polabstand  h.  Dann  wtlrde  beim  Zeichnen 
der  Einfln&linie  AE'B  dem  Punkt  E'  eine  Entfernung  m'  von  der 
Achse  AB  zn  erteilen  sein,  die  aus  der  Gleichung  folgt: 

»i'*-f(i-Ot. 

Kun  iteUt  aber  «»'%  auch  das  Biegungsmoment  dar,  irenn  die  Kraft  Q 
im  Qnersohnitt  E  liegt,  somit  ist  m'  die  sich  fOr  diesen  Fall  erge- 
bende Momentenhöhe  der  Momentenfläcbe.  Da  es  aber  so  eingerichtet 
werden  kann,  daß  die  Momentenääche,  die  sich  ergibt^  wenn  die  Kraft 
Qsoi  E  wirkt,  durch  die  Balkenaclise  AB  begrenzt  wird,  so  darf  die 
Dreiecks^che  AE'B  aubh  betrachtet  werden  als  die  Momenteufläcbe 
für  den  Fall,  dafi  die  Kraft  Q  in  E  angreift    Es  folgt  somit  der  Satz: 

the  das  Biegungsmommt  bei  einer  beulten  Last  Q  für  eine»  Quer- 
schnüi  E  darstMende  Einflußßäche  stimmt  vberein  mit  der  Momenten- 
flädte  für  die  in  E  angreifende  Last  Q. 

Durch  diesen  Satz  ist  das  Zeichnen  der  EinfluSfläche,  welche  bei 
bewegter  Last  fBr  einen  Querschnitt  E  das  Biegungsmoment  dar- 
stellen soll,  wesraüich  erleichtert,  bzw.  auf  das  Zeichnen  einer  Mo- 
mentenfläcbe  zorflckgefalirt 

Wird  die  EinäuBäache  auf  Grund  dieses  Satzes  durch  die  Ho- 
mentenfläche  für  die  in  E  angreifende  Kraft  Q  bestimmt,  so  ist  es, 
da  es  nnr  auf  die  Höhe  der  Einflußfiäche  ankommt,  nicht  erforderlich, 
dafür  zu  sot^^,  daB  die  Scblußlinie  der  Momentenfläehe  in  die 
Balkenachse  AB  t&SA  oder  Qberhaapt  horizontal  ist 

Für  den  Fall,  der  hier  allein  betrachtet  wird,  dafi  die  L^er- 
punkte  A  und  B  die  Endpunkte  des  Balkens  sind,  also  die  Kraft  Q 
zwischen  A  und  B  liegt,  ergibt  sich  für  den  Querschnitt  E  das  größte 
Biegongsmomeot,  wenn  die  Kraft  Q  m  E  angreift,  also  x  —  g  ist. 
Dum  ist: 

M-|(i-t)i. 

Die  Kurve,  welche  fUr  alle  Querschnitte  E  durch  ihre  Ordinaten 
das  maximale  Biegungsmomeut  darstellt,  wird  die  Maximaimomenien- 
jhmw  genannt     Im  vorliegenden  Falle  ist  sie  eine  Parabel: 

1  -  f  (i  -  et 

mit  vertikaler  Achse,  die  durch  die  beiden  Li^eipunkte  A  und  B 
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geht.     Das  absolut  größte  Moment  folgt  daher  für  den   Mittelpunkt 
{  =■  ä  ^^  Balkens,  und  zwar  dann,  wenn   die  Last    Q 
Mittelpunkt  angreift.     Dieses  maximale  Moment  hat  den  Wert: 


Jlfmi«- 


Si. 


Rein  geometrisch  kamt  die  Parabel,  die  siuh  als  Maximalmomenteo- 
kurre  ergibt,  mit  Hilfe  des  obigen  Satzes  in  folgender  Weise  erhalten 
werden. 

Bei  dem  belasteten  Balken  werde  die  SchluBlioie  A'B'  der 
Momentenfläche  und  der  Polsbstand  h  festgelegt  (Fig.  100).     Bewegt 


sich  dann  die  Kraft  Q  Ober  den  Balken  hin,  so  beschreibt  der  jedes- 
malige Pol  C  eine  zum  Eräftepolygon 

im  Abstände  h  parallele  Gerade  p.    Wird  G  auf  p  angenommen,  bo 
sind  die  Seiten  des  Seilpolygones 

Ä'D\\OC,  B'D\1C. 
Die  beiden  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  Ä'  and  JEf' 
sind  projektivisch,  sie  erzeugen  einen  Kegelschnitt  und  zwar  eine 
Far(ä>d  mit  vertikaler  Achse,  da  die  einzigen  entsprechenden  Strahlen 
der  beiden  BOschel,  die  einen  unendlich  fernen  Punkt  liefern,  die 
durch  A'  und  B'  gehenden  Tertikalen  sind. 

Ffir  jeden  Punkt  D  der  Parabel  stellt  der  vertikal  gemessene 
Abstand  m  des  Punktes  D  von  der  Achse  A'B'  mit  dem  Polsbstand  h 
multipliziert  das  Maximalmoment  für  denjenigen  Balkenqaerschnitt 
dar,  der  mit  D  in  derselben  Vertikalen  liegt.  Das  größte  Moment 
ergibt  sieb  ffir  denjen^en  Punkt  D,  in  welchem  die  Tangente  der 
Parabel  parallel  zn  A'B'  ist,  somit  für  den  zur  Bichtnng  A'B'  kon- 
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jngierten  Durcbmesser  der  Parabel,  der  in  die  durct)  deo  Mittelpunkt 
X  —  .  des  Balkens  gebende  Vertikale  fällt  Das  maximale  Moment 
läßt  sich  somit  aas  der  Parabel  abgreifen. 

Sind  anßer  der  beweglicben  Last  Q  noch  Einzelkräfte  P„  P,,... 
vorbanden,  die  an  bestimmten  Stellen  des  Balkens  angreifen,  also 
nicht  beweglich  sind,  so  wird  das  maximale  Moment,  das  sich  f^r 
ir^nd  einen  Querschnitt  E  des  Balkens  infolge  der  Bew^ping  von  Q 
ergibt,  diejenige  JLnderung  erleideo,  die  darch  das  Hinzuti-eten  der 
unbeweglichen  Kräfte  P,,  P,, . . .  bedingt  ist,  und  aus  der  fBr  diese 
Eräfl»  Pj,Pj,...  gezeichneten  Momentenfläche  folgt.  Das  Gleiche  gilt 
bezüglich  der  Mazimalmomentenkurve  und  des  maximalen  Momentes. 

Um  die  Einflußlinie  für  das  Biegungsmomeut  und  zwar  für  einen 
Qaerscbnitt  E  zu  finden,  sei  zunächst  die  Momentenääche  f&r  die  un- 
bew^Iichen  Kräfte  P,,  P,,  P,  .  .  ,  gezeichnet.  In  Fig.  101  ist  die- 
selbe A,AfÄgA^B,A^,  und  die  drei  gegebenen  Kräfte  sind  im  Kräfte- 
polygon dargestellt  durch  die  Strecken  P,  — Ol,  P,=  i2,  P,  — 23. 
Ans  dieser  Uomentenfläche  hat  sich  fUr  den  Querschnitt  E  die  Mo- 
mentenhöhe m  ergeben.  Ist  nun  die  Einflußlinie  des  Biegungsmo- 
mentes  fflr  die  bewegliche  Last  Q  nnd  zwar  für  den  Querschnitt  E 
gezeichnet,  so  würden  die  Momente,  die  sich  ans  derselben  ergeben, 
um  das  Moment 

mh 
zu  Termehren  sein.  Wenn  daher  beim  Zeichnen  der  Einflußlinie  der- 
selbe Mafistab  wie  bei  dem  Zeichnen  der  Momentenfläche  eingehalten 
ist,  d.  h.  es  hat  sich  die  EinfluBflSche  AE'BA  ergeben  als  Momenteo- 
fläche  der  in  E  angreifenden  Kraft  Q  und  zwar  unter  Verwendung 
desselben  Polabstandes  h,  der  für  das  Kräftepolygon  der  Kräfte  P, 
benatzt  worden  ist,  so  würde  die  Linie  AE'B  um  die  Strecke  m 
hinauf  zu  rOcken  sein.  Auf  diese  Weise  hat  sich  in  Fig.  101  für 
den  Querschnitte  die  Einfln&iinie  des Bi^ungsmomentes  als  A'E"B' 
ergeben,  wo 

AA'~E'E"^BB'  =  m. 

Dae  maximale  BiegUDgsmoment  für  den  Querschnitt  E  folgt 
wieder,  wenn  die  bewegliche  Last  Q  ia.  E  angreift,  und  diesem 
Maximalmoment  hat  den  Wert 

EE"-  h. 

In  derselben  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  die  unbeweglicfaen 
Lasten  keine  Einzellasten  wie  in  Fig.  101,  sondern  kontinuierliche  sind. 

Durch  die  in  dieser  Weise  ausgeführte  Zeichnung  ist  ein  Punkt 
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der  llaxinulmomeiitenknrTe  bestimmt,  nämlich  derjetiige  Funkt  E", 
der  die  Abszisse  AE  hat  Da  sich  aber  diese  Ordinate  EE"  additiv 
zasaramensetzt  ans  der  Ordinate  der  Mazimalmomentenkurre  der  be- 
veglichen  Last  Q  fQr  den  Qnerecbnitt  E  und  der  ans  den  unbeweg- 
lichen Losten  für  den  Querschnitt  E  gefundenen  MomeotenhÖhe,  und 
diese  Eigenschaft  sich  fOr  jeden  Punkt  E  ergeben  mufi,  so  kann 
die  bei  Berücksichtigung  der  unbew^lichen  Lasten  folgende  Maximal- 
momentenkurre,  bzw.  die  Mtiximalmommtenftäche  (d.  b.  eine  Fläche, 
deren  HShe  abereinstimmt  mit  der  Ordinate  der  Mazimdmomentea- 
koTTe)  erhalten  werden,  indem  der  Parabelabacbnitt,  der  sich,  wenn 
lediglich  die  bew^^  Last  vorhanden  ist,  als  Mazimalmoment«n- 
fläche  e^ben  bat,  unmittelbar  an  die  Schlußlinie  der  fSr  die  unbe- 


weglicben  Kräfte  erhaltenen  MomentenSäche  gelegt  wird.  Es  wflrde 
dann  fQr  jeden  Punkt  E  die  Summe  der  Höhen  dieser  beiden  Flächen 
sich  sofort  abgreifen  lassen. 

In  dieaer  Weise  ist  fUr  einen  Balken  AB,  der  durch  zwei  un- 
bewegliche Kräfte  P^  und  P,  und  eine  bewegliche  Q  belastet  ist,  in 
Fig.  102  die  Maximalmomentenfläche  bestimmt 

Zunächst  ist  für  die  beiden  unbeweglichen  Lasten,  die  im  Kiäfte- 
polygon  durch  die  Strecken 

P,  =  Ö1  und  P,-T2 
dat^estellt  sind,  für  einen  Folabstand  h  die  Moment«nfläche  ./4^^^J^.il, 
bestimmt     Dann    ist  der  Farabelbogen  gefanden,   der  die  Maximal- 
momentenkurre  für  die  bew^liche  Last  liefert.     Die  Kraft  Q  ist  im 
Ktäftepolygon  durch  die  Strecke 


Q-f>A 
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dargestellt,  naä  es  iat  dwaelbe  Polabatand  h  Terwandt  Der  zu  be- 
8tiiiim«ii<le  Pftraielbogen  iii  dorcli  die  beiden  Funkte  Ai  und  Bi  ge- 
legt. Die  EoDstruktion  desBeiben  ist  aehr  ainfmrh^  wenn  berflckBicbtigt 
wird,  dttfi  die  beiden  Poletrsblen  bjC^  und  &i(7,,  die  bestimmt  sind 
durch  die  Bedingung: 

parallel  sind  zu  den  Parabeltax^enten   A^D  und  B^D  m  A^  und  B^ 

was  sofort  aus  der  Eizeogung  der  Parabel  durch  projektifiache 
StraMenbflschel  folgt. 

Die  gesuchte  Maximalmomentenfläche  ist  durch  das  Seilpolygoo 
A^AfA^B^  der  Kräfte  Pj  und  P,  und  durch  den  konatruiertan  Parabel- 
bogen b^ren^    Die  Höhe  dieser  Fläche  liefert  mit  dem  Polabatand  h 


FlE.  IM. 

multipliziert  für  jeden  Querscluiitt  das  Maximalmoment  Die  größte 
Höhe  m  dieaer  Fläche,  die  eich  sofort  abgreifen  läßt,  liefert  das 
maximale  Moment.  In  Fig.  102  ei^bt  sich  daß  grSßte  Moment,  wenn 
die  bewegte  Last  sich  in  einem  Punkte  F  befindet,  der  durch  die 
Bedingung  bestimmt  ist,  daß  die  Parabeltangente  im  Schnittpimkt 
mit  der  durch  F  gehenden  Vertikalen  parallel  zu  A^A^  ist.  Das 
Maximalmoment  hat  den  Wert 


•  mk. 


In   komidizierteren   Flllen   bezüglich   der  unbewegliche! 
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kann  es  zweckmäßig  eein,  die  gefandene  Maxim&lmoment«nfiäcfae 
nachträglich  auf  eine  Horizontale  za  redazieren,  d,  h.  zu  ersetzen 
darch  eine  andere  Fläche  von  derselhen  Höhe  an  jeder  Stelle,  die 
dnrch  eine  Horizontale  nnd  die  betreffende  Maximalmomentenkarve 
hegrenzt  ist  Es  ist  sofort  zu  Dberaehen,  daß  die  so  erhaltene 
Maxinuämometüenkurve  sich  am  einednen  Par(Aelböffen  susammensetzt, 
die  begrenzt  sind  durch  die  Wirkungslinien  der  urAeteeglichen  Kräfte, 
wobei  diese  Parabeln  sämtlich  vertikale  Achsen  haben. 

Werden  die  unbeweglichen  Kräfte  nicht  durch  Einzelkräfte  sondern 
teilweise  durch  kontinuierliche  Lasten  gebildet,  so  ist  die  einzige  sich 
ei^bene  Änderung  die,  daß  an  die  Stelle  des  Seilpolygones  ÄiÄ^A^Bi 
in  Fig.  102  eine  in  bekannter  Weise  zu  konstruierende  Kurve  tritt,  bzw. 
ein  Liaieuzug,  der  sich  aus  Kurvenb^en  und  geraden  Linien  zusammen- 
setzt. Sind  diese  kontinniurlichen  unbew^Iichen  Lasten  gleichmäßige 
Lasten,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Seilpolygoues  A^A^A^B^  ein  Linien- 
zug, der  sich  aus  Parabelbögen  und  geraden  Linien  zusammensetzt. 
Wird  dann  die  so  erhaltene  Uaximalmomeoiteiiääche  auf  eine  Hori- 
zontale reduziert,  so  ergibt  sich  ebenfalls  eine  Maiimalmomenteti' 
kurve,  die  dnrch  Parabelb^n  mit  vertikalen  Achsen  gebildet  ist. 

Bestehen  insbesondere  die  unbeweglichen  Lasten  aus  einer  ein- 
zigen gleichmäßigen  Last,  die  über  den  ganzen  Balken  hii^eht,  was 
z.  B.  der  Fall  sein  würde,  wenn  außer  einer  beweglichen  Last  nur 
das  Eigengewicht  des  prismatischen  Balkens  zu  berücksichtigen  ist, 
so  tritt  an  die  Stelle  des  Seilpoljgones  A^A^A^B^  in  Fig.  103  eben- 
falls ein  einziger  Parallelbogen  mit  vertikaler  Achse.  Bei  Reduktion 
auf  die  Horizontale  ergibt  sich  ein  einziger  Patabelbogen  mit  vertikaler 
Achse  als  Mazimalmomentenkurve. 

Alle  derartigen  Fälle  sind  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen 
mit  erledigt. 

Mehrere  fe^  verbundene  bewegliche  Lasten.  In  den  bisherigen 
Untersuchungen  ist  stets  angenommen,  daß  nur  eine  einzige  beweg- 
liche Last  vorhanden  ist.  Es  kommt  jedoch  häufig  vor,  daß  mehrere 
fest  miteinander  verbundene  Lasten  sidi  über  einen  Träger  binbe- 
wegen.  Ein  solcher  Fall  ist  z.  B.  vorhanden,  wenn  ein  Wagen  über 
eine  Brücke  fahrt.  In  allen  derartigen  Fällen  läßt  sich  die  Bestimmung 
der  Maximalmoment«nkurve  und  des  maximalen  Momentes  in  gleicher 
Weise,  mit  Hilfe  der  Einflnßlinien  durchführen.  Natürlich  wird  die 
Untersuchung  um  so  umständlicher,  je  mehr  Lasten  miteinander  ver- 
bunden sind.  Es  soll  hier  die  Methode  zunächst  nur  für  den  Fall  von 
zwei  fest  miteinander  verbundenen  beweglichen  Lasten  erklärt  werden. 
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Es   sei  ein  Balten  in   den   beiden   Endpunkten   gelagert.     Zwei 
Lseten  Q,  nnd  Q,,  die  den  festen  Abstand  a  haben,  sollen  sich  über 
denselben  hinbewegen,  nnd  zwar  sei  Q,  diejenige  Last,  die  dem  La^er- 
pnnkte  A  näher  liegt.    FQr  jede 
dieser  beiden  Lasten  sei  f^r  sieb 
die   EinflnSlinie    fOr    den    Qner- 
achnitt  E  ermittelt  und  zwar  fQr 
denselben  Maßstab,  bzw.  die  beiden 
Einäußäächen      als     Momenten- 
^chen  fQr  denselben  Polabatand  h. 
Als  EinSuBlinie  fQr  die  Last  Q, 

m^  sich  AEiB  und  als  diejenige  fQr  Q,  die  Linie  AE^B  ei^ebeu 
haben  (Fig.  103).  Aus  diesen  beiden  EinfiuBlinien  UlBt  sich  fQr  jede 
Stellang  der  bew^en  Lasten  das  Biegungsmoment  fQr  den  Quer- 
schnitt E  abgreifen. 

Das  Moment  für  den  Querschnitt  E  nnd  zwar  f^r  die  in  Fig.  103 
angegebene  Stellung  der  beiden  Lasten  ist: 

-3*"  =(^1 +  '!.)■  Ä- 
Unbequem  ist  es,  daß  die  beiden  Ordinaten  ij,  nnd  ijj  der  Ein- 
fluBlinien  an  verschiedenen  Stellen  abzugreifen  sind,  wodurch  das 
Resultat  wenig  abersichtlicb  wird.  Um  dieses  zu  vermeiden,  sei  die 
Einfloßlinie  AE^B  der  Last  Q^  nm  die  Strecke  a  nach  dem  Lager- 
ponkie    A    zu   verschoben, 

30  daß  an  deren  Stelle  die  ,:*■ ;< 

Linie  A'Et'B'  tritt.  Die 
beiden  so  erhaltenen  Ein- 
BvmaiBaAE^BnndA'EJ'B 
(Fig.  104)  lassen  eich  dann 
durch  Addition  der  Höben  ^ 
zu  einer  einzigen  resultieren- 
den Eis>Srlß\imeA'c^Cie^c^B 

vereinigen.  Die  Ordiäate  r}  dieser  resultierenden  Einflußlinie  filr  einen 
Punkt  D,  bzw.  die  Höhe  der  resultierenden  EinflnßSäcbe,  stellt  das 
Moment  ftlr  den  Querschnitt  E  dar 

tau«  die  Last  Q^  Aber  dem  Punkt  D  steht. 

Liegt  der  Punkt  D  innerhalb  der  Strecke  A'A,  so  wirkt  die 
Last  Qi  nicht  mehr  auf  den  Balken,  sondern  nur  noch  die  Kraft  Q^. 
Infolge  davon  ist  ftir  diese  Lage  des  Punktes  D  das  Moment  schon 
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dnrch  die  HSlie  dei-  EinBuBlinie  der  Last  Q,  an  dieser  Stelle  dar- 
gestellt. Andereneita  wird,  wenn  der  Punkt  D  zwischen  B'  nnd  S 
aieb  befindet,  die  Lost  Q,  nicht  mehr  auf  den  Balken  wirken  and 
somit  das  Moment,  wie  dieses  ans  Fig.  104  zu  erkennen  ist,  schon 
durch  die  Einflußfläche  der  Last   Qj   au   dieser  Stelle  beBtimmt  Bein. 

Ans  dieser  resultierenden  Einflußfläche  folgt  sofort,  daß  für  den 
Querschnitt  E  das  maximale  Moment  jedenfalls  durch  die  Ordinate 
eines  der  beiden  Punkte  e^  oder  c^  dargestellt  ist,  d.  h.  das  maximale 
Moment  für  einen  Querschnitt  E  ergM  sich,  wenn  eine  der  beiden  ie- 
wefflicken  und  fest  mit&nander  verbundenen  Lasten  durA  E  gehi.  Dieser 
Satz  gilt  auch  dann,  wenn  AE  oder  EB  kleiner  als  a  ie^  so  daß  in 
einem  solchen  Falle  nur  die  eine  der  beiden  Lasten  auf  den  Balken 
wirkt.  Nachdem  dieses  nachgewiesen  ist,  läßt  sich  das  maximale 
Moment  anch  nnmittelbar  aus  Fig.  103  finden,  indem  lümlich  fflr 
diese  beiden  Stellungen  der  beweglichen  Lasten  die  Momente  ans 
Fig.  103  bestimmt  and  nach  Addition  miteinander  verglichen  werden. 

Durch  das  gefundene  maximale  Moment  für  den  Querschnitt  E 
ist  ein  Punkt  der  Maximalmomentenkurre  bestimmt  In  derselben 
Weise,  d.  h.  indem  dem  Punkte  E  verachiedene  Lagen  erteilt  werden, 
lassen  sich  weitere  Punkte  dieser  Knrre  finden.  Nach  einer  derartigen 
Bestimmung  einer  gen^^nden  Anzahl  Ton  Punkten  der  Maximal- 
momentenknrre  kann  dieselbe  gezeichnet  werden.  Das  Zeichnen  der 
Knrre  wird  erleichtert,  wenn  berOcksichtigt  wird,  daß  diesdbe  sieh 
at43  Parabdbögen  tasammens^et,  was  die  einfache  Rechnung  sofort 
ergibt 

Treten  zu  den  beiden  beweglichen  Lasten  noch  unbewegliche 
Lasten  hinza,  so  ist  dasselbe  Verfahren  anzuwenden,  wie  für  eine  ein- 
zige bewegliche  Last:  Nach  Bestimmung  der  Momentenfläche  der  un- 
beweglichen Lasten  und  der  Maximalmomentenfläche  der  bewegliehen 
wflrden  die  Höhen  dieser  beiden  Flächen  zn  addieren  sein. 

Daß  das  hier  für  zwei  festTerboudene  bewegliche  Lasten  erfön- 
terte  Verfahren  sofort  erweiterungsßhig  ist  auf  eine  größere  Anzahl 
TOD  fest  Terbundenen  Lasten,  ist  ohne  weiteres  zu  erkennen.  Eh 
braucht  somit  auf  diesen  Fall  nicht  eingegangen  zu  werden. 

Abänderung  des  Verfahrens.  Beim  Zeichnen  der  Einflußlinie  für 
das  Moment  einer  beweglichen  Last  Q  nnd  für  den  QuerBchniit  E 
wird  in  der  Regel  die  Einflnßlinie  zunächst  für  Q  ~  1  gezeichnet,  so- 
daß  nicht  die  Ordinate  der  Einäußlinie,  sondern  erst  die  mit  Q  multi- 
plizierte Ordinate  das  Biegnngsmoment  liefert 
M-Qr,. 
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Ea  bat  dieses  bei  einer  ganzen  Reibe  von  bewe^chen  Lasten,  die 
fest  miteinander  verbanden  sind,  den  Yortei),  daß  eicb  aus  einer  ein- 
zigen gezeicbnetan  Einflnßlinie  die  Momente  sämtlicher  Lsstea  ei^ben. 

In  Fig.  106  iBt 
eine  einzige  Einflnßlinie 
AE^S  für  den  Quei^ 
schnitt  E  geaeicbnet 
Es  sind  drei  bew^- 
liche  Lasten  Qi,Q,,  Q, 
angenommen,    welche  "■'  '"*■ 

Entfernongen  o,  nnd  a,  voneinander  haben.  Für  die  in  Fig.  105  vor- 
aosgesetzte  SteUnng  der  drei  beweglichen  Lasten  über  den  Punkten 
2),,  Dy,  Z>,  ist  das  Biegangsmoment  fOr  den  Querschnitt  E 

Infolge  dieser  Faktoren  ist  es  weniger  leicht  möglich  zu  Qberblicken, 
wie  sich  das  Biegongsmomeilt  bei  einer  Bewegung  der  Lasten  ändert; 
doch  kann  leicht  nachträglich  die  resultinende  EinSuBlinie,  die  ans 
einem  Zng  von  geraden  Linien  besteben  wird,  gezeichnet  werden. 

Ebenso  hat  diese  Darstellung  Yorztlge,  wenn  die  bewegte  Last 
eine  kontinaierlicfae  und  insbesondere  eine  gleichmäßige  ist.  Ist 
z.  B.  eine  bewegte  gleichmäßige  Last  Q  von  der  Länge  a  und  dem 
Gewichte  q  der  lÄngeneinheit  vorhanden,  so  wird  das  Biegungamoment 
füx  den  Querschnitt  E  nnd  zwar  t&T  eine  Stellung  der  bewegten 
Lest  Q  aber  der  Strecke  Dji),  (Fig.  106)  sieb  durch  den  Ausdruck 
ergeben 

wo  F  dar  Inhalt  des  Flächenstttckes  der  Einflußfiäche  ist,  welches 
durch  die  beiden  Vertikalen  in  X>,  und  i>,  begrenzt  ist 

Um  nun  das  Mazimahnoment  tQr  den  Querschnitt  E  zu  finden, 
würde  zu  untersuchen 
sein,  wie  sich  dieser 
Inhalt  E  bei  einer  Be- 
wegung der  Laatändert, 
bzw.  wann  F  ein  Maxi- 
mum ist.  Die  leichte 
Bechnuug  liefert  das 
Maximum  von  F  fQr 
den  Fall,  daß  die  Tertikaien  in  den  Endpunkten  G^  und  G,  der 
Last  die  Einflußlinien  AE^B  in  zwei  Punkten  Ä,  und  fl,  schneiden, 
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die  auf  deraelbeD  Horizontalen  liegen.  Daraua  folgt  eine  ein&che 
Konatrnktion  (siehe  F^.  t06)  fQr  die  ungünstigste  Stellnng  der  be- 
wegten Last.    Für  das  maximale  Moment  ergibt  sicli 

wo  F'  der  Inhalt  der  Fläche  GiB^E^H^G,  ist. 

g  37.   Biegnngsmoment  bei  bewegter  Laat.    Onlmannwthe  Ifethode. 

Bevor  von  J.  Weiranch  für  eine  bewegte  Last  die  EinfloBllnien 
eingeführt  waren  und  W.  Fränkel  und  andere  die  Untersacbong  dea 
Balkens,  mit  Hilfe  derselben  vornahmen,  ist  sdion  von  Culmann  die 
Änderung  des  Biegungsmomentes  bei  bewegter  Last  durch  Seilpolyg<ni 
and  HomeDtenSäche  bestimmt  Da  aber  bei  einer  Bewegung  der 
Lasten  sich  die  Stellung  der  Lasten  inbezug  aaf  die  I^ager  fortwährend 
ändert,  so  würde  sich  fQr  jede  Stellang  der  Lasten  ein  anderes  SeQ- 
polygen  and  eine  andere  Momentenfläche  ergeben.  Um  nun  mit  dem- 
selben Seilpolygon  auszukommen,  das  fQr  eine  bestimmte  Strang 
der  bewegten  Lasten  gezeichnet  ist,  wird  von  Culmann,  da  es  sich 
nnr  um  die  relative  Stellang  der  liasten  gegenüber  den  Lagern 
handelt,  statt  der  Lasten  der  Balken  mit  seinen  Lagern  verschoben, 
wodurch  derselbe  Zweck  erreicht  wird. 

Es  soll  unmittelbar  der  Fall  behandelt  werden,  bei  dem  eine 
ganze  Reihe  von  beweglichen  Lasten  gegeben  sind,  die  fest  miteinander 
verbunden  sind.  Unbewegliche  Lasten  seien  zunächst  nicht  vorhanden. 
Der  Balken  sei  au  den  Endpunkten  A  und  B,  die  eine  Entfernung  g 
voneinander  haben,  gelagert. 

Für  iigendeine  Stellung  der  bewegten  Lasten  sei  das  Seilpolygon 
konstruiert,  wobei  die  bewegten  Lasten  als  Einzellasten  angenommen 
sind.  Die  beiden  Schnittpunkte  A',  S'  desselben  mit  den  Vertikalen 
in  den  Lagern  bestimmen  für  diese  Stellung  der  bewegten  Lasten 
C,  Qt,--  mit  den  Wirkungslinien  ij,  lg,.-,  die  Schlußlinie  A'B' 
der  Momentenfläche.  Aus  der  geradlinigen  Begrenzung  dieser 
Fläche  folgt,  daß  für  diese  und  damit  überhaupt  tär  jede  Stellang 
des  Balkens,  bzw.  der  bewegten  Lasten  auf  dem  Balken,  das  maximale 
Moment  in  der  Wirkuugslinie  einer  der  bewegten  Lasten  liegen  maß. 
Die  sich  für  die  gezeichnete  Lage  der  bewegten  Lasten  ergebende 
maximale  Momentenhöbe  läßt  sich  aus  der  hergestellten  Zeichnong 
sofort  abgreifen,  wodurch  schon  ein  Punkt  der  Maximalmomenteu- 
knrve  bestimmt  ist 

Es  sei  nun  das  System  der  Lasten  am  eine  kleine  Strecke  x  auf 
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dem  Balken  Terschob«n  (Fig.  107).     Da  es  sich  nar  um   die  relative 

Lage  der  Lasten  gegenüber   den  L^em  handelt,  eo   ist   der  Erfolg 

einer  Bolchen  YerBchiebong  genau  derselbe,  wie  er  sieb  ergibt,  wenn 

die  Wirknngslinien  der  Lasten  beibehalten,  dag^n  der  Balken,  bzw, 

dieLi^eramdieStrecke 

X   verschoben  werden,     j  ^  !'''  J?'  .        J?'    b  b 

Durch  diese  Verschie-      ^i        S 

bnng  am  die   Strecke 

X  kommen  die  beiden 

L^er  A,  B  nach  den 

Punkten  A^,  B^,  wo 

ÄAj  -  SBi  —  X. 

Infolg«  der  Verschiebung  der  beiden  L^er  verschieben  sich  die  End- 
pnakte  A',  B"  der  SchluBlinie  der  Momentenfläche  in  den  äußersten 
Seiten  des  Seilpolygones  und  kommen  nach  A^',  B^',  bzw.  nach  den 
Schnittpunkten  der  Vertikalen  in  den  neuen  Lagern  A^,  B^  mit  den 
änSersten  Seiten  des  Seilpolygones.  An  die  Stelle  der  SchloBlinie 
A'B"  tritt  nach  Verschiebung  der  Lager  um  die  Strecke  x  die  SchluB- 
linie A(B^.  Es  soll  die  von  dieser  SchluBlinie  bei  der  Bewegung 
des  Balkens  mnhOllte  Kurve  bestimmt  werden. 

Die  Endpunkte  A  und  B  des  Balkens  erzeugen  bei  der  Bewegung 
des  Balkens  infolge  ihrer  konstanten  Entfernung  s  auf  der  Achse  des 
Balkens  zwei  gleiche  Punktreihen,  somit  ihre  Projektionen  A'  und  B' 
auf  den  ioßersten  Seiten  des  Seilpolygones  (in  Fig.  107  vr&rden  dieses 
die  Seiten  g^  und  g^  sein)  zwei  ähnliche  Punktreihen.  Die  Schlußlinie 
A'S  iXT  Momenienftädte  umhiUlt  bei  einer  Bewegung  des  Balkens 
eine  Parabd,  die  von  den  äußersten  Seiten  y,  und  g^  des  Seüpolygoties 
berührt  wird.  Von  dieser  Parabel  kommt  jedoch  nur  derjenige  Bogen 
in  Betracht^  der  von  denjenigen  SchluBIiuien  der  Momentenfläche  be- 
rührt wird,  die  sich  fOr  eise  solche  Verschiebung  des  Balkens  er- 
geben, bei  der  keine  der  Wirknngslinien  der  Lasten  Q,,  $,,  Q»  ■  ■  ■ 
aberscAritten  wird.  Ist  über  eine  solche  Wirkungslinie  hinaus  der 
Balken  verschoben,  so  wird  eine  andere  Parabel  an  die  Stelle  treten. 
Die  von  sämtlichen  Schlofilinien  umhüllte  Kurve  setzt  sich  somit  aus 
einer  Reihe  von  ParabelbSgen  zusammen. 

um  fOr  diejenige  Parabel,  die  von  den  SchluBünien  umhfiUt 
wird,  80  lange  die  Lager  keine  Wirkungslinie  der  Lasten  überschritten 
haben,  weitere  Bestimmungsstficke  zu  erhalten,  sollen  die  Berührungs- 
punkte in  den   beiden  äuBersten  Seiten  g,   nnd-^^  des  Seilpolygone« 
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gefimcteii  werden.  Diese  BerOlmmgspuiikte  werden  eich  ergeben  als 
diejenigen  Punkte  der  ShnUchen  Pnoktreihen  &af  g^  und  g^,  welche 
dem  Schoittponkt  der  Geraden  ^i  und  g^  entsprechen.  Da  aber  je 
zwei  entsprechende  Punkte  der  ähnlichen  Punktreihen  auf  g^  und  g^ 
in  horizontaler  Richtung  die  Entfernung  3  haben,  so  werden  diese 
BerOhmogspunkte  F,  auf  g^  und  .F^  auf  g^  erhalten  durch  die  Be- 
dingung, dafi  diese  Punkte  von  dem  Schnittpunkte  der  iJnien  g^  nnd 
g^  dieselbe  horizontale  Entfernung  s  haben  mfissea,  also  aach  von  der 
Vertikalen  im  Schnittpunkt  der  Linien  fr,  und  g^  diese  Entfetnung  s 
besitzen.  Da  hieraus  folgt,  dafi  die  BerQhrangsBelme  durch  die  Ver- 
tikale im  Schnittpunkt  der.  Linien  g^  und  g^  halbiert  wird,  so  ist 
dies«  Vertikale  der  zu  der  Richtung  der  Berührungssehiie  F^F^  kon- 
jugierte Durchmesser.  Die  von  den  Schlaßlmien  der  Momentenßä^e 
umhaute  Parabd  hat  somit  eine  vertikale  Achse. 

Die  nämlichen  Sätze  und  Konstruktionen  gelten  fDr  die  anderen 
Parabeln,  die  sich   ergeben,   nachdem  der  Balken   soweit  verschoben 


ist,  dafi  die  Lt^r  die  Wirkungslinien  der  einzelnen  Belastungen  teil- 
weise überschritten  haben. 

Es  lassen  sich  jetzt  sämtliche  Konstruktionen  leicht  ansf^OlireD. 
In  Fig.  108  sind  die  Konstruktionen,  damit  sich  nicht  zu  viele  Parabeln 
ergeben,  fttr  den  Fall  ron  nur  zwei  Lasten  Qi  und  Q,  durchgeführt. 
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Die  Wirkungslinien  dieser  Losten  schneiden  die  BalkenacbBe  in  den 
Punkten  i>,  und  D,.  Die  Balkenlönge  sei  vieder  mit  s  und  die 
Lager  mit  A  und  S  bezeichnet,  und  zvax  mit  A  das  links  stehende 
Lager.  Die  Seiten  des  für  die  beiden  Lasten  Q,  nnd  Q^  gezeichnet^i 
Seilpolygoaes  sind  g^,  g^,  g^.  Die  Knrre,  die  ron  den  SchluBIinien 
der  MomentenflSche  eingehflllt  wird,  setzt  sich  aus  Bogen  von  drei 
Parabebi  C,|,  C^^,  C^^  znsammen. 

Die  Parabel  C„  wird  tod  den  ScUofilinien  berührt,  die  sich  er- 
geben, wenn  die  Kraft  Q,  nicht  mehr  aaf  den  Balken  wirkt,  wenn 
also  das  Xiager  A  links  TOn  i),  nod  das  Lager  B  zwischen  i^i  und 
i)j  liegt  Die  Parabel  (7,,  wird  von  den  Schlnßlinien  berührt,  die 
sich  e^eben,  wenn  beide  Lasten  auf  den  Balken  wirken,  also  die 
Punkte  Dl  und  i>,  zwisdien  A  und  B  li^^.  Schließlich  wird  die 
Panbel  C„  roa  denjenigen  Schlußlinien  b^^brt,  bei  denen  das 
Lager  A  zwischen  D,  nnd  D^  li^gt,  so  daß  nnr  noch  die  Last  Q^ 
auf  den  Balken  wirkt. 

Die  Parabel   C|j  wird  erzeugt  von  zwei  ähnlichen  Punktreihen 
auf  g^   nnd  g^,  wobei   sich   die  BeriJhnuigspiinbte  A^   in  <7,  und  A^ 
in  g^  ergeben  als  Projektionen  der  Punkte  A^  und  A^,  wo 
A^D^-^  DiAt~  s. 

Die  Parabel  C,,  wird  berührt  von  den  beiden  Seiten  g^  nnd  g^ 
des  Seilpolygones.  Die  Berührungspunkte  in  diesen  beiden  Seiten 
sind  bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  dieselben  von  der  Vertikalen 
im  Schnittpnnkt  G  von  ;,  und  g^  die  Entfernung  s  haben  müssen. 

Die  Parabel  Cf^  wird  berührt  von  den  Seiten  ^,  und  g^  des  Seil- 
polygones.  Die  Berühnmgspnnkte  A^  auf  g^  und  A^  auf  g^  sind 
die  Projektionen  der  beiden  Punkte  A^  und  A^  der  Balkenachse,  die 
bestimmt  sind  durch  die  Bedingung  (Fig.  108) 

Da  von  jeder  Parabel  zwei  Tangenten  and  in  denselben  die  Berührut^- 
ponkte  g^eben  sind,  so  lassen  sich  dieselben  leicht  konstruieren  nach 
bekannten  Methoden. 

Die  beiden  Parabeln  (7,,  und  C,j  haben  die  gemeinsame  Tan- 
gente {,,  und  in  derselben  den  nämlichen  Berührungspunkt  T,,  ebenso 
die  Parabeln  C,,  und  C^  die  gemeinsame  Tangeute  t^  und  denselben 
Berflhrungspnnkt  T,.  Hierbei  wird  sich  /,  ergeben  als  Verbindungs- 
linie des  Schnittpunktes  von  g^  und  g^  mit  dem  Schnittpunkt  der 
Linien  A^A^  und  g^.  Ebenso  folgt  i^  durch  Verbindung  des  Schnitt- 
punktes von  9j  und  .y,  mit  dem  Schnittpunkt  von  A^Ä^  mit  g^.   ^ 
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Die   von  den  Sehlufilmien  der  MomeDtenfläche  amhailte  Kurre 
setzt  sich  zuBammen  aus  dem  Bogen  A^ T^  der  Parabel  C^,,  aus  dem 
Bogen  TiT,  der  Parabel  Cj,  und  aus  dem  Bogen  T^A^  der  Parabel  C^. 
Derjecigen  Fläche,  Trelche  dnrcli  daa  Seilpolygon  und  eine  spe- 
zielle  Schlufilinie   begrenzt   ist,  and  welche   die  MomentenSäche  für 

eine  bestimmte 
Stellung  der  be- 
wegten Lasten 
liefert,  läfit  sich 
noch  eine  wei- 
tere Bedeutung 
erteilen.  Zu  die- 
sem Zwecke  seien 
außer  den  beiden 
äufiersten  Seiten 
^t  und  g^  des 
Seilpolygones 
(Fig.  109)  noch 
drei  Schlußlinien  q,  q^^,  q^  der  Momentenääche  betrachtet,  wie  sich 
dieselben  unter  der  Voraussetzniig,  daß  sämtliche  Lasten  znr  Wirkung 
gelangen,  ergeben.  Die  Endpunkte  dieser  Linien  q,  g,,  q^  auf  den 
beiden  Seilpolygonseiten  g^  und  g^  seien  mit  A',  A^,  A^  lud  'S',  B^, 
B;  bezeichnet,  so  daß  (Fig.  109) 

AB  —  A^B^  =  A^B^  —  s. 
Diese  drei  Schlußlinien  q,  q^,  q^  sind  Tangenten  an  die  von  den 
beiden  ähnlichen  Puoktreihen  auf  g^  und  g^  erzeugten  Parabeln. 
Werden  nun  die  beiden  Tangenten  q^  nnd  q^  als  Träger  der  beiden 
die  Parabel  erzeugenden  ähnlichen  Punktreihen  betrachtet,  so  sind 
von  diesen  ähnlichen  Pnnktreihen  auf  9,  and  j,  drei  entsprechende 
Paare  von  Punkten  gegeben,  nämlich  die  Punkte  A^,  A^,  die  Punkte 
B^,  Bj'  nnd  die  beiden  Schnittpunkte  C,'  nnd  C,'  von  q  mit  q^  und  q». 
Eb  folgt  daher: 

Um  den  Wert  dieses  für  alle  Tangenten  q^,  9,,...  konstanten  Yer- 
bältnisses  zu  ermitteln,  werde  die  Tangente  9,  der  als  fest  betrach- 
teten Tangente  i;  näher  gerückt.  Dann  wird  ihr  Schnittpunkt  C,' 
mit  q  sich  immer  mehr  dem  Berührungspunkt  C  dieser  Tangente  q 
mit  der  Parabel  nähern.     Es  folgt  daher: 

Ä,'C,'       A^C;        A'C 

C,'B'  "  C.'B  '  "*  C'B'  '  .-.  , 
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Wird    zur    SteUung    des'  Balkens    übergegangen,    die    diesen    drei 
Schitißlinien  A'S',  A^'B,',  A^'B^  entapricht,  so  ei^bt  sicli: 


J^      A,C_AC 

C,B,-C,B,-CB' 

nid,  da 

A,S,-A,S,-ÄS~s, 

so  folgt  weiter: 

AO,-A,0,-AC. 

Da  dasjenige,  was  hier  für  die  beiden  Tangenten  Qi  and  q^  berge- 
leitet,  auch  fdr  jede  beliebige  Tangente  gilt,  so  ergibt  sich  der  all- 
gemeine Satz: 

Bei  einer  Bewegung  des  BaVcens  und  einer  demgemäßen  Bewegung 
der  Schlußinie  der  Momentenfläche  bewegt  sich  jeder  Punkt  C  dieser 
SdHußlinie,  wacher  unter  einem  besHmmtm  Querschnitt  des  BcdJcens 
Hegt,  auf  einer  gane  bestimmten  Tangente  der  Parabd. 

SelbstTeretändlicb  tritt  jedeemal,  wenn  der  Querschnitt  C  die 
Wirkuugalinie  einer  der  Lasten  aberschreitet,  an  die  Stelle  dieser 
Tangente  eine  Tangente  der  folgenden  Parabel,  die  sich  bei  Berfick- 
sichligung,  daB  jetzt  eine  der  Lasten  keinen  EinSoB  mehr  anf  dw 
Biegangemoment  hat,  e^bt. 

Infolge  dieses  Satzes  erhält  die  von  dem  Seilpolygon  nnd  einer 
Schlnßliaie  begrenzte  Fläche  noch  eine  weitere  Bedenhmg:  Abgesehen 
davon,  daß  dieselbe  die  Momeutenääche  ist  für  eine  bestimmte  Lage 
des  Lastensystemes,  ist  sie  auch  die  sich  bei  Bewegung  der  Lasten  er- 
gätende  Einßußfläche  für  einen  bestimmten  und  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Schlußinie  mit  der  betreffenden  Parabel  bestimmten  Blühen- 
quersehniU.  Die  größte  H3he  dieser  Fläche  bestimmt  einerseits  das 
im  Balken  bei  der  gegebenen  Lastenstellnng  auftretende  Maximal- 
moment, andererseits  das  größte  Moment,  das  sich  bei  Bewegung  der 
Lasten  in  einem  Querschnitt  ergibt,  dessen  Lage  durch  den  Be- 
rOhmngspnokt  der  Schlnßlinie  gegeben  ist.  Dorch  Bestimmnng  dieses 
Berührnngspunktes  nnd  Abgreifen  der  größten  Hohe  der  Fläche  sind 
Abszisse  und  Ordinate  ^ines  Punktes  der  Maximalmomentenknrre  ge- 
fanden. Sind  in  dieser  Weise  eine  genügende  Zahl  von  Punkten 
dieser  Eurre  bestimmt,  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  derselben 
diese  Maximalmomentenkurre,  deren  größte  abgegriffene  Höhe  dann 
das  Mazimalmoment  liefert. 

Handelt  es  sich  nicht  dämm,  die  ganze  Maximalmomentenkurve 
zu  zeichnen,  sondern  genügt  es,  das  Maximalmoment  zu  bestimmen, 
so   kann   die   immerhin  unbequeme   Konstruktion  der  Parabeln   ver- 
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mieden  Verden,  wenn  berficksichtigt  wird,  daB  das  HaximalmomeDt 
in  einem  Querschnitt  auftreten  muß,  auf  den  eine  Kraft  virkt.  Eb 
würde  somit  nnr  erforderlich  sein,  die  Schnittpunkt«  der  betreffenden 
Parabeln  mit  den  durch  die  Eckpunkte  des  Seilpolygones  gezogenen 
Vertikalen  zu  finden,  was  rasch  möglich  ist. 

Bestehen  die  bew^lichen  Lasten  nicht  aus  Einzellasten,  sondern 
ans  kontinuierlichen  Belastungen,  so  würde  an  die  Stelle  des  Seil- 
poljgones  eine  SeilkurTe  treten.  Im  Qbrigen  kann  die  Untersuchung 
^nau  in  der  nämlichen  Weise  erfolgen. 

Kommen  zu  den  bew^hchen  Lasten  noch  unbewegliche  hinzu, 
so  wird  am  besten  in  der  Weise  verfahren,  daß  zunächst  die  bewegten 
Lasten  allein  berficksichtigt  nnd  fQ.T  dieselben  die  Uaximalmomenten- 
kurre  bestimmt  wird.  Aus  derselben  und  der  fQr  die  unbewegten 
Lasten  gezeichneten  Momentenfläche  kann  dann  wie  in  g  36  diejenige 
Maximalmomentenkurre  gefunden  werden,  die  sich  bei  Berflcksichtignng 
der  bewegten  and  unbewegten  Lasten  ergibt  und  deren  gröBte  Ordi- 
nate das  Maximalmoment  liefert 

§  38.  Blegangsmoment  bei  bewegter  Last.  ICethode  von  Stahl 
nnd  Zeathen. 
Während  Gnlmann  bei  der  Untersuchung  eines  Balkens  bei  be- 
wegter Last  das  Seüpoljgon  beibehält  nnd  die  Scblnfilinie  verschiebt, 
abo  den  Balken  statt  der  Lasten  bewegt,  wird  von  W.  StahP)  and 
später  von  H.  6.  Zenthen*)  der  Balken  festgehalten  and  unmittelbar 
untersucht,  wie  sich  bei  der  Bew^ung  des  Lastensystemee  Seilpolygon 
und  Momentenfläche  ändert,  wenn  die  Scblnßlinie  der  Momenten- 
fläche festgehalten  wird,  was  stets  möglich  ist.  Hierbei  betrachtet 
W.  Stahl  lediglich  das  Seilpolygon  und  die  Momentenfläche,  dagegen 
untersucht  Zeuthen  gleichzeitig  die  Änderung,  welche  die  F^idie 
der  Schabkräfte  bei  der  Bewegung  der  Lasten  erfährt.  Aus  den  Be- 
ziehungen zwischen  Momentenfläche  und  Fläche  der  Schubkräfte  er^ 
geben  sich  dann  die  Änderung  des  Seilpolygones  und  der  Momenten- 
fläche betreffende  ^tze.  Es  sei  daher  hier  die  weitergehende  Zeuthen- 
sche  Darstellung  zugrunde  gelegt. 

Auf  den  schon  in  §  3€  behandelten  Fall,  bei  dem  nur  eine  ein- 
zige bewegte  Last  Q  nnd  zwar  als  Einzellast  vorhanden  ist,  m&ge 
nochmals  eingegangen  werden,  nnd  zwar  für  eine  ganz-  bestimmte 
Anordnung  der  Figuren. 


1)  Zeitachr.  d.  Ver.  deutsch,  lag.  21  (1877).  p.  7. 

2)  Tefcn.  Foren.  Tidsekr.  1877. 
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Der  Balken  sei  wieder  in  den  Funkten  A  and  B  gelagert 
(Fig.  HO).  Für  eine  SteUung  der  bewegten  Last  Q  im  Pnnkte  D 
des  Balkens  ist  AODiD,B'B  die  Flache  der  Schnbkräfte,  wobei 

and 

Ji,  —  i^  und  i^  =  B'B  =  1 A 
die  Lagerreaktionen  in  den  beiden  Lagerpnnkten  A  nnd  B  sind.    Du 
Kräflepolygon  fOr  diese  Stelltmg  der  Last  Q  möge  in  der  Vertikalen 
im  Lager   A    angenommen    sein,   wobei  die    Strecke    Ol     die     Last 
Q  im  Enilepoly- 

gon  darstellt  Wird  i  ^-. 

dann  der  Pol  in 
einem  Punkte  0 
der  Horizontalen 
Geraden  ^iB  ge- 
wählt, so  würde, 
da  die  beiden  Re- 
aktionen B,  und 
B,  im  Kräflepoly- 
goo  in  dem  Punkte 

A  zosamm^i- 
treffen,  die  zu  dem 
Polstrahl  CA  par- 
nülele  Schlufllinie 

der  Uomentenfiächfl  in  die  horizontale  Gerade  A^B^  gelegt  werden 
köonen.  Dann  ergibt  sich  ein  Seilpoijgon  A^D'B^,  bei  welchem 
der  in  derselben  Vertikalen  wie  D  liegende  Funkt  D'  bestimmt  ist 
durch  die  Bedingungen: 

A^D'  .CO,    B,D':  Cl. 
Wird  nun  die  Last  Q  über  den  Balken  hinbewegt,  so  verschieben 
sieh   die  beiden  Eckpunkte  i7,  and  D^  der  Fläche  der   Schubkräfte 
in  den  beiden  Geraden  BPi  und  AP^,  wobei 
AP^~BP,=  Q. 
Ebenso  verschieben  sich  die  beiden  Funkte  0  imd  1  in  der  darch 
A  gehenden  Vertikalen.    Da  aber  die  Strecke  0 1  stets  gleich  Q  ist, 
so  kann   auch    bei   einer  Verschiebung  der   Last   Q  auf  dem  Balken 
diese  verscliobene  Strecke  0 1   stets  als   diejenige  Strecke  angesehen 
werden,  welche  im   Eräftepolygon  die  Kraft    Q   darstellen   soll     Es 
ergibt  sich  damit  eine  Verschiebui^  des  Kraftepolygones  in  der  Yer- 

iLyCoogle 


203  8-  Kapitel.   Die  MomeatenflElche  und  der  belaitete  Ballceo. 

tikalen  durch  A  eateprechead  der  VerscliLebuiig  der  Last  Q.  Wird 
nun  der  Pol  C  des  Eräftepolygonee  beibehalten,  so  behält  die  Schluß- 
linie  der  MomentenflSche  die  horizontale  Lage  bei.  Es  kann  Bomit 
die  Linie  A^Bi  wieder  ala  SchlußUuie  der  Momentenffiidie  zur  Ver- 
wendung kommen.  Da  nun  die  Punkte  0  und  l  bei  ^er  Yer- 
schiebuug  der  Last  Q  zwei  gleiche  Punktreihen  beschreiben  und  stets 

CO\\A^D'  und  Gl  1  5,Z)' 
sein  muß,  so  erzeugt  der  EeH^nkt  D'  des  Seüpolygones  bei  einer  Be- 
tcegang  der  Last  Q  eine  durch  A^  und  B^  gehende  Parahd  mit  verU- 
Jtaier  Achse.    Der  durch  die   beiden  Punkte  A^   und  B,   b^renzt« 
Parabelbogen  liefert  fQr  jede  Stellung  der  bewegten  Last  die  Momenten- 
fläche and  beetimmt  durch  seine  gröfite  Höhe  das  Mazimalmoment. 
Zwei  miteinander  verbundene  Lasten. 
Äaf  den  in  A  und  B  geh^erten  Balken  von  der  Länge  l  Bolleo 
jetzt  zwei  bew^liche  Einzellasten   Q^   und  Q^  wirken,   die  fest  mit- 
einander verbunden  sind  und  eine  Entfernung  a  voneinander  haben. 
Die  Resultante  R  der  beiden  Kräfte  Q,  und  Q^  hat  eine  Oröfie: 

s-e,+ft 

und  wird  gegenüber  den  beiden  Kräften  Q^  und  Q^  eine  ganz  be- 
stimmt« Lage  haben  und  bei  einer  Bewegung  von  ^i  nnd  Q^  mit 
denselben  fest  verbunden  sich  über  den  Balken  bewegen.  Für  die 
Entfernungen  ,$,  nud  q^  der  Resultante  R  von  den  beiden  Kräften  Q^ 
nnd  Q,  folgt  aus  dem  Satt  vom  statischeti  Moment: 
aQ,  aQ, 

Die  Untersuchung  soll  zunächst  auf  den  Fall  beschränkt  werden, 
bei  dem  die  Kräfte  Q,  und  Q^  zwischen  den  Lagerpunkten  A  und  B 
liegen,  also  beide  zur  Qeltung  gelangen. 

Die  beiden  zueinander  parallelen  Geraden  P^S  und  AP^,  wo 

AP,~BP^^R=Q,+  Q„ 

bestimmMi  für  jede   Stellung  von  R  die  beiden  Lagerreaktionen  i2, 

in   A   und   R,  in   B  (Fig.  111).     Geht   R   durch   den   Punkt  S    der 

Achse  AB  des  Balkens,  so  ist 

J?,  =  SS,=  kO,  R,^S^S~2A. 
Die  beiden  Kiäfte  Q,  and  Q^  gehen  bei  dieser  Lage  von  R  durch 
die  Punkte  D  und  £,  wo 

I>S  =  q^,  SE=q^. 
Die  Fläche  der  Schubkräfte  ist  außer  durch  die  Achse  AB  xmd 
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die  Vertikalen  in  A  und  B  begrenzt  darcK  den  Linienzng  ODiD^E^E^B'. 
Dieser  Linienzag  läßt  sich  sofort  konstraieren,  da 

E,E,  -  12  =  Q,. 
Die  Punkte  0,  1,  2,  ^  in  der  Vertikalen  durek  den  Lagerpnukt  Ä 
können    bIb    die   Eckpunkte   des   Kräftepolygoues   betrachtet   werden. 


Der    Pol    C   des   Eräftepolygones   sei   wieder   in   einem   Punkte   der 
Balkenschee  angenommen.     Dann  iet  der  Polabetand: 

h-CJ. 
Femer  iat  die  SchloBlinte  der  Momentenfiäcbe  horizontal  and  kann 
nach  AiBi  gelegt  werden.   Das  Seilpolygon  wird  A^D'EB^,  wo 

^D'PCO,    D'E'\C1,   £'BJ|  C2, 
und  wo  die  Punkte  D'  und  E'  in  den  Vertikalen  durch  D  und  E, 
und  der  Schnittpunkt  S'  der  äußersten   Seiten  A^D'  und  £'Sj   des 
Seilpolygonea  in  der  Vertikalen  durch  S  liegt. 

Bew^  sich  die  Resnitante  R  and  damit  die  beiden  Lasten  Q,  und 
Q^,  ao  ändert  sich  die  Fläche  der  Schubkräfte  und  daa  Kräftepolygon 
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012^  wird  in  der  Vertikalen  durch  A  eine  andere  Loge  erhalten. 
Ebenso  bewegen  sich  die  Eckpunkte  des  Seilpolygonee,  wobei  jedoch 
die  Schlnßlinie  der  Momentenfläche  festgehalten  werden  kann,  wenn 
der  nämliche  Pol  C  des  Kröftepolygones  beibehalten  wird.  FQr  die 
Untersnchnog  der  von  den  Eckpunkten  des  Seilpoljgones  erzeugten 
Kurven  möge  das  analytische  Verfahren  dem  synthetischen  rorgezogen 
werden. 

Was  zunäohet  die  Änderung  der  Fläche  der  Schubkräfte  bei 
einer  Bewegung  der  Lasten  betrifft,  so  folgt  sofort  daraus,  daß  sich 
die  Längender  Strecken  DiD^,  E^E^,  DiS^  =  qi,  SfE^  —  g^  nicht 
ändern,  daß  sieh  sämtliche  Ec^nmkte  D^,  Df,  E,,  E^  aaf  Geraden 
bew^en,  die  paraRd  sind  gu  der  Geraden  P,  B.  Insbesondere  bew^^n 
sich  die  beiden  Punkte  D^  und  E^  auf  den  Geraden  Z),  U  und  E^V,  wo 
BU=q,    AV  =  q^. 

Daß  der  Schnittpunkt  S'  der  änSereten  Seiten  des  Seilpolygones 
sich  auf  einer  durch  die  Punkte  A^  und  £^  gehenden  Parabel  mit 
vertikaler  Achse  bewegt,  folgt  schon  aus  der  fQr  die  Bew^;ung  einer 
einzigen  Last  durchgefQhrten  Untersuchung.  Um  die  Oleicbung  dieser 
Parabel  zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich,  das  Biegungsmoment  fDr 
den  Pnnkt  8  zu  bestimmen,  falls  die  beiden  Kräfte  Q,  und  Q^  in 
dem  Punkte  8  vereinigt  angenommen  werden.  Wird  die  Strecke  AS 
mit  X  eingeföhrt,  so  ergibt  sich,  falls  der  Drehpunkt  in  S  ange- 
nommen wird,  für  die  Lagerreaktion  R^  die  Qleichung: 

K.i-(«,+  «.)('-»)-0, 
und  daraus 

Somit  folgt  für  das  gesuchte  Moment: 

'         ij,i — «■4*1' +(«,+«,>. 

Andererseits  ergibt  sich  aber  aus  der  Momentenfläche  ^  dieses 
Moment  der  Wert 

Es  ist  daher: 


ft  +  g.,.  I  ft  +  ft , 


Wird  ein  Koordinatensystem  benutzt,  dessen  z-Achse  in  der  Linie 
AiB^,  und  dessen  Nullpunkt  in  A^  liegt  und  daher  S^S'—y  gesetzt, 
so  hat  die  vom  Punkte   8'  beschriebene  Parabel  die  Gleichung: 


(1)  y--'^'^''  + 


VL±&,.x«L-iie,, 
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Um  die  Gleichung  ftlr  die  tod  dem  Punkte  D'  dM  Seilpolygonea 
beechriebene  Kurve  zn  erhalten,  mQßte 

gesetzt  werden.  Wird  dementsprechend  in  dem  f&i  die  Lagerreaktion 
R^  hergeleiteten  Ausdruck  die  Koordinate  x  ersetzt  durch  x  +  q^, 
ao  folgt: 

s,-(ft+«.)-H-"(^+».) 

nnd  daraus  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  q^i 

Ji,  =  e.  +  ''7"«>-*'t*^- 

Nnn  ist  das  Moment  fOr  den  Punkt  D  einerseits  gleich: 

andererseits  ans  der  Momentenääche: 

D^iy-h^yh. 
Es  folgt  daher  für  die  von  dem  Eckponkte  D'  des  Seilpol^gones  be- 
schriebene Karre  die  Gleichnng: 

Dieselbe  stellt  ebenfalls  eine  Parabel  mit  vertikaler  Äehae  dar. 

Um  schlie&Iich  die  von  dem   Punkte  E'  erzeugte  Kurve  zu  er- 
halten, ist 

A^E^-x,   E^E'-y 

zn  setzen.     Bei  diesem  Werte  von  x  wird  die  Lagerreaktion 
oder  bei  Einsetzong  des  Wertes  von  g^: 


.'fn  j.n  _ft  +  ft. 


Falla  wieder  bei  Bildung  des  Momentes  die  Ki^e  auf  der  linken 
Seite  des  Qnerschnittee  genommen  werden,  so  folgt  fOr  das  Moment 
im  Packte  E: 

somit  bei  Einsetzung  des  fOr  £,  erhaltenen  Wertes 

_  ft  +  ft  ,,  +  Ci^ej:  l«,  ,  _  g^„. 

Andererseits  ergibt  sich  fBr  dies  Moment  ans  der  Momentenfläche  der 
Wert 

E^E'  h  =  yh. 
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Durch  GleichBetznng  folgt  daher  für  die  voa  dem  Punkte  E'  be- 
Bchriebene  Enrre  die  Qleichnng: 

(Z)  V  =  _  «L+ft   -«+  i  +  ^)<k+J^  X-^'^. 

W  V-  (fc      *  +  ih  "        h 

Auch  hier  hat  sich  wieder  eine  Parabdi  mit  yertikaler  Achse  sieben. 

Da  die  Tergleichung  der  drei  Gleichungen  (1),  (3),  (3)  zeigt, 
daß  die  Glieder  zweiter  Ordnung  dbereinstimmen,  so  folgt  der  Satz: 
Die  drei  Parabeln  mit  lertikaia-  Achse,  die  von  den  drei  PunÜen  8', 
D',  E'  bei  einer  Bewegung  der  Lasten  leschri^i>en  werden,  sind  ko»- 
gruerU. 

Um  weitere  Beotimmungsatücke  für  di^e  drei  Parabeln  zu  er- 
halten, seien  ihre  Schnittpunkte  mit  der  SchluSlinie  AiBj  der  Ho- 
mentenfläche  bestimmt. 

AoB  der  Qleidiung  (1)  folgt  sofort,  daß  die  ron  dem  Schnitt- 
punkte S'  der  äoBersten  Seiten  des  Seilpoljgones  erzeugt«  Parabel 
durch  die  beiden  Punkte  Ai  und  £,  bindarchgeht 

Sodann  lassen  sich  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  auf  die  Form 
bringen : 

(2»)  j__eL^[:,_(!  _,,)];,, 

(Sa)  s,__eL+«,(j,_5,)(j,_;). 

Aus  Gleichung  (2a)  folgt,  daß  die  von  dem  Paukte  D'  erzengte 
Parabel  einerseits  durch  den  Paukt  Ai  geht,  andererseits  durch  einen 
Punkt  Ui  der  Geraden  A^B,,  der  die  Abszisse 

x  —  t-q^ 
besitzt.     Sodann  ergibt  sich  aus  (3  a),  daß  die  von  dem  Punkte  E' 
beschriebene  Parabel  durch  den  Punkt  Bi  und  durch  einen  Punkt  F, 
der  Geraden  AiBi  mit  der  Abszisse 

a:  =  «, 
geht    Diese  beiden  Punkte  Vi  and  F^  liegen  in  denselben  Vertikalen 
wie  die  beiden  Punkte   U  and  V,  die  sich  bei  der  TJnt«rsuohung  der 
Fläche  der  Schubkräfte  ergeben  haben. 

Daß  tatsächlich  die  beiden  fOr  die  Punkte  D'  und  E'  gefiuidanen 
Parabeln  die  Schlußlinie  -^,.Bi  der  Momeutenä&che  in  zwei  Punkten  Ui 
und  Fl  schneiden,  die  in  derselben  Vertikalen  mit  den  Punkten  U 
und  V  li^i;en,  läßt  sich  auch  ohne  jede  Rechnung  erkennen.  Soll 
nämlich  die  von  dem  Funkte  D'  beschriebene  Parabel  die  Gerade 
A^B^  in  der  durch  ü  gehenden  Vertikalen  schneiden,  so  mafifOr  den 
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Punkt  JJ  das  Biegongsmomeiit  gleich  Xall  sein,  falls  die  Kraft  Q^ 
durch  U  geht.  Dies  ist  aber  tatsächlich  der  Fall.  Geht  nämlich  die 
Eraft  Q,  durch  U,  so  geht  die  Resultante  der  beiden  Kräfte  Q,  und 
Q^  durch  den  Lagerpnnkt  S.  Die  Lagerreaktion  ü,  ist  somit  gleich 
Noll  und  infolge  davon  auch  das  Biegungsmoment  für  den  Punkt  Ü. 
Ebenso  folgt^  daß  fflr  den  Punkt  V  das  Biegungsmoment  gleich  Xull 
ist,  falls  die  Kraft  Q^  durch  V  geht,  und  somit  daß  die  von  dem 
Punkte  E'  eizeogte  Parabel  die  Linie  Ä^  B^  in  der  durch  V  gehenden 
Vertikalen  schneidet. 

Um  weitere  Eigenschaften  des  fQr  die  beiden  Kriifte  Q^  and  Q, 
gezeichneten  Seüpolygones  zu  erhalten,  sei  die  Gleichnng  der  Seite 
D'E'  des  Seilpolygones  hergeleitet. 

Diese  Qleichtmg  läßt  sich  finden  einerseits  durch  die  Bedingung 
daß  diese  Gerade  D' E'  durd  den  Punkt  D'  gehen  muß  und  ander- 
seits ans  der  durch  den  Folstrahl  (71  bestimmten  Richtung.  Sind 
die  Koordinaten  des  Punktes  D'  mit  x^,  y^  bezeichnet,  so  kann  die 
Gleichung  der  Geraden  D'E'  angesetzt  werden  in  der  Form: 

Nnn  ist 

ond  somit  bei  Einsetzung: 

Wird  femer  für  Ü,  der  sich  ergebende  Wert 

eingesetzt,  so  folgt  bei  Znsammenziehung  der  Glieder  für  die  Gerade 
DE'  die  Oleichung 

»-n[e,'-c«.+  «>w^+|('-»>- 

Diese  Gleichung  wird  für  alle  Werte  von  x^  befriedigt  durch  einen 
Punkt  W  mit  den  Koordinaten: 

(4>  «■  +  «■' 

"     («,  +  «.)»■ 

Die  Seite  D'E'  des  Seilpolygones  dreht  sieb  somit  bei  einer 
Bewe^ng    der    Lasten    Q^    und    Q^    und    einer    dementsprechenden 
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ÄndflTung  des  Seilpolygosea  am  den  durch  die  Oleiohimgea  (4)  be- 
Btimmten  Punkt  W.  Da  die  beiden  anderen  Seiten  des  Seilpolygones 
sich  eben&llB  um  feste  Punkte  drehen,  nämlich  die  Seite  A^D'  um 
A^  and  die  Seite  E'B^  um  B^,  so  folgt  der  Satz: 

Bei  FesthaUtmg  der  Sehlußinie  A^Bi  des  Seäpolygones  und  Be- 
wegung der  Lasten  drehen  sich  sämtliche  Seiten  des  Sedpclygonea  wn 
feste  Funkte. 

Um  die  Lage  des   Punktes    W  genauer  angeben  zu  können,  sei 
die  Lage  des  Schnittpunkte   TT,   der  durch    W  gehenden  vertikalen 
Geradot  mit  der  Schlnßb'nie  AiB^  untersucht     Da 
x'-A^W^, 
l-AiW^+  W^B^, 
so  ist: 

woraus  folgt 

Die  dorch  den  gefundenen  Punkt  W  gehende  Vertikale  teilt  ao- 
mit  die  Schlußlioie  A,Bi  in  dem  Verhältnis  (>, :  Q,.  Hierdurch  ist 
eine  vertikale  Gerade  gefunden,  auf  der  der  Punkt   W  liegen  mnfi. 

Nachdem  nachgewiesen  ist,  daß  sich  die  Seite  D'S'  des  Seil- 
polygones  um  den  festen  Punkt  W  dreht,  kann  die  von  dem  Eck- 
punkte D'  beschriebene  Parabel  auch  erzeugt  werden  durch  den 
Schnitt  der  entsprechenden  Strahlen  zweier  projektiren  Strahleo- 
bflschel  mit  den  Mittelpunkten  Ai  und  W,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
W  ein  Punkt  dieser  Parabd  ist.  Ebenso  folgt,  d^  W  aoeh  ein 
Punkt  der  von  dem  Punkte  E'  beschriebenen  Paiabel  ist: 

Der  Punkt  W,  um  den  sich  die  Seite  D' E'  des  Seitpolj/gones 
dreht,  ist  der  S(Amt^)tmkt  da-  von  den  beiden  Punkten  D'  wid  E'  be- 
schriebenen Parabeln. 

Um  die  erforderlichen  Bestimmnngasttlcke  fQr  die  drei  Paimbeln 
zu  erhalten,  welche  von  den  drei  Punkten  S',  D',  E'  beschrieben 
werden,  genügt  es,  fQr  irgend  eine  spezielle  Lage  der  beiden  Lasten 
Qi  und  Q,  das  Seilpolygon  zu  konstruieren. 

Ist  nämlich  für  eine  bestimmte  Lage  der  Lasten  Q^  und  Q,  daa 
Seilpolygon  gezeichnet  und  haben  hierbei  die  Punkt«  S',D',E'  die 
speziellen  Lagen  S„',  D^,  E^  erhalten,  so  wUrden  durch  die  ÄbsKnde 
der  Vertikalen  in  S^  von  den  beiden  Vertikalen  in  D^  nnd  E^  die 
beiden  Strecken  q^  und  9,  und  damit  die  beiden  Paukte  ü^  ood  T^^ 
auf  der  angenommenen  horizoDtalen  Scblußlinie  A^B.  gsgeben  sein. 
D,:i_-d;,C00t;^lc 
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Außerdem  kann  der  Punkt  W  gefanden  werden,  indem  die  Streck« 

AiB^  in  dem  YerliältmB  Q^ :  Q,  geteilt  nnd  die  Vertikule  in  dem  so 

erhaltenen  Punkt   Wj  zum   Schnitt  gebracht  wird  mit-  der  Seilpolj- 

gonmite  JOg-^o-     Hierdurch  sind  von  jeder  der  Parabeln  die  beiden 

Schnittpunkte  mit  der  (Geraden  A^B^  and  infolge  davon  auch  die 

Achse      gegeben; 

auSerdem  aind  von 

den  Parabeln,  die 

von  den  Punkten 

D'    nnd    E'    be- 
schrieben werden, 

noch  je  2  Punkte 

bekannt,  nämlich 

die  Punkte  Dg'  nnd 

W  bzw.  E^'  nnd 

W;  von  der  vom 

Punktei^beschrie- 

benen  Parabel  ist 

außer  den  Punkten 

A^   nnd    B^    der 

Punkts/ gegeben. 

Die  Parabeln  las- 
sen sich  somit 
leicht  konstraie- 
ren.Bei  dieserEon- 
stm  ktion  kann  m  it 
Vorteil  die  Fläche 
der  Schubkräfte 
verwandt  werden. 
In  Fig.  112 
ist  fSr  die  beiden 
Lasten  Qi  und  Q,  '^i 

die    Konstruktion  "•  '"■ 

darchgefOhrt  unter  Benutzung  der  FUiche  der  Schubkräfte.  Durch 
einmalige  Konstruktion  des  Kräfte-  und  Seilpolygones,  und  zwar  fQr 
ii^endeine  Lage  der  beiden  beweglichen  und  fest  v^bundenen  Lasten, 
ergeben  sich  von  jeder  der  drei  Parabeln  die  Schnittpunkte  mit  der 
Geraden  AiBi  mtd  damit  die  Achsen,  nnd  auBerdäm  ein  bzw.  zwei 
Punkte.  Darob  die  gezeichnete  Fläche  der  Schubkräfte  sind  dann 
aach  die  Geraden  g^eben,  auf  denen  sich  die  Eckpunkte  der  Fläche 
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der  Schubkräfte  bei  einer  Bewegnng  der  Lasten  verschieben.  Um  die 
drei  Parabeln  bequem  zeichnen  za  können,  ist  es  ztreckmäBig,  zu- 
nächst die  Scheitelpunkte  zu  finden.  Dieselben  lassen  sidi  erhalten, 
indem  die  Lasten  so  Terschoben  werden,  da£  das  eine  Mal  die  Kraft 
Q^  in  die  Achse  l^  der  Tom  Punkt  D'  beschriebenen  Parabel  fällt,  und 
das  zweite  Mal  die  Kraft  Q,  in  die  Achse  der  vom  Punkte  E'  beschrie- 
benen Parabel,  während  das  dritte  Mal  die  Resultante  der  Kräfte  Q, 
und  Qf  in  die  vertikale  Mittellinie  der  Punkte  A  und  S,  somit  in 
die  Achse  der  von  S'  erzeugten  Parabel  föllt.  Wird  nämlich  die 
Kraft  Qf  so  Terschoben,  daß  dieselbe  in  die  durch  die  Punkte  A^ 
und  Ui  bestimmte  Achse  2,  der  Tom  Punkte  D'  erzeugten  Parabel  liegt, 
so  kommt  in  der  Fläche  der  Schubkräfte  der  Punkt  Dy  nach  dem 
Schnittpunkt  D^  der  Geraden  i),  P  und  l,.  Durch  diesen  Punkt  D^ 
ist  der  Anfangspunkt  Og  des  Krüftepolygones  gegeben,  der  dieser  Lage 
der  I^ast  ^,  entspricht.  Die  zn  dem  Polstrahl  GO^  parallele  Gerade  A^  T 

wird  auf  der  Achse  i,  der  Parabel  den  Scheitelpunkt  T  ausschneiden. 
In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  Scheitelpunkte  der  anderen 
Parabeln. 

Nachdem  die  von  den  Punkten  D'  und  F/  erzeugten  Parabeln 
gezeichnet  sind,  läßt  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzang,  daB 
die  beiden  Knifte  Q,  und  Qj  zur  Geltung  gelanges,  also  beide  Kräfte 
zwischen  den  Lagerpunkten  A,  B  li^en,  das  Seilpoljgon  ßir  jede 
Lage  dieser  bewegten  Lasten  herleiten,  und  zwar  ohne  daß  es 
nötig  wird,  das  Kräfte- 
polygon zu  Hilfe  zu 
nehmen.  Da  das  maxi- 
male Moment  sich  nur 
ans  den  Eckpunkten  des 
Beilpolygonefi  ergeben 
kann,  so  ist  fllr  eine 
'  bestimmte  Stellung  der 
bewegten  Lasten  die 
maximale  Momentenhöhe  durch  die  Abstände  der  beiden  Eckpunkte 
jy  und  E'  von  der  Schlußlinie  bestimmt,  und  zwar  durch  den 
größeren  Abstand.  Wird  durch  den  Punkt  W  eine  Horizontale  ge- 
zogen ,  welche  die  von  D '  and  E'  erzengten  Parabeln  in  den 
Pnnkten  fl",  und  H^  schneiden  möge  (Fig.  113),  und  wird  dem- 
gemäß angenommen,  daß  die  Seite  D'E'  des  Seilpolygones  horizontal 
ist,   so   ergibt   sich   fOr   diese    Stellung   der   bew^ten    Lasten    eine 
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maximale  Momentenhdhe  gleich  dem  Abetande  des  Punktes  W  von 
der  SchlaBlinie  Ä^^S,.  Ist  dagegen  die  Seite  D'K  nicht  horizontal, 
fällt  also  z.  B.  der  Punlct  D'  nach  G^  nnd  E'  naeh  6,,  bo  wird  der 
eine  dieser  beiden  Pnnkte  G,  nnterhalb  der  Linie  fi,fl,  liegen,  der 
andere  Cr,  d^egen  auf  einem  oberhalb  von  H^Sf  sich  befindenden 
Parahelbogen,  und  die  maximale  Momentenhöhe  würde  gleich  sein  der 
Entfemnog  des  Punktes  Cr,  von  der  Schlufilinie  .14^.5^.  Die  Maximai- 
tnomenienkwve  ist  daher  gdtildet  durch  die  J>eiden  PoräbelböffeH,  die 
oberhalb  der  HorieorUalen  HjSj  liegen.  Das  Maximalmoment  selbst, 
das  sich  bei  einer  Bewegimg  der  Lasten  erg^t,  wird  durch  den  Abstand 
der  beiden  Scheite^mnkte  der  Parabd  von  der  Schlußlinie,  und  zwar 
durch  den  größeren  dieser  Abstände  g^eben  sein.  Wenn  es  sieb  daher 
nnr  um  das  Maximalmoment  bandelt,  das  sich  bei  einer  Bewegung 
der  Lasten  ergibt,  so  würde  die  Konstruktion  der  beiden  Parabeln 
nicht  erforderlich  sein,  es  würde  vielmehr  genügen,  die  Scheitelpunkte 
zu  finden.    In  Fig.  113  ist  das  Maximalmoment 

wenn  h  den  Polabstand  bedeutet. 

Bei  den  vontehenden  tTntereuchungen  ist  angenommen,  daß  die 
beiden  Lasten  Q^  nnd  Q^  zur  Geltung  gelangen.  Es  kann  jedodi 
sein,  daß  nur  eine  der  beiden  Lasten  zn  berflcksicbtigen  ist  Dieses 
tritt  ein: 

1.  Wenn  das  Lastensystem  soweit  anf  dem  Balken  verschoben 
ist,  daß  die  Entfernung  der  Last  Q,  vom  Lager  A  kleiner  ist  als  die 
Entfernung  a  der  beiden  Lasten,  da  dann  die  Kraft  Q,  außerhalb  des 
Balkens  zu  liegen  kommt. 

2.  Wenn  die  Kraft  Q,  von  dem  Lager  B  eine  Entfemni^;  Hat, 
die  kleiner  ist  als  a,  so  daß  nur  die  KraiFt   Q^  zur  Wirkung  kommt. 

Es  kann  sein,  daß  bei  einer  derartigen  Stellung  der  Lasten  das 
Mgximalmoment  einen  großem  Wert  hat,  als  wenn  beide  Lasteu  auf 
den  Balken  wirken.  Es  wird  dieses  abhängig  sein  von  dem  Verhältnis 
der  beiden  Lasteu  Q,  und  Q,  und  von  dem  Verhältnis  der  Entfer- 
nung a  der  beiden  Lasten  zur  Länge  des  Balkens.  In  jedem  ge- 
gebenen einzelnen  Falle  ist  die  Dntersnohung  auch  auf  derartige 
L^en  der  bewegten  Lasten  zu  erstrecken.  Es  braucht  jedoch  hier 
auf  diese  Falle  nicht  eingegangen  zn  werden,  da  die  Fälle,  bei  denen 
nur  eine  bew^te  Last  vorhanden  ist,  schon  durch  die  früheren  Be- 
trachtungen erledigt  sind. 

Treten  zu  den  bew^ten  Lasten  noch  unbewegte  Lasten  hinzu, 
so  ist  für  denselben  Polabstand  die  Momentenfläche   der  unbewegten 
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Lasten  zu  zeichnen.  Diese  Fläche  mOBte  dann  addiert  werden  zu  der 
Maximalmomentenfläclie,  die  sich  aas  den  bewegten  Lasten  ergeben 
hat.  Die  größte  Höhe  dieser  resultierenden  Flache  liefert  das  Maximal- 
moment,  das  sich  bei  Berücksichtigang  der  anbew^ten  Lasten  ergibt, 
falls  die  bewegten  Lasten  über  den  Balken  Terschobea  werden. 

£3  ist  sodann  in  den  vorstehenden  Untersochungen  stets  ange- 
nommen,  daß  der  Balken  an  den  beiden  Endpunkten  gelagert  ist. 
Daß  jedoch  fQr  eine  andere  Lagerung  der  Balken  in  gleicher  Weise 
antereacht  werden  kann,  bedarf  keines  weiteren  Nachweises. 

Drei  und  mehr  fesiv»bundene  betonte  Lasten. 
Es  seien  allgemein  n  bew^te  und  fest  miteinander  verbundene 
Lasten  betrachtet  nnd  die  Untersuchung  wieder  auf  den  Fall  be- 
schränkt, bei  dem  sämtliche  Lasten  Q,,  Qt,--  Qn  ^^  Geltung  ge- 
langen. Aj  CDEFOBi  sei  das  fOr  irgendeine  Stellung  der  bewegten 
Lasten  gezeichnete  Seilpolygon  und  A^B,  die  festgehaltene  Schlußlinie 
desselben  (Fig.  114).  Es  sei  irgendeine  spezielle  Seite  dieses  Seil- 
I  poijgonee,  z.  B.  EF  be- 

K _E, f. W  trachtet  Die  Kräfte,  welche 

Aß.--'-''''^  \J;'  a"f  'üe  Punkte  C,  D,  E 

//fT  rtl^  wirken,   vereinigen    sich 

/  '  '      \         zu    einer    resultierenden 

/  ■ — ^Sj    Kraft  ^i,  die  dnrdi  den 

■^  Schnittpunkt  H^  der  bei- 

"'  "*■  den  Seiten  AC  und  EF 

des  Seilpoijgones  geht.  Ebenso  setzen  sich  die  auf  die  Punkte  F 
nnd  G  wirkenden  Kräfte  zu  einer  Kraft  Q^  zusammen,  die  durch 
den  Schnittpunkt  H^  der  Seiten  EI  und  B^Q  gehi  Da  die  beiden 
Resultanten  Q^  und  Q^  sich  in  fester  Verbindung  mit  dem  Lasten- 
system über  den  Balken  hinbewegen,  so  kann  anf  das  flir  diese  beiden 
Kräfte  Q,  und  Q^  sich  ergebende  Seilpolygou  A^HiH^B^  die  frühere 
Untersuchung  uigewandt  werden.  Die  Seite  EF  des  Seüpolygonea 
dreht  sich  somit  um  einen  festen  Punkt  W,  dessen  Vertikale  die 
Strecke  A^Si  m  dem  Verhältnis  Q,  :  Q,  teilt.  Ferner  folgt,  daß  die 
beiden  Punkte  Hi  und  H^  und  der  Schnittpunkt  der  beiden  äußersten 
Seiten  ,4,  C  und  B^  G  des  Seilpoijgones  sich  auf  kongruenten  Parabeln 
bewegen  mit  vertikalen  Achsen.  Hierbei  ist  der  Funkt  W,  um  den 
«ich  die  Seite  EF  dreht,  der  Schnittpunkt  der  von  den  Punkten  H, 
und  Bf  beschriebenen  Parabeln. 

Da  die  nämlichen  Sätze  sich  für  alle  Seiten  des  Seilpolygones, 
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wie  ^r  alle  Schnittpunkt«  je  zweier  Seiten  ergeben,  so  folgt  der 
Satz  TOn  W.  Stahl: 

Sei  Bewegung  eines  beli^^m  iMstensystemes  und  Feslhaltut^  der 
Schhßinie  der  Momentenfiäche  hetcegt  sich  jeder  Eckpwikt  oder  auch 
SehniOptatJä  irgend  zweier  Seiten  des  SeUpdygones  auf  einer  Parabel. 
Alle  diese  Poaubäoi  sind  einander  kongruent  und  gleidigerichtet.  Eine 
jede  Seite  des  Seilpoiggones  dreht  sich  um  ^nen  festen  Punkt,  dmch- 
tedtAen  auch  die  Parcäxin  aller  auf  dieser  Seite  liegenden  Punkte  gf^en. 

Infolge  dieses  Satzes  kann  die  Untereuchung  fOr  den  Fall,  daß 
metir  ale  iwei  bewegliche  Lasten  vorbanden  sind^  genan  in  derselben 
Weise  wie  bei  zwei  beweglichen  Lasten  darcbgeßlhrt  werden.  Sodann 
ist  bei  den  voratebenden  Betrachtungen  stets  die  SchluSlinie  als  hori- 
zontal vorausgesetzt,  was  fQr  die  auszufahrenden  Zeichnai^^en  vor- 
teilhaft ist.  Daß  jedoch  sämtliche  Sätze  und  Methoden  auch  bei 
einer  anderen  Richtung  der  ScblnßUnie  gelten,  folgt  sofort  daraus, 
daß  bei  eioer  Verschiebung  des  Poles  vom  Eräftepolygon  in  einer 
Vertikalen  das  Seüpolygoa  sich  nur  affin  ändert  und  die  Momenten- 
höhen  in  allen  Vertikalen  dieselben  bleiben. 

§  39.  Der  Q«rben(die  Balken. 
Ist  ein  B  Iken  in  mehr  als  zwei  Punkten  gelagert,  so  daß  sich 
also  auch  mehr  als  zwei  Lagerreaktionen  ei^eben,  so  sind  diese  Lager- 
reaktiones  durch  die  Oleicbgewichtsbedingungen  der  Kräfte  allein 
nicht  bestimmbar.  Da  bei  parallelen  Kräften  in  derselben  Ebene  nur 
zwei  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  vorhanden  sind,  so  könuen 
von  den  Reaktionen  sämtliche  bis  auf  zwei  angenommen  werden. 
Wie  dieselben  auch  gewählt  sind,  stets  ergibt  sich  eine  mögliche 
LSaung.  Infolge  der  Unbestimmtheit  der  Reaktionen  wird  auch  das 
Bi^^ngsmoment  unbestimmt  werden.  Diese  hier  auftretende  statische 
Unbe^immtheU  läßt  sich  wieder  aufheben,  indem  der  in  mehr  als 
zwei  Paukten  geleerte  Balken  ans  Teilen  zusammengesetzt  wird, 
die  durch  Qelenke  miteinander  verbunden  sind,  da  aus  dem  Qe- 
lenke  weitere  Bedingungen  für  das  Biegungsmoment  und  damit  fUr  die 
Reaktionen  folgen.  Ein  solcher  Balken  wird  nach  seinem  Erfinder 
als  Gerhersdier  Balken  bezeichnet.')  Die  einzelnen  durch  Gelenke 
miteinander   verbundenen   Teile  des  Balkens  werden  Glieder  genannt. 

1)  Gelenktrfiger  finden  »ich  schon  erwähnt  und  behandelt  in  A.  Ritter, 
„Eiaeme  Dach-  und  BrAckentonstruktionen."  Hannover  ISSS.  Abscbn.  IX.  Ton 
H.  Gerber  lind  dieaelben  konstraktiv  nntennclit  und  in  die  Pmis  eingefOhrt. 
Siebe  Zeitschrift  d.  ba;er.  In^.  und  Aich.-Ter.  ISTO  p.  76  und  Zeitochi.  f.  Bau- 
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Ein  ia  A  und  B  gelagerter  Balken  möge  in  D  ein  Gelenk  be- 
sitzen, 80  daß  der  Balken  aus  den  beiden  Gliedern  AD  und  SD  be- 
steht (Fig.  115).     Da  das  Glied  AD  sich  noch  nm  A,  das  Glied  BD 
Bich  um  ß  drehen  kann,   während  in- 
^ £ § ^    folge  des  Gelenkes  D  die  Summe   der 

ungeändert  bleibt,  so  sind  noch  unendlich  kleine  Bew^pin^n  des 
Systemea  möglich.  Um  Unbeweglichkeit  hervorzanifen,  also  das 
System,  dessen  Stabilität  durch  das  Gelenk  in  D  aufgehoben  ist, 
wieder  zu  einem  stabilen  zu  machen,  ist  noch  ein  weiteres  Lager  er- 
forderlich. In  der  Tat  ei^bt  sich,  daS  nach  Leerung  in  C  der 
Punkt  D  und  daher  auch  das  Glied  SD  fes^elegt  ist.  Es  folgt 
daraus,  daß  jedes  Gelenk  ein  weiteres  Li^er  erfordert,  wenn  die  Sta- 
bilität erreicht  werden  soll.     Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

Ein  Gerherscher  Baiken  muß  bei  n  Gelenken  tcenigstens  n  -f-  2 
Lager  habai. 

Bei  mehr  als  n  -|-  2  L^ern  werden  jedenfalls  Lager  Yorhand»-n 
seil),  nach  deren  W^nahme  das  System  noch  immer  stabil  ist,  voraus- 
gesetzt, daß  es  vorher  stabil  war. 

Was  die  Anordnung  der  Lager  und  Gelenke  betrifft,  so  laßt  sich 
von  Tomberein  folgendes  aussagen: 

Zwischen  zwei  Lagern  dürfen  höchstens  zwei  Gelenke  liegen. 

Zwischen  eicei  Gelenken  dürfen  höchstens  etoei  Lager  liegen  (d.  h. 

jedes  Glied  darf  höchstens  nur  durch  zwei  Lager  unterstäiet  sein),  icenn 

nicht  Lager  vorhanden  sein  sollen,  die  ohne  Einfluß  auf  die  Stabilität  s-ind. 

Sind  nämlicb  zwischen 

^ 2S — — o— — o o 2S Ä   ^"^'   Lagern   drei    Gelenke 

rig.  HB.  D,  E,   F  vorhanden   (Fig. 

116),  so  würde  der  Punkt  E 
selbst  dann  beweglich  sein,  wenn  auch  um  unendlich  wenig,  wenn 
die  Punkte  D   und  F  fesigelegt  wären. 

Wenn  andererseits  zwischen  zwei  Gelenken  D  und  E  drei  I<^er 

A,  B,  C  wären  (Fig.  117),  so 

n        .        g  f     £  würde  dadurch  das  Glied  DE 

S  Ä      n         S    °  A       festgelegt  sein ;  zu  dieser  Fest- 

Fi«-  "■  l^gnng  des  Gelenkes  DE  wären 

aber  nur  zwei  der  Lager  A,  B,  C  erforderlich  gewesen. 

künde.  V  (1882)  p.  641.  ÄUBführlich  theoretisch  unterSDcht  Bind  dieselben  \od 
J,  Weyrauch,  „Theorie  der  atatisch  bestimmten  TtÄger  für  Brücken  nnd  Dlcher" 
Leipzig  1887,  p.  Iö4.    Hier  finden  sich  auch  weitere  Liteiuturangaiben. 
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Durch  ein  Gelenk  C  seien  zwei  Glieder  0,  nod  G^  miteinuider 
Terbnnden.  Dann  IsBt  eich  der  EinäuS,  den  infolge  des  Gelenkes  C 
die  beiden  Glieder  anfeinander  haben,  ersetzen  darch  zwei  in  C  an- 
greifende rertikale,  entgegengesetzt  gerichtete  und  gleich  große  Kräfte  Q, 
Ton  denen  die  eine  auf  £r,,  die  andere  auf  G,  wirkt  Nach  Ein- 
fflkmng  dieser  Kra^  Q  wird  jedes  dieser  beiden  Glieder  als  ein 
Balken  fQr  sich  betrachtet  werden  können.  Es  mflssen  daher  die 
Kräfte  and  Lagerreaktionen,  die  aaf  irgendein  Glied  Q  wirken,  im 
Gleichgewicht  stehen  mit  den  beiden  Kräften  Q,  welche  in  den  End- 
punktes des  Gliedes,  d.  h.  in  den  beiden  Gelenken,  darch  welche  das 
Glied  G  mit  den  benachbarten  Gliedern  verbanden  ist,  aaf  das  Glied  G 
wirkend  einzuführen  sind. 

Es  sei  ein  Gerberscher  Balken  mit  n  Gelenken  nnd  m  Lagern 
betrachtet.  Da  au  jedem  Glied  nach  Einführung  der  die  Gelenke  er- 
setzenden Kräfte  Q  fflr  eich  Gleichgewicht  besteht  und  Ji  -i-  1  Glieder 
infolge  der  n  Gelenke  vorhanden  sind,  so  werden  sich 

2(n  -f  1) 
tileichgewiehtsbedingungen  ergeben.     In  denselben  kommen  m  unbe- 
kannte Lagerreaktionen  und  n  unbekannte  Kräfte  Q,  also  im  ganzen 

.»  +  » 
Unbekannte  vor.     Sollen    sich   sämtliche   Unbekannten  eindeutig  be- 
stimmen lassen,  so  muS  jedenfalls  die  Zahl  der   Unbekannten  über- 
einstimmen mit  der  Zahl  der  Gleichungen.   Daraus  folgt  die  Gleichung: 

m  +  n  — 2U-I-  1) 
oder 

»I  -  B  -i-  2, 

d.  h.  ein  Gerbersi^ter  Balken  mit  n  Gelenken  kann  nur  dann  slatisck 
bestimmt  sein,  uenn 

(H  =.  n  -f  2 
Lager  vorhanden  sind. 

Im  folgenden  soll  nur  aaf  solche  statisch  bestimmten  Gerber- 
sehen  Balken  eingegangen  und  die  Bestimmung  der  Beaktionen  and 
Biegnngsmomente  darchgeßihrt  werden. 

Die  Ermittlung  der  die  Gelenke  ersetzenden  eiagefQbrten  Kräfte  Q 
kium  umgangen  werden.  Zu  diesem  Zwecke  seien  die  Summen  der 
Drehmomente  aller  Kräfte  gebildet,  welche  auf  der  einen  Seite  eines 
als  Drehpnnkt  angenommenen  Gelenkes  C  liegen.  Da  nur  ganze 
Glieder  auf  der  einen  Seite  des  Punktes  C  livigen  nnd  an  jedem  Glied 
nach  Ein^hrung  der  Kräfte  Q  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  so  muß 
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diese  Momentensunmie  dea  Wert  Kuli  haben.  Ans  dieser  Momenten- 
anmme  fallen  aber  alle  Kräfte  Q  heraus:  die  eine  durch  C  gebende 
und  za  berfickaicbtigende  Kraft  Q,  da  der  Hebelarm  bei  dem  Dreh- 
punkt C  gleich  Null  ist,  die  übrigen  Kräfte  Q,  da  dieselben  sieb 
paarweise  wegbeben.  Infolge  davon  geht  die  zu  bildende  Momenten- 
Bumme,  die  den  Wert  Null  haben  soll,  in  das  Biegungsmoment  der 
auf  den  QerberBcbea  Balken  wirkenden  Kräfte  und  Reaktionen  fOr 
das  Gelenk  C  als  Drehpunkt  über.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

Fiü'  jedes  Gdmk  kai  das  Biegungsmoment  den   Wert  Niiil. 

Die  n  Gelenke  liefern  somit  »  Gleichungen,  in  denen  nur  die 
Lagerreaktionen  als  Unbekannte  rorkommen.  Zu  diesen  »  Gleichungen 
treten  jetzt  noch  die  beiden  Gleichungen  hinzu,  die  daraus  folgen, 
daß  sämtliche  auf  den  Balken  wirkenden  KHLfte  mit  den  Lager- 
reaktionen  im  Gleichgewicht  stehen  müssen.  Auf  diese  Weise  er- 
geben sich  für  den  Gerberschen  B&lken  n  +  2  Gleichungen,  in  denen 
nur  die  n  +  2  unbekannten  Lagerreaktionen  Torkommea,  und  aas 
denen  sich  dieselben  bestimmen  lassen.  Nachdem  die  Lagerreaktionen 
gefunden  sind,  läßt  eich  das  Biegnogsmoment  für  jeden  Querschnitt 
sofort  angeben. 

Diese  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  und  des  Biegungsmomeutes 
kann  auch  graphisch  erfolgen. 

Auf  einen  Gerberschen  Balken  sollen  die  Kräfte  P„  P,, . . . 
wirken.     Für    dieselben    sei  irgendein   Seilpolygon   AiA^A^   .  .   .   B^ 


KK  ^'  -  ^  °  ^ 


gezeichnet,  wo  Äi  und  £,  die  Punkte  sein  mögen,  die  durch  die 
Lagerreaktionen  der  äußersten  L^|;er  aue  der  ersten  and  letzten  Seite 
des  Seilpoljgones  geschnitten  werden  (Fig.  118).  Dieses  so  gezeich- 
nete Seüpolygon  bildet  einen  Teil  der  Begrenzung  der  Momeoteii- 
fiäche.     Da   zu   den  Kräften   P,,   P,, . . .    noch   die   L^erreaktionen 
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hiDzutreten,  und  da  in  den  Gelenken  das  Biegungguoment  gleich  Xull 
sein  BoU,  so  ist  diese  durch  das  Sailpoljgon  gebildete  Begrenznag 
der  Momdntenääche  zu  vervollständigen  durch  einen  Zug  von  SiAhtß- 
Unien  der  von  Äj  nach  B^  geht,  dessen  Eckpunkte  in  den  aofein- 
anderliegenden  Lagerreaktionen  liegen,  und  der  das  Seilpol;gon  in  den 
dnrch  die  Gelenke  gehenden  Vertikalen  schneidet.  Hierdurch  ist  der 
Schlofilinienzag  hestimmt,  und  es  bereitet  keine  Schwierigkeit,  den- 
selben in  jedem  einzelnen  Falle  zu  ziehen  und  so  die  Momentenäache 
zn  Tervollstäudigen.  Nachdem  die  Momentenfläche  gezeichnet  iat,  er- 
geben sich  die  L^erreaktionen,  indem  die  zu  den  einzelnen  Seiten  des 
tJchloSlinienzuges  parallelen  Polstrahlen  gezogen  werden.  Dieselben 
•chneiden  im  Kiüftepolygon  die  einzelnen  Lf^erreaktionen  aus. 

In  Fig.  118  ist  in  dieser  Weise  die  Momentenfläche  bestimmt 
{Qr  einen  Gerberschen  Balken  von  zwei  Gelenken,  der  in  vier  Punkten 
geleert  ist  Das  Seilpolygon  för  die  auf  den  Balken  wirkenden 
Ktäfle  P„  P„  P„  Pt,  Pj  ist  A,ÄtAtA^A,^Ä,Bi.  Dasselbe  wird 
durch  die  Vertikalen  in  den  beiden  Gelenken  geschnitten  in  den 
Punkten  D  und  S.  Durch  diese  beiden  Pnnkte  D  und  E  ist  dann 
der  Zag  der  SchluSlinien  gegeben. 

Nachdem  gezeigt  worden  ist,  wie  bei  einem  Gerberschen  Balken 
die  Momentenfläche  zu  zeichnen  ist,  ^ßt  sich  sofort  erkennen,  daß 
nmüiche  Methoden,  die  fUr  bewegte  Lasten  gegeben  sind,  auch 
fSr  den  Fall  der  bewegten  Lasten  bei  dem  Gerberschen  Balken  zur 
Verwendung  gelangen  können.  Insbesondere  UBt  sich  sofort  Über- 
sehen, wie  sich  bei  einer  Bewegung  der  Lasten  das  Seilpolygon  und 
das  System  der  SchlnBlinien  ändert,  &Us  die  beiden  Punkte  Ai  und  B^ 
festgehalten  werden. 

Neuntes  Kapitel. 

Der  dnrclilaiifeDde  Triger. 

§  40.    AnalTtisohe  Xinleitong. 
Unter  einem  durdilaufenden  oder  durchg^tenden  Träger  oder  auch 
kotUinuieriichen  Balken')  wird  ein   Balken  verstanden,  der,  ohne  Ge- 
lenke  zu  besitzen,  wie  der   Gerbersche   Balken,  in    mehr   als   zwei 

I;  Die  wichtigiten  Arbeiten  aber  dnrcblaufende  TiBger  mochten  sein: 
Bertot,  Comptei  lend.  d.  U  Soc.  des  Ing.  civilfl,  ISbb  p.  2T8.  0.  Mohr,  Zeit- 
•duift  d.  Arcb.-  und  Ing.<Ver.  tu  Hannover  (1860)  p.  S23  u.  40T  und  (1863) 
p.  S46.  Mwie  11  (1868)  p.  19.  £.  Winkler,  Ziviling.  (1862).  J.  WerrKußb, 
^^Allgemeine  Theorie  der  koDtinnierlicben  und  einfachen  Träger."  Leipzig  ISTa, 
siebe  Roch  ^aiidbnch  der  Ingenieurwiaienscbaften."    it.  Anfl.  (lUOl)  £' 
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Punkten  gelagert  ist.  Da  mehr  als  zwei  Lagerreaktionen  Torkaadeu 
sind,  so  genfigen,  wie  schon  in  §  89  gezeigt  ist,  die  Methoden  der 
allgemeinen  Statik  nicht,  nm  bei  einem  durchUnfenden  Träger  die 
Lagerreaktionen  und  damit  die  Momentenöäche  zu  bestimmen.  Der 
durchlaufende  Träger  ist  somit  vom  Standpunkte  der  Statik  der 
starreu  Systeme  ans  als  statisch  unbestimmter  Balken  zu  bezeichnen. 
Die  weiteren  Bedingungen,  welche  für  die  Bestimmung  der  Lager- 
reaktionen erforderlich  sind,  und  welche  dann  das  Problem  des  durch- 
laufenden Trägers  zu  einem  bestimmten  machen  würden,  lassen  sich 
jedoch  finden,  wenn  berUckBichtigt  wird,  daß  der  vorli^nde  Träger 
kein  starrer,  sondern  ein  elastischer  Körper  ist,  und  wenn  demgemäß 
die  Eigenschaften  d^  dastisdien  Linie  bei  der  Bestimmung  der  Lager- 
reaktionen verwertet  werden. 

Unter  der  dastisiiien  Linie  eines  auf  Biegung  beanspruchten 
Balkens  wird  bekanntlich  diejenige  Kurve  verstanden,  in  welche  sich 
die  Achse  des  Balkens  infolge  der  Biegung  einstellt.  Die  elastische 
Linie  gibt  so  eine  Vorstellung  von  der  ganzen  Gestaltsveränderung 
des  Balkens. 

Bei  der  Herleitung  der  elastischen  Linie  sei  die  Achse  des  Balkens 
zur  :C'Ach8e  des  Koordinatensystems  gemacht,  und  zwar  sei  die  posi- 
tive X-Achse  nach  rechts  gerichtet.  Die  positive  y-Achse  sei  vertikal 
nach  abwärts  vorausgesetzt.  Die  Untersuchung  soll  auf  den  Fall  be- 
schränkt werden,  daß  alle  auf  den  Balken  wirkenden  Kräfte  in  einer 
einzigen  vertikalen  Ebene  li^en,  die  gleichzeitig  eine  Symmetrieebene 
ist,  so  daß  die  Biegungsachse  eines  Querschnittes  die  horizontale 
Schwerlinie  desselben  ist  und  die  elastische  Linie  eine  ebene  Kurve 
ist,  die  in  der  vertikalen  Ebene  3  =  0  liegt. 

Werden  dann  bei  Bildung  des  Biegungsmomentes  M  fOr  einen 
Querschnitt  die  Kräfte  auf  der  linken  Seite  desselben  genommen,  und 
wird  das  Biegungsmoment  positiv  eingeführt,  sobald  dasselbe  einen 
Drehungssinn  im  Sinne  des  Uhrzeigers  hat,  so  ist  die  Gleichong  der 
elastischen  Linie 

(1)  ~--^' 

wenn  J  das  Ti^heitsmoment  des  betreffenden  Querschnittes  für  die 
Biegungsachse  als  Trägheitsachse,  E  den  Elastizitätsmodul  des 
Materiales  und  j>  den  Krümmungsradius  der  elastischen  Linie  bedeutet. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort  der  wichtige  Satz:  Für  die- 
jmigen  Qaerachnitte,  in  denen  die  elastische  Linie  einen  Wendqmnkt 
hat,  ist  das  Biegungsmoment  gleich  Null. 

D,gtz.d.yCOOglC 
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Umgekehrt  ergibt  sich:  Die  Wend^aunÜe  der  elastischen  Linie 
liegen  in  denjenigen   Qaersehnitten,  in  denen  das  Biegungsmoment  den 

Wert  NuU  hat,  und  bei  deren  Übers(Areiten  das  Biegutysmoment  das 

Vorieidten  wecftaeU. 

Infolge  dieses  Satzes  laßt  sich  die  L^e  der  Wendepunkte  der 
elastischen  Linie  sofort  aus  der  gezeichneten  Momente n^che  er- 
kennen. Nachdem  so  die  Wendepunkte  gefunden  sind,  ist  es  leicht, 
sich  eine  VorstelloDg  Ton  der  Gestalt  der  elastischen  Linie  zu  Ter- 
schafien.  Für  die  weitere  Untersuchung  der  elastischen  Linie  ist  die 
Gleichung  (1)  nicht  beqnem,  da  sie  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  q: 

['  +  ©']■ 

dx' 
auf  eine  zu  komplizierte  Differentialgleichung  führt.  Eine  Vereiu- 
fachuug  der  Gleichung  läßt  sich  erreichen,  nenn  berQckaichtigt  wird, 
daß  die  GestaltSTeränderungen  der  belasteten  Balken  sehr  klein  sind 
und  selbst  in  sehr  nngiinstig  gewählten  Fallen  nur  wenige  Milli- 
meter betragen.  Infolge  daron  wird  sich  die  elastiacbe  Linie  nur  sehr 
wenig  Yon  der  x-Achse  unterscheiden.  Es  kann  somit  bei  entspre- 
chender Vernachlässigung 

"'d'y 

dx' 

gesetzt  werden,  so  daß  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  wird: 
(2)  '^^fl'' ■^■ 

Wird  der  Balken  als  prismatisch  vorausgesetzt,  auf  welchen  Fall 
die  Untersuchung  beschränkt  werden  soll,  so  hat  das  Trägheitsmoment 
J  fOr  alle  Querschnitte  denselben  Wert.  Es  kann  daher  die  Diffe- 
rentialgleichong  (2)  integriert  werden,  sobald  der  Ausdruck  für  das 
Biegnngsmoment  g^eben  ist.  Die  Integrationskonstanten  sind  hierbei 
aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen,  daß  einerseits  die  elastische  Linie 
keinen  Knick  besitzen  darf,  da  ein  solcher  Knick  einen  Bruch  des 
Balkens  bedeuten  würde,  und  daS  andererseits  die  elastische  Linie 
durch  sämtliche  Punkte  gehen  muß,  in  denen  der  Balken  bzw.  die 
Achse  desselben  gelagert  ist. 

Eh  soll  nachgewiesen  werden,  daß  aus  den  Bedingungen,  denen 
die  elastische  Linie  zu  genUgen  hat,  sich  tatsächlich  die  fehlenden 
Gleicbnngen  f5r  die  Lagerreaktionen  enrebeu.  -,  , 
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Durch  die  Kräfte  und  L^erreaktionen  wird  der  Balken  in  eine 
Reihe  Ton  Intervallen  geteilt,  in  denen  das  Biegungsmoment  jedesmal 
durch  eiaen  anderen  analytischen  Ausdruck  gegeben  ist.  Dasselbe  findet 
statt,  falls  kontinuierlicbe  Belastung  vorhanden  ist,  aber  an  irgendeiner 
Stelle  sich  das  Gesetz  für  diese  kontinuierliche  Belastung  ändert.  Eb 
sei  nun  demgemäß  der  Balken  in  m  Intervalle  zerl^,  wobei  in  jedem 
einzelnen  Intervall  das  Biegongsmoment  durch  denselben  analytischen 
Aasdruck  dargestellt  ist.  Dann  wird  in  jedem  Intervall  sich  eine  andere 
Differentialgleichang  ftlr  die  elastische  Linie  ergehen.  Die  Integration 
dieser  m  DifFerentialgleichnngen  zweiter  Ordnung  liefert  2m  willkür- 
liche IntegratioDskonstanten.  In  jedem  Intervall  wird  sich  als  elastische 
Linie  der  Bogen  einer  gewissen  Earve  ergehen,  und  die  ganze  elastische 
Linie  wird  sich  aus  m  BSgen  von  m  verschiedenen  Kurven  zusammen- 
setzen. 

In  einem  Punkte  x  —  a  sollen  zwei  Intervalle  I  und  II  zasammen- 
stoßen.  Die  Differentialgleichung  des  Intervalles  I  möge  auf  eine 
Kurve 

als  elastische  Linie  gefQhrt  haben,  das  Intervall  II  d^^en  auf  eine 
Kurve 

>-/■>(«)• 

Da  nun  in  dem  Punkte  x  =•=  a  die  beiden  Kurvenhögen,  welche 
die  elastischen  Linien  in  den  beiden  Intervallen  liefern,  ohne  Knickung 
ineinander  flhergehen,  so  mQssen  die  beiden  Kurven  für  x^a  dieselbe 
Ordinate  und  dieselbe  Tangente  besitzen.    £s  ist  daher: 

/■■W-M»), 

/■,■(<■) -r.'W- 

Jeder  Pnnkt,  in  dem  zwei  Intervalle  zusammenstoßen,  liefert  somit 
zwei  Bedingungen  zwischen  den  Integrationskonstanten.  Da  nun  bei 
f»  Intervallen  m-1  Punkte  vorhanden  sind,  in  denen  zwei  Intervalle 
zusammenstoßen,  so  ergeben  sich  daraus  2  (m-1)  Bedingungen  zwischen 
den  2m  Integrationskonstanten,  die  sich  bei  Integration  der  m  Diffe- 
rentialgleichungen ergeben  haben.  Sämtliche  2m  Integrationakoa- 
stanten  sind  somit  auf  zwei  Konstanten  zurUckfOhrbar. 

Es  möge  Qun  der  Balken  in  »  Punkten  gelagert  sein,  wobei  es 
gleichgültig  sein  soll,  ob  die  Endpunkte  des  Balkens  Lagerpunkte 
sind  oder  nicht.  Dann  sind  n  Lagerreaktionen  und  zwei  Konstanten, 
die  außer  den  Reaktionen  in  der  Gleichung  der  elastischen  Linie  Tor^ 
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kommen,  za  bestimmen,  Bomit  im  ganzen  n  -f-  2  Unbekannte.  FUr 
dieee  n  +  il  Uobekannte  ei^eben  sieb  an  GleicbuDgen: 

1)  die  beiden  (ileicbgewichtsbedingungen  der  Kräfte, 

2)  n  Gleichungen  durch  die  n  Lager. 

leb  nämlich  bei  x^b  ein  L^^r  Torhandon,  so  würde  die  elastische 
Linie  durch  diesen  Lagerpunkt  gehen  müssen.    Ist  somit: 

s-fi') 

die  Gleichnng  der  elastischen  Linie,  so  wdrde  die  Bedingung 

m-o 

folgen,  falls  das  Lager  in  der  Achse  des  BalkenB  liegt,  imd 

&11.S  das  Lager  nicht  genau  in  der  Achse  liegt,  sondern  von  derselben 
eine  durch  c  bestimmte  kleine  Entfernung  hat.  Ein  derartiger  Fall 
tritt  aof,  wenn  die  Lager  nicht  genau  in  derselben  Horizontalen  liegen, 
was  Torkonunen  kann.  Jedes  Lager  liefert  daher  tatsächlich  eine 
Bedingung,  die  n  Lager  daher  n  Bedingaogen. 

Es  haben  sich  somit  für  die  w  +  2  Unbekannten  tatsächlich  «  +  2 
Oleicfanngen  «^ben.  Da  dieselben  linear  sind,  so  handelt  es  sich  bei 
der  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  um  die  Auflösung  eines  Systemes 
TOD  »  +  2  linearen  Gleichungen  mit  n-\-2  Unbekannten.  9oll  die 
elastische  Linie  nicht  weiter  untersucht  werden,  sondern  ist  dieselbe 
nur  hergeleitet,  um  die  fehlenden  Gleichungen  für  die  L^erreaktionen 
ZQ  erhalten,  so  wird  es  zweckmäßig  sein,  zunächst  aus  den  n  Gleichungen, 
aaf  welche  die  elastische  Linie  geführt  hat,  die  beiden  Konstanten 
za  elirainieren.  Dann  ergeben  sich  n  —  2  lineare  Gleichungen,  in 
denen  nur  die  n  unbekannten  Lagerreaktionen  vorkommen,  zu  denen 
noch  die  beiden  Gleichgewichtsbedingungen  hinzutreten.  Die  üadiscke 
Linie  hat  somit  tcdsätMidi  die  noch  erforderlidien  Gleichungen  für  die 
Bestimmung  der  LagerreaJdianen  geliefert}) 

Einer  besonderen  Betrachtung  bedarf  der  Fall  der  Einmauerung. 
Um  den  Einfluß  der  Einmauerung  auf  die  elastische  Linie  and  die 
Reaktionen  festzustellen,  sei  ein  Balken  untersucht,  der  an  dem  einen 

1)  Det  V«rfs8eei  fa&lt  ea  bei  der  rechDeriBchen  Üoteniucbiitig  der  elaatiacben 
Linien  immer  ooch  fSr  das  zweckm&Bigste,  die  Rechnuag  lediglich  mit  der  elo- 
■tjacheu  Linie  und  nicht  mit  Hilfe  der  Statzmomente  durchzufahren.  Ea  ist  nur 
wichtig,  die  B«chniing  in  zweckmElBIger  Weise  anzuoidoen  und  dafOi  zu  eorgen, 
daB  lieb  die  Konstanten  der  elMtiacheu  Linie  nicht  durch  die  ganze  Rechnung 
faindarchecbleppen. 
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Ende  eingemanert,  aonat  aber  nicht  weiter  gelagert  ist  (F^,  119). 
Infolge  der  horizontalen  Einmauerung  bei  l  —  0  ist  nicht  allein  dieser 
eine  sich  für  j:  =•  0  ergebende  Punkt  der  Achse  festgehalten,  sondern 
anch  der  unendlich  benachbarte,  <la  die  elastische  Linie  bei  x  =  0  eine 
horizontale  Tangente  haben  muß.     Schon  hierans  folgt: 

Die  Einmauening  entspricht  einer  Lagerung  in  ewei  unendlich  benach- 
barten Punkten. 

In  Übereinstimmung  damit  ergibt  sich,  daß  es  nicht  genügt,  um 
Gleichgewicht    bevorzunifen ,    wenn   an   der   Einmauenmgsstelle   eine 
einzige    Reaktion   angenommen 
wird.    Df^egen   wird   Oleichge- 
wicht   vorhanden     sein,     wenn 

außer  einer  Keaktion  an  der  Eia- 

Fig.  US.  mauemi^stfllle  noch  eine  zweite 

Kraft    in    einer    anderen   Wir- 

kungslinie  eingefBhrt  wird  oder,  wenn  statt  dessen   die  Einmauerung 

ersdet  wird   durch   eine  Beaktion   R    an   der   Einmautrungsstdle  und 

durch  ein  Kräßepaar  tnii  dem  Momente  m. 

In  Fig.  119  wfirde  sein: 

S-  Pi  +  Pt, 

tn P,a-P,(o  +  6). 

Bei  der  Ersetzung  der  Eiomaoening  durch  eine  Beaktion  an  der 
Einmanemngsstelle  nnd  durch  ein  Eräftepaar  wird  das  Moment  m 
dieses  Eräftepiiares  als  das  Ein^aanntmgsmoment  bezeichnet. 

Wenn  aber  berücksichtigt  wird,  daß  die  EinmaneniDg  ersetzt 
werden  kann  durch  Kraft  und  Kräftepaar  bzw.  durch  zwei  Reaktionen, 
während  andererseits  zwei  Funkte  der  elastischen  Linie  durch  die 
Einmanernng  bestimmt  sind,  so  hat  die  Einmauerung  die  Sonderstellung 
verloren.  Der  oben  ausgesprochene  Satz,  nach  welchem  bei  einem 
durchgehenden  Träger  die  elastische  Linie  die  fehlenden  Gleichungen 
für  die  Reaktionen  liefert,  gilt  somit  audi  für  den  Fall,  daß  der  Träger 
an  dem  einen  Ende  oder  auch  an  beiden  eingemauert  ist. 

Beispid.  Ein  BaScen  von 
der  Länge  4a  sei  an  den  beiden 
Enden  A  und  B  eingemauert 
und  außerdem  in  der  Mitte  C 
gdagert  Auf  einen  Funid  D, 
der  in  der  Mitte  der  Strenge  ÄC 
liegt,  unrH  eine  Kraß  F.  Es  änd  die  BeakOonen  und  das  Biegungs- 
momatt  eu  bestimmen  (Fig.  130). 

Disitized^yGOOgle 
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Die  Emmauerung  bei  A  liefert  eine  Reaktiou  ü,  und  ein  Kräfte- 
paar  mit  dem  Momente  m,,  die  Einmauerung  bei  S  eine  Reaktion 
£i  nnd  ein  Eräilepaar  mit  dem  Momente  m, .  Die  Reaktion  in  C  sei 
mit  Rj  bezeichnet.  Sammtlicbe  Reaktionen  seien  nach  aufwärts  ge- 
richtet eiuge^hrt. 

Aus  den  Gleichgewicbtsbedingungen  folgen  die  beiden  Gleichtingen: 

^*^  I  m^  +  B,j  +  4R^a  +  2ü,o  -  3  Pa. 

Die  beiden  Gleichgeirichtsbedingnngen  enthalten  ffinf  Unbekannte 
den  fSnf  Lagern  entsprechend,  die  sich  bei  Ersetzung  der  Einmaue- 
mngen  dnroh  je  zwei  Lager  ei^eben.  Durch  die  elastische  Linie  sind 
somit  drei  weitere  Gleicbnngen  herzuleiten. 

Der  Punkt  A  sei  zum  Kullpunkt  der  ^c-Ächse  angenommen  and 
die  positiTe  x-Ächse  durch  B  gel^. 

Durch  die  Eiumauerungsstellen  A  und  B,  das  weitere  Lager  in 
C  und  durch  die  Kraft  P  ist  der  Balken  in  drei  InterYalle  geteilt. 
Fflr  dieselben  ergeben  sich  die  Momente: 

filT     0<x<    o:     M—mi  +  BiX, 

far    a<x<2a:    Jf  —  t», -f- B, a;  —  P(a:  —  o), 

far  2a<x<4a:    M  ~  m^  +  R^x  -  P{x  -  a)  +  Rt{x-  2a). 

In  dem  Intervalle  0  <  z  <  a  ist  die  Differentialgleichung  der  ela- 
stischen Linie: 

JEjJ,--m,-Ii,x. 

Durch  deren  Int^fration  folgt: 

JEy 5  »i,»"  -  J  S,i'  +  C^x  +  0,. 

Da  nun  aber  i&r  x  =-0  sein  muß: 

«-0  nnd  P-0, 
so  Terschwinden  die  beiden  Integrationekonstanten  C^  und  O^: 

C, -0,  0,-0, 
nnd  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  dem  ersten  Intervall  wird: 

(b)  JEn J>»,i'-äJ!,x" 

In  dem  zweiten  Intervall  hat  die  elastische  Linie  die  Differential- 


JE^ m, -E,i  +  P(i-o), 
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durch  deren  Integration  folgt: 

JE^^~-m^x-  iB.a«  +  \P(x-  a)'  +  C,' 
und 

JEy  =  -  i  m^x'  -  J  E^x'  +  |  P(i  -  o)»  +  C,'x  +•  C,'. 

Da  die  aus  dioBen  Oleichungen  sich  ßlr  x  =-  a  ergebenden  Wert«  TOn 
von  y  und  ~  flbereinstimmen  mOsBen  mit  deiyenigen,  die  tms  der 
Qleicliang  (b)  folgen,  so  muß  sein 

und  die  elastische  Linie  in  dem  zweiten  Intervall  erhält  die  Gleichut^: 

(c)  JEy \  tn^x*  —  i  ^i  a;'  +  |  P(*  -  «)'- 

Für  das  dritte  Intervall  von  x  =-2a  hia  x  —  4a  ist  die  Differential- 
gleichong  der  elastischen  Linie 

JE~^, m^  -  R^x  +  P{x-a)~Btix-2a). 

Durch  Int^pntion  derselben  folgt: 

und 

JEy jftix*-^  R^x'  +  ^ P(x~a)*^'^B,(x-2a)»  +  C^"x  +  C3". 

Da  wieder  bei  x  —  2a  die  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ei^e- 
benden  Werte  y  nnd  ^  übereinstimmen  müssen  mit  denjenigen,  die 
aus  Qleichung  (c)  folgen,  so  liefert  das  dritte  Intervall  die  Cleichnng: 

(d)  JEy~-\m,x*~\R,x>  +  ^P(x-2ay. 

Jetzt  sind  noch  die  L^erbedingungen  fQr   a:  —  2  a  und  x  ^  4a 
zu  berOcksicbtigen.     Dieselben  sind: 

für  ä:  —  2a  mnß  sein:  y  —0, 
für  X  =-Aa  muß  sein:  «  —  0  und  j-  —  0, 
Daraus  folgen  die  drei  Gleichungen: 

[12tB,  +    8B,o  =Pa, 

(e)  8m, +  16Ji,o  +  4JI,o=    9Pa, 
I48»»,  -|-64-R,a  +  8B|0  =  27 Po. 

Es  haben  sich  somit  durch  die  elastische  Linie  tatsächlich  drei 
weitere  Gleichungen  ergeben. 

DiQitizedoyGOOgle' 
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Ans  den  Gleicbimgen  (e)  folgt: 

■B.  -  HP, 

and  sodann  oqb  den  Oleichnngen  (h): 

^ ^,P, 

doch  wäre  die  Bestimmui^  von  i^  und  m,  nicht  erforderlielL  gewesen, 
da  in  den  Ausdrücken  fOr  das  Biegungsmoment  nnr  R^,  R^  und  m, 
vorkommen. 

Das  Biegungsmoment  in  den  verseliiedenen  IntervalleD  wird  jetzt 
für     0<x<    a:     M "  —  ^Pa  +  ^^Px, 
fÖr    a<x<2a:     M— —^Pa +  '^Px  -  P{x  —  a), 

für  2a  <  a:<  4o:     Jlf  ^ ^^Pa  +  J|P:c  -  P(ff  -  o)  +  | P(x  -  2a). 

Das  maximale  Biegnngsmoment  kann  nnr  auftreten: 

für  x  —  OfX—  a,  X  =-2a  oder  x  —  4a.    Nun  ist 

för  i-O:       M-T'  —  ^^Pa, 

fQpa:  — a:      M  —  l^Pa, 

fßr  !C  =  2a:     M iPo, 

-     fOra;  — 4a:     Jlf  —  ^Pa. 
Der  gefährliche  Querschnitt  ist  an  der  Einmauerungsstelle  A,  nnd  das 
maximale  Biegungsmoraent  hat  den  Wert: 
M^  -  ^Pa 
Aus  der  einfacheo  gesetzmäßigen  Form  der  Gleichungen  (b),  (c), 
(d)  folgt^  daß  die  Gleichungen  der  eloatischeu  Linie  ftlr  die  einzelnen 
Intervalle  sich  sofort  hinschreibeti  lassen,  und  somit  auch  unmittelbar 
die  Gleichungen  (e).     Es  ist  daher  nicht  notwendig,  die  Rechnungen 
ToUständig  dnrchzuführen.    DaB  die  beiden  Konstanten  der  elastischen 
Linie  gleich  Kuli  wurden  und  von  vornherein  in  Wegfall  kamen,  hängt 
natOrlich   nur   mit   der  Einmanenmg   bei  Ä   zusammen;  in    anderen 
Fällen  werden  sie  sich  durch  die  ganze  Rechnung  schleppen. 

§  41.    KoQBtmlction  der  elastiBOhen  Linie. 
Sollen  dieselben  Gedanken,  welche  in   §  40  die  Berechnung  des 
durchlaufenden  Triers  ermöglicht  haben,  nun  zur  graphischen  Unter- 
sachung  verwandt  werden,  so  wird  es  erforderlich  sein,  die  elastische         . 
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Linie  zu  konatxuieren.    Es  möge  daher  anf  die  Konstruktion  der  elasti- 
achen  Linie  eingegangen  werden. 

Wenn  auch  die  strengere  Gleichung  (1)  von  §  40  anmittelbar 
zur  Konstruktion  der  elastischen  Linie  rerwandt  werden  kann,  falls 
die  Momentenfläche  gezeichnet  ist  und  die  Werte  des  Trägheitsmo- 
mentes und  des  Elastizitätsmoduls  bekannt  sind,  so  ist  doch  diese 
Gleichung,  noch  dazu  für  die  Torliegenden  Zwecke  des  durchUafendeu 
Trägers,  wenig  itlr  eine  Konstruktion  geeignet.  Anders  ist  es  mit 
der  Gleichung  (2).  Die  Vergleichong  dieser  Gleichung  (2)  mit  der 
Gleichui^,  die  sich  in  g  21  fQr  eine  Seilkarre  e^eben  hat  bei 
gegebener  Belastungsfläche,  zeigt,  daß  diese  beiden  Gleichungen  in  volle 
Übereinstimmung  gebracht  werden  können.  Es  ei^bt  sich  daher  der 
Satz  von  0.  Mohr: 

Die  elastiselie  Linie  kann  angesehen  werden  als  eine  Seilkarve  für 
die  MomerUenßäche  als  Belastungsfläche.^) 

Info^e  dieses  wichtigen  Satssea  lassen  sich  die  graphischen  Me- 
thoden von  §  21  zur  Konstruktion  der  elastischen  Linie  benutzen. 
Damit  sich  jedoch  die  elastische  Linie  auch  in  dem  richtigen  Maßstäbe 
gezeichnet  ergibt,  muß  etwas  genauer  auf  deren  Konstruktion  einge- 
gangen werden. 

Wie  dieses  bei  den  Rechnungen  der  Festigkeit  flblich  ist,  sei  als 
Längeneinheit  das  Zentimeter  angenommen.  Beim  Zeichnen  des  Bal- 
kens und  der  Momentenfläche  sei  ein  Längenmaßstab  A  und  ein  Kräfte- 
ma&stab  x  zugrunde  gelegt,  so  daß  1  cm  der  Zeichnung  X  Zenti- 
meter in  Wirklichkeit  darstellen  und  ebenso  eine  Länge  von  1  cm, 
die  im  Kräftepoljgon  abgegriffen  ist,  eine  Kraft  von  x  Kilograoiin 
bedeutet.    Dann  ist  das  Biegungsmoment 

M  "  mhxX  kgcm, 
wobei  die   Momenteohöhe  m  und   der  Polabstand   h   in  Zentimetern 
abzugreifen  sind. 

1)  ZeitBChrift  d.  Areh.  und  Ing.  Ver.  zu  Hannover  14  (1888)  p.  19,  sowie 
0.  Mohr  „Abbandlun){en  aus  dem  Qebiete  der  TechnUoben  Uechanik".  Berlin 
(ISOS).  Die  erste  graphoatatiscbe  Behandlung  des  diirclilaufeaden  Trftgers  findet 
üch  in  der  enten  Auflage  der  graphischen  Statik  von  C.  Culmann  (1868), 
woaelbat  die  wichtigaten  Teile  der  Aufgabe  jedoch  nur  auf  analjtiBcbem  "Weg^ 
gelöst  werden.  Eins  lediglich  graphische  Theorie  dee  durcblaafendea  Trftgera  auf 
Grund  der  elastischen  Linie  erklärt  Oulmann  aiiedrücklich  fitr  anmOglich,  da  die 
Einsenkungen  der  elastischen  Linie  zu  klein  sind,  um  durch  die  ZeichnoQg  dar- 
gestellt werden  zu  kGnnen.  Die  Herleitang  des  obigen  Satzes  und  die  darauf 
gestützte  Konstruktion  der  elastischen  Linie  und  die  graphische  Theorie  des 
dnichlanfanden  Trägeis  mit  Hilfe  der  Ftipuukte  (siehe  9  42  u.  §  IS)  iat  einei  der 
vielen  und  großen  Verdienste  von  0.*Mohr. 
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Soll  nmi  die  elastiBche  Linie  gezeicbnet  werden,  ao  müssen  die 
sich  durch  dieselbe  ergebenden  Einsenkangen  in  einem  TergrSBerten 
Maßstäbe  aufgetragen  werden,  um  bei  ihrer  Kleinheit  dem  Auge  Qber- 
hanpi  sichtbar  gemacht  werden  zu  köonen.  Es  seien  demgemäß  die 
Einsenkongen  bzw.  die  Ordinsten  der  elastischen  Linie  in  n-&cher 
VergrfiBenmg  aufgetragen. 

Wird  nnn  die  elastische  Linie  auf  ein  Koordinatensystem  be< 
zogen,  dessen  x-Achse  in  der  Balkenachse  liegt,  und  dessen  positive 
Seite  nach  rechts  gerichtet  ist,  während  die  positire  ^Achee  Tertikai 
Qftch  abwärts  gekehrt  ist,  so  wird  ein  Punkt  x,  y  def  gezeichneten 
elastischen  Linie  in  Wirklichkeit  die  Koordinaten 


besitzen. ' 

Da  in  der  Oleichnng  der  elastischen  Linie  durch  x  und  y  die 
wabren  Längen  der  Koordinaten  dargestellt  sind,  so  würde  jetzt  diese 
Gleichung  bei  gleichzeitiger  Einsetzung  des  fQr  das  Biegungsmoment 
erhaltfflien  Ausdruckes  zu  schreiben  sein: 

HieraoB    ergibt  [sich   bei   Einsetzung   der  Werte  von  Xj  und  y^    die 

Gleichung: 

(1)  JE^^i-^mhxX^n: 

Dies  würde  die  Gleichung  derj^gen  Kurve  sein,  welche  die  elastische 
Linie  bei  den  betreffenden  Maßstäben  darstellt. 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  (1)  ergibt  sidi  die  Gleichung 

(^)  2— w/"'^-+«' 

welche  die  Neigung  der  Tangente  der  Kurve  bestimmt. 

Ist  nun  die  elastische  Linie  ans  der  Momentenääche  als  Belastongs- 
fläche  herzuleiten,  so  sind  die  aus  der  Belastungsfläche  sich  ergebenden 
Kräfte  zu  einem  Kräftepolygon,  das  in  eine  vertikale  Gerade  iaUt, 
susammenzusetzen.  Der  Fol  dieses  Kräftepoljgonee  kann  willkürlich 
gewählt  werden  und  braucht  nicht  denselben  Folabstand  zu  liefern, 
-wie  derjenige  Pol,  der  für  das  aus  den  Belastungen  des  Balkens  ge- 
zeichnete Kräftepolygon  angenommen  ist.  Für  dasjenige  Kräftepolygon, 
das  sich  ergibt,  wenn  die  aus  der  Momentenfläche  als  BelastungsMche      , 
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folgeDden  Ktüfte  zu  einem  Kiäftepolygon  rereinigt  werden,  sei  ein 
Pol  C  angenommen,  welcher  einen  Polabstand  S  besitzt.  (Fig.  121). 
Es  zei  A^E^S^  die  elastische  Linie,  und  ew&i  E^  deijenige  Pnokt 
derselben,  welcher  mit  dem  Fonkt«  E  der  BaUcenachse  in  derselben 
Vertikalen  liegt.  Wird  nun  die  Qteicbong  (2)  auf  diesen  Fonkt  E^ 
angewandt,  80  stellt  in  derselben  das  Integral 


/" 


dx 


den  Inhalt  F  deijenigen  Fläche  dar,  welche  von  der  MomentenSIche 
durch  die  Yei^ksle  EE^^  abgeschnitten  wird,  wärend  die  linke  Seiten 

der  Gleichong  (3)  die 

trigonometrische 
Tangente  des  Rich- 
tungswinkels der 
Kurven  tangente  (  im 
Punkte  £;,  liefert.  Der 
Inhalt  der  Fläche  F 
ist  im  Kräftepoljgon 
durch  eine  Strecke 
"»  "'  darzusteUen.  Zn  die- 

sem Zwecke  sei  die  F^he  F  in  ein  Rechteck  verwandelt  mit  einer 
TOTgeBchriebenen  Grundlinie  g.  Ist  u  die  Höhe  dieses  Rechteckes, 
so  folgt 

F—Jmdx  —  gu. 
Die  Gleichung  (2)  wird  daher 

und  dem  Punkte  E^  der  elastischen  Linie  wird  im  Kräftepolygon  ein 
Punkt  E'  entsprechen,  {Ör  den  ist 

OE  =  u, 

wenn  0  der  Än&ngspunkt  des  Kräftepolygones  ist  Da  aber  der  Pol- 
strahl CE"  parallel  ist  zur  Kurrentangeste  t  in  £„: 

GEH, 
so  ergibt  sich: 


dy 


und  somit  bei  Einsetzung: 


i.y  Google 


3  41.    EouBtmktiou  der  elastiHchen  Linie. 
h%X'ngl 


'\i-'m- 


Da  diese  Gleichtue  fQr  alle  Punkte  E^  erfQllt  sein  muB,  bo  folgen  fQr 
die  lot^rationskooBtante  e  und  für  den  Polabstand  H  die  Werte: 


(3)  H'-.—f— 

Ist  der  Querschnitt  des  Balkens  und  damit  du  Trägheitsmoment 
tT^  desselben  bekannt  und  ist  g  und  n  angenommen,  so  liefert  die  Glei- 
chung (3)  die  GröBe  des  zn  wähleuden  Polabstandee,  ^r  den  sich 
eine  Seilknrre  etgibt,  welche  die  Ordinalen  der  elastischen  Linie  bei 
«-facher  VergröBeniDg  darstellt.  Wird  andererseits  übsr  w  von  Tom- 
herein  keine  VerfQgung  getroffen,  sondern  auBer  &,x  und  X  nur  g 
gewählt,  so  kann  der  Polabstand  S  beliebig  angenoiDmen  werden. 
Die  Gleichung  (3)  würde  dann,  nachdem  nachträglich  der  Wert  dos 
Trägheitsmomentes  J  gefunden  ist,  den  Wert  von  »  bestimmen. 

Liegt  die  HomentSäche  gezeichnet  Tor,  so  kann  die  elastische 
Linie  auf  Grnnd  des  Mohrschen  Satzes  nach  den  Methoden  von  §  21 
in  der  durch  »  gegebenen  Vei^ößemug  leicht  konstruiert  werden. 
Hierbei  sind  jedoch  bei  demjenigen  Teil  des  Balkens,  für  welchen  das 
Biegungsmoment  negativ  wird,  die  die  Momentenfläcbe  ersetzenden 
Kräfte  vertikal  nach  aufwärts  gerichtet  einzuführen.  Aus  der  gezeich- 
neten elastischen  Linie  lassen  sich  dann  f9r  jede  Stelle  des  Balkens 
die  EinBeukungeu  desselben,  sowie  insbesondere  die  tiefste  Einsenkung 
eDtnehmen. 

Ist  es  nicht  erforderlich,  die  elastische  Linie  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  zu  kennen,  sondern  genügt  es,  die  genauen  Ein.senkungen 
fSr  einzelne  wenige  Stellen  A,B,C,...  des  Balkens  zu  finden,  so  kann 
Tön  der  in  §  21  vorgesehen  Streifeneinteilung  der  BelastungHääche 
bzw.  der  Momentenfläche  abgesehen  werden.  Es  genügt  vielmehr  die 
Momeutenfläcbe  lediglich  durch  die  Vertikalen  in  den  Punkten  A,B,C,... 
in  Flächen  F^,  Fj,  F^,...  zu  zerlegen.  Werden  dann  diese  Flächen 
durch  ihnen  proportionale  Kräfte  ersetzt,  die  in  den  vertikalen  Schwer- 
linien hegen  und  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Momente  nach  abwärts 
oder  nach  aufwärts  gerichtet  einzuführen  sind,  so  sind  durch  das  für 
diese  Kräfte  gezeichnete  Seilpoljgon  die  Einsenkungen  in  den  Punkte 
A,  B,C,. ..  gegeben.  Dieses  Seilpolvgon  würde  nämlich  nichts  anderes 
sein  als  ein  Polygon,  welches  die  elastische  Linie  in  den  Schnittpunkten 
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mit  den  Vei-tikalen  in  A,  B,G,...  berührt.  Einen  Vorteil  bietet  jedoch 
dieses  Verfahren  nur  dann,  wenn  bei  der  Beatimmung  der  Schwer- 
punkte und  der  Inhalte  der  Flächen  F^  Ff,  F^,...  die  Streifenein- 
teilung vermieden  werden  kann,  was  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  die  Mo- 
mentenfiäche  durch  gerade  Linien  begrenzt,  also  der  Balken  nur  durch 
Einzelkiäfbe  belastet  ist  Ebenso  wQrde  die  Streifeneinteilung  sich  bei 
gleidimäßtger  Belastung  des  Balkens  vermeiden  lassen,  da  dann  die 
HomentenÜäche  durch  Parabelbögen  begrenzt  ist  und  die  Schwer- 
punkte und  Inhalte  von  Parabelabschnitten  sieb  sofort  angeben  lassen- 

Ist  in  dieser  Weise  die  elastische  Linie  gefunden,  so  wird  es  sich 
noch  darum  handeln,  den  Lagerbedingungen  zu  genfigeu.  Sind  zwei 
Lager  Ä  und  B  vorhanden,  so  mOSte  die  elastische  Linie  durch  diese 
beiden  L^erpunkte  A  und  B  gehen.  Es  ist  somit  aas  der  konstruierten 
Kurve  eine  andere  Kurve  herzuleiten,  die  durch  die  beiden  Punkte 
A  und  B  geht  Hierbei  ist  jedoch  der  Polabstaud  H  beizubehalten, 
da  sich  sonst  der  VergröBemngemaBstab  ändern  würde.  Die  Kon- 
struktion dieser  gesuchten  Kurve  aus  der  gezeichneten  kann  erfolgen, 
indem  aus  der  gezeichneten  eine  affine  Kurve  hergeleitet  wird,  die 
durch  die  Punkte  A  und  B  geht,  und  zwar  für  vertikale  Af&nitäts- 
strahlen  und  eine  vertikale  ÄffinilBtsachse.  Da  es  sich  jedoch  nur 
darum  handelt,  die  Einseakung  der  elastischen  Linie  zu  bestimmen, 
so  kann  davon  abgesehen  werden,  nachträglich  die  Kurve  durch  die 
beiden  Lf^rpunkte  bindurchzulegen.  Dann  ergibt  sich  ein  wesentlich 
vereinfachtes  Verfahren: 

Aus  Gleichung  (1)  folgt,  daß  sich  das  allgemeine  Int^nil  der 
Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  in  der  Form  darstellen  läßt: 

y  -  y«  -  Ci«  -  f^- 
wenn  ^g  ein  partikuläres  Integral  bedeutet.     Da  aber 

c,x  -f-  Cj 
die  Ordinaten    von  Funkten  einer   geraden  Linie  sind,   so  kann   aus 
einem  gegebenen  partikalä,ren  Integral  ein  anderes  hergestellt  werden, 
indem  von  demselben  nach  Annahme  einer  Geraden  p  für  jeden  Wert 
von  X  die  sich  ergebende  Ordinate  dieser  Geraden  abgezogen  wird. 

Geht  daher  die  gezeichnete  Seilkorve  nicht  durch  die  beiden 
Lagerpunkte  A  und  B,  und  ist  dafür  zu  sorgen,  daß  die  Einsenkungen 
in  A  und  B  gleich  Xull  sind,  so  ist  durch  die  Schnittpunkte  A^ 
und  B^  der  Vertikalen  in  A  und  B  mit  der  Seilkurve  eine  Gerade  p 
zu  l^en.  Die  Einsenkungen  ergeben  sich  dann  für  jeden  Wert  von  x 
durch  die  Differenzen  der  Ordinaten  der  gezeichneten  Seilkurve  und 
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der  Qeraden  p,  bzw.  darch  die  Höhe  der  durch  die  Seilkarve  und  die 
Gerade  p  begrenzten  Fläche.  So  stellt  in  Fig.  122  die  Strecke  ij  die 
Eissenkung  des  Punktes  E  dar  bei  n-fscher  Vei^ößerung. 

Ist  der  Balken  an  dem  einen  Ende  A  eingemauert  wie  in  (Fig.  123), 
■0  ist  in  ji  und  in  dem  unendlich  benachbarten  Punkte  die  Einsenkung 
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gleich  NolL  Ist  demgemäß  eine  Seilkurre  konstruiert  und  der  Schnitt 
Aj  derselben  mit  der  Vertikalen  in  A  bestimmt,  so  wQrde  die  ßerade  p 
die  Tangente  dieser  Seilknrve  sein  im  Punkte  A^^.  So  stellt  in  Fig.  123 
die  Strecke  ij  die  Einsenkung  im  Punkte  E  bei  «-facher  Vei^ße- 
mug  dar. 

g  42.  Die  llethode  von  Uohr  Wx  die  graphlBOhe  Untersnohung 
des  dnrohlaufenden  Trägers. 
Ist  ein  Balken,  auf  den  gegebene  Kräfte  wirken,  in  zwei  Punkten 
A  und  B  geleert,  so  läßt  sich  die  Momentenffiiche  sofort  angeben. 
Dieselbe  i^ird  b^p-enzt  sein  durch  ein  ftlr  die  g^^benen  Lasten  ge- 
zeichnetes Seilpolygon  und  durch  eine  gerade  Linie  als  Schlußlinie, 
welche  die  Schnittpunkte  A^,  JÖ,  der  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones 
mit  den  Vertikalen  in  den  Lagerpunkten  A  und  B  miteinander  ver- 
bindet. Dann  kann  nach  den  Methoden  des  §  41  diejenige  elastische 
Linie  gefunden  werden,  die  der  Bedingung  genflgt,  daß  in  den  beiden 
Lagerpunkten  keine  Einsenkungen  rorhanden  sind. 

Es  läßt  sich  sofort  erkennen,  daß  die  so  erhaltene  gezeichnete 
elastische  Linie  nicht  diejenige  elastische  Linie  sein  kann,  die  sich  für 
dieselben  Belastungen  eichen  würde,  wenn  der  Balken  außer  in  den 
beiden  Funkten  A  und  B  noch  in  einem  dritten  Punkte  C  gelagert 
wäre.  Wäre  nämlich  in  C  noch  ein  Lf^r  vorhanden,  so  müßte  auch 
in  C  die  Binsenkung  gleich  Xull  sein,  während  die  gezeichnete  elastische 
Linie  im  allgemeinen  eine  von  Null  verschiedene  Einsenkung  bei  O 
liefert  Es  maß  sieb  auch  ein  derartiges  Resultat  ergeben,  denn  das 
hinzutretende  Lager  in  C  wird  eine  Lagerreaktion  in  C  und  damit 
eine   Änderung    der   Momentenfläche  und    infolge    davou    auch   eine 
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Äüdernng  der  elastischen  Linie  herron-afen.  £b  ist  daher  zonächst 
za  Dnt«imich^  welche  Gestalt  die  MomentenSäche  durcli  das  Hinzu- 
treten weiterer  Lager  erlült. 

Die  Yertikalen  in  den  weiteren  Lagerpunkten  seien  mit  {j,^,... 
bezeichnet.     Info^e  dieser  Lager  treten  Kräfte,  nämlich  diese  Lager- 
reaktionen, hinzu,  welche  in  den  Geraden  l^,  Ij,  ■  ■  ■  li^en.     Da  aber 
Gleichgewicht    vorhan- 

^ ft^  den  ist,  das  Seilpoljgon 

sämtlicher  Belastungs- 
kräfte  und  Reaktionen 
somit  geschlossen  ist, 
so  wird  eich  die  Be- 
grenzung der  Momen- 
tenääche  bei  dem  Hin- 
zutreten der  weiteren 
Lager  e^eben,  wenn 
die  bisherige  Schlu&- 
linie  ^,  B^  durch  eineu 
3chlu81inienzug  ersetzt 
wird,  der  die  beiden 
Punkte  Aj  und  B,  mit- 
einander verbindet,  und 
dessen  aufeinanderfolgende  Eckpunkte  Z),,  D,, .  . .  auf  den  Geraden 
^1,  l,,...  liegen  (Fig.  124).  Dieser  Schlnßlinieuzug  wird  zu  bestimmen 
sein.  Ist  derselbe  gefunden,  so  ist  damit  die  Uomentendäche  fBr  den 
durchlaufenden  Träger  gegeben  und  ebenso  »imtliche  Reaktionen. 

Ist  der  Schlußlinienzng  in  richtiger  Weise  gefunden,  so  muS  sich 
für  die  dnrch  denselben  beBtiminte  Momentenfiäche  als  BelastungsSäche 
eine  Seükurve  zeichnen  lassen,  welche  als  elastische  Linie  betrachtet 
in  sämtlichen  Lagerpunkten  eine  Einsenkung  gleich  Null  liefert.  Dnrch 
die  Geraden  l,,l^,...  wird  die  Momentenfläche  in  eine  Reihe  von 
Flächen  mit  den  Inhalten  F,,i^j,...  und  den  Schwerpunkten  £,,  ^,... 
zerlegt  Werden  dann  in  den  Punkten  S^,  S^, .  . .  Kräfte  angenommen, 
die  diesen  Inhalten  proportional  sind,  und  ftir  dieselben  das  Kräfte- 
nnd  Seilpoljgon  gezeichnet,  so  wird  das  erhaltene  Seilpolygon 
j1,'S,'D/S,'  . . .  diejenige  Seilkurve,  die  sich  far  die  MomentenflSche  als 
Belastnngsfläche  ergibt,  umhüllen,  und  zwar  werden  die  Berührungs- 
punkte der  Seiten  dieses  Seilpolygones  mit  der  Seilkurve  in  den  durch 
die  Lager  bestimmten  Vertikalen  liegen.  Sollen  sich  daher  &Xr  sämtliche 
Lagerpunkte  keine  Einsenknngen  ei^eben,  so  müssen  die  Schnittpunkte 
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der  Seiten  dieses  Seilpoljgones  mit  deo  betreffenden  Vertikalen  in  den 
Lagern  alle  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Methode  von  0.  Mohr  beniht  nun  im  wesentlichen  darin, 
den  SdUupiinienevg  A^D^Di . . .  so  tu  bestimmen,  daß  sieh  eu  der  er- 
halten Momentenfläche  bei  ErseUung  der  eimelnen  Flächen  F,  durch 
Kräfte,  die  in  deren  Schwerpunkten  angre^en,  ein  Seilpolygon  eeicktten 
laß,  dessen  Schnittpunkte  mit  den  iäreffenden  yertihden  in  den  Lager- 
punHen  in  einer  Geraden  liegen.  Es  gelingt  dieses  infolge  davon,  daS 
sich  die  durch  die  anfilngliche  SchlaSlinie  Ä^  B,  nnd  durch  den  Schluß- 
linienzug  Äj^DiDj . . .  begrenzte  Fläche  in  lauter  Dreiecke  zerlegen 
läBt  (Fig.  124),  deren  Grundlinien  in  den  Witkungslinien  der  Reak- 
tionen liegen,  und  deren  Höhen  stets  gleich  dem  Abstände  zweier 
benachbarten  Li^er  sind,  so  daß  sich  die  vertikalen  Schwerlinien  aller 
dieser  Dreiecke  sofort  angeben  lassen,  auch  ohne  Kenntnis  der  Punkte 

Im  folgenden  soll  die  Methode  von  Mohr  bei  einigen  besonderen 
fallen  durchgeführt  werden.  Der  einfachen  Äuadmcksweise  wegen 
möge  hierbei  dasjenige  Seilpolygon,  welches  sich  aus  der  Momenten- 
fläche ei^ibt,  indem  Kräfte  eingeführt  werden,  die  in  den  Schwerpunkten 
iS'^  der  einzelnen  Flächen  Ff  angreifen  und  diesen  Flächen  Ff  propor- 
tional sind,  zum  Unterschiede  von  demjenigen  Seilpoljgon,  das  für  die 
den  Balken  belastenden  Kräfte  gezeichnet  ist,  das  eiveite  Seilpohjgon 
genannt  werden.  Ferner  möge  es  stets  so  eingerichtet  sein,  daß 
die  Gerade,  auf  welcher  die  Schnittpnukte  der  Seiten  des  zweiten 
Seilpolygones  mit  den  Wirkongslinien  der  Reaktionen  liegen,  in  die 
Balkenachse  fällt,  so  daß  die  Seiten  des  zweiten  Seilpolygones  durch 
die  L^erp unkte  gehen. 

Balken  auf  drei  Lagern. 

Eb  sei  zunächst  ein  durchlaufender  Träger  untersucht,  der  in  drei 
Punkten  Ä,  B,  C  geleert  ist,  wobei  nur  eine  einzige  Kraft  P  zwischen 
den  beiden  L^em  A  und  B  vorhanden  sein  soll  (Fig.  125). 

Wenn  der  Balkea  nur  in  den  beiden  Punkten  A  und  B  gelagert 
wäre,  so  würde  sich  för  die  Kraft  P  eine  Momentenfläche  ADB  er- 
geben, die  durch  die  Kraft  P  vollständig  bestimmt  ist.  Da  die 
Lagerreaktion  in  A  nach  aufwärts  gerichtet  ist,  so  wird  auf  der  ganzen 
Strecke  AB  das  BiegnngBmoment  positiv  sein,  falls  bei  Bildung  des 
Biegungsmomentes  die'  Kräfte  auf  der  linken  Seite  des  Querschnittes 
genommen  werden.  Ist  nun  noch  ein  L^er  in  C  vorhanden,  welches 
jedenfalls  oberhalb  des  Balkens  angebracht  werden  muß,  so  tritt  eine 
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in  C  BDgreifeada  nach  abwärts  gerichtete  Kraft  lünzn,  welche  bei  den 
Lagern  A  nnd  B  eine  Momentenfläche  ÄB^C  liefert  Infolge  daron, 
da£  die  Reaktion  in  C  abwärts  gerichtet  ist,  ist  die  Momentenfläcbe 
ABiC  n^atiT  einzufahren.  FOr  den  darchlaufenden  in  A,  B,  C  ge- 
lagerten Tr^er  ergibt  sich  eine  Momentenfläche  ala  Difiereuz  der 
beiden  Dreiecksflächen^Df 
r  und  AByG.   Dieselbe  ist  in 

Fig.  125  durch  Schisflur  her- 
Torgehoben.  Da  die  Kraft 
in  C  noch  nicht  bekannt  ist, 
so  ist  die  Strecke  BBf  noch 
"'' '"  unbekannt  and  infolge  daron 

auch  die  Momentenfläche  des  durchlaufenden  Tr^rs.  Es  wird 
lediglich  daranf  ankommen,  dorch  das  zweite  Seilpolfgon  die  Strecke 
BB^  zu  finden. 

Ist  nun  diese  zweite  Seilpolygon  zu  zeichnen,  so  würden  die  Ter- 
tikalen  Schwerlinien  der  einzelnen  Teile  der  in  Fig.  125  gezeichneten 
Momentenfläche  zu  bestimmen  sein.  Dieselben  lassmi  sich  leicbt  an- 
geben. Der  zwischen  den  beiden  Lagerpunkten  A  und  B  befindliche 
Teil  der  Momentenfläche  ist  die  Diflerenz  der  beiden  Dreiecksflächen 
ABB  nnd  AB^B.  Die  vertikale  Schwerlinie  q  der  Dreiecksfläche 
ABB  ist  dadurch  g^eben,  daß  dieselbe  von  dem  Ponkte  A  eine 
Entferaang 


haben  muß,  wenn  i)^  der  Schnittpunkt  der  Kraft  P  mit  der  Balken- 
achse  ist.  In  dieser  Linie  q  ist  dann  eine  Kraft  Q  anzunehmen,  die 
proportional  der  Fläche  ABB  sein  muS^^somit  z.  B.  gleich  der  vier- 
fachen Hohe  Bf,B  dieser  Fläche  eingefahrt  werden  darf; 

Q=A:DaB. 
Die  Fläche  AB^B  ist  zu  ersetzen  durch  eine  Kraft  L^,  die  dieser 
Flache  proportional  ist  nnd  daher  die  Orö&e 

L,  =  4    BB, 
haben   muß.     Diese   Kraft  L,   wird   in   der  vertikalen   Schwerlinie  I, 
der  Dreiecksfläebe  AB^B  liegeo,  also  von  dem  Punkte  A  die  Ent- 
fernung 

1AB 

besitzen.  Es  ist  hierbei  ersichtlich,  daß  die  Linie  l,  dem  Punkte  S 
näher  liegt   als  die  Wirkungslinie  der  Kraft  P.     Schließlich  wird  aa 
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die  Stelle  der  Dreiecksfläche  BB^C  eine  Er^  Lj  treten,  deren  Größe 
sich  als  vierfache  Höhe  eines  Dreieckes  ergibt,  welches  erhalten  wird, 
wenn  das  Dreieck  BB^C  auf  die  Grondlinie  AB  gebracht  wird. 
Diese  Eraft  L,  liegt  in  der  vertikalen  Schwerlinie  ^  des  Dreieckes 
BB^C  hat  somit  von  deni  Punkte  B  eine  Entfernung 

jBC. 
Femer  folgt,   daß  die  beiden  Kräfte  L^  und  L^  sich  zu  einer  resul- 
tierenden   Kraft  L  vereinigen  lassen,  die  den  Inhalt  des   Dreieckes 
ABjC  darstellt  und  in  der  vertikalen   Schwerlinie  l  dieses  Dreiecks 
liegt,  welche  von  dem  Punkte  Ä  eine  Entfernung 


besitzt.  Die  Li^e  dieser  vier  Geraden  q^,  l,,  I,,  l  läßt  sich  sofort  an- 
gehen. Nachdem  dieselben  gefunden  sind,  kann  das  zweite  Seilpoljgon 
gezeichnet  werden. 

Das  zweite  Seilpolygon  ist  ein  Seilpolygon  für  die  drei  Kräfte 
Q,L^,L^.  Die  Seiten  desselben  seien  mit  ^,,  fTi,  «i'grf'j  ^^zeichnet.  Die 
erste  Seite  g^  muß  durch  den  Lagerpunkt  A,  die  dritte  Seite  g^ 
durch  B  und  die  vierte  Seite  g^  durch  den  Lagerpunkt  C  gehen. 

Es  sei  nun  die  vierte  Seite  g^  des  Seilpofygonea  durch  den  Punkt 
C  gehend  angenommen  (Fig.  126).  Die  Richtung  dieser  Seite  g^  kann 
gewählt  werden,  da  über  die  Lage  des  Poles  gegenüber  dem  aus  den 
Kräften  Q,Li,L^  gezeichneten  Kräftepolygone  noch  keine  Verfügung 
getroffen  ist  Diese  Seite  g^  schneidet  aus  l^  den  Eckpunkt  ^j  des 
Seilpolygones  aus.  Die  dritte  Seite  g^  des  Seilpolygones  ist  dann 
durch  die  beiden  Punkte  B  und  A,  bestimmt.  Dieselbe  schneidet  aus 
(]  den  Eckpunkt  .4,  des  Seilpolygones  aus.  Die  zweite  Seite  g^  des 
Seilpolygones  gebt  durch  A^,  und  ihre  Richtung  ist  durch  die  Be- 
dingung bestimmt,  daß  die  beiden  Kräfte  L^  und  L,  sich  zu  einer 
Kraft  in  l  vereinigen,  und  somit  die  beiden  Seiten  g^  und  g^  sich  in 
einem  Punkte  E  von  l  schneiden.  Durch  die  so  gefundene  Seite  j, 
ist  dann  auf  q  der  Eckpunkt  A^  des  Seilpolygones  gegeben,  und  da- 
durch wird  die  erste  Seite  9,  des  zweiten  Seilpolygones  als  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Punkte  A  und  A^  folgen. 

Nachdem  so  das  zweite  Seilpolygon  gefunden  ist,  läßt  sich  durch 
den  Übergang  zum  Kriiftepolygon  die  in  Fig.  125  gesuchte  Strecke 
BB^  ermittehi.  Auf  einer  Vertikalen  sei  die  durch  die  Strecke  4 '  B^D 
bestimmte  Kraft  Q  aufgetragen 

D,B,t,zed.yCOOgle 


236 


9.  Kapitel.   Der  duichlaufende  Tr&g^r. 


Die  beiden  Faralleleu  durch  0  und  1  zu  den  Seiten  jr,  und  f/,  des 
Seilpolygones  bestimmen  durch  ihren  Schnittpunkt  0  den  Pol  des 
Eräftepolygones.     Es  werde  nun  zu  </,  der  parallele  Polstrahl  gezogen 

02  lg,. 
Dann  ist  die  in  l^  liegende  Kraft  L^  im  Kräftepolygon  gegeben  durch 
die  Strecke 

4=12. 
Da  aber  die  Kraft  L^  die  GlrÖße 

haben  muß,  so  ist 

SB. -5. 

Nachdem  so  die  Strecke  BBj  als  der  vierte  Teil  der  Strecke  1  2  ge- 
funden ist,  läßt  sich  die  Momentenääche  fSr  den  gegebeneu  Fall  eines 
durchlaufenden  Trägers  zeichnen  (Fig.  126). 

Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  zweiten  Seilpolygonea  läßt  sich 
leicht   aus  Fig.  126   erkennen.     Zu    diesem    Zwecke   sei    das  Dreieck 


A^EA^  betrachtet,  welches  durch  die  drei  Seilpoljgonseiten  i?»,5j,i;« 
gebildet  ist.  Wird  die  Seite  ff^  um  den  Punkt  C  gedreht,  so  ver- 
schieben  sich  die  Eckpunkte  dieses  Dreieckes  auf  den  parallelen  Linien 
li,l,li,  während  außer  der  Seite  g^  auch  die  Seite  g^  sich  um  einen 
festen   Punkt     der    Geraden    Äü,   nämlich   um   den    L^erponkt    H, 
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drehi  Es  wird  daher  das  Dreieck  A^EA^  bei  einer  Drehong  der 
Seite  g^  eich  affin  andern,  and  zwar  för  die  äeraden  l^,  l,  2,  als 
ÄfGnitätastrahlen  und  die  Balkenacbse  AC  aia  Affinitätsaclifie.  In- 
folge davon  muß  auch  der  Punkt  J,  in  dem  die  Seite  g^  des  Seil- 
polygones  die  Balkenacbse  schneidet,  uaabhängig  von  der  Richtnng 
der  Seit«  g^  sein-  Da  die  Lage  des  Dreieckes  A^EA,  durch  die  Be- 
dingnng,  daß  die  Gckpnnkte  auf  den  Geraden  l^,  2j,  ^  liegen  nnd 
die  Seiten  g^  and  g^  darch  die  Punkte  B  und  C  gehen,  nach  An- 
nahme der  Richtaag  tod  g^  ToUständig  bestimmt  ist,  so  wird  die 
Lt^  des  Punktes  J,  in  dem  die  Seilpolygonseite  g^  die  Balkenacbse 
schneidet,  nur  abhängig  sein  von  den  Geraden  li,  l,  It  und  den 
Punkten  B  und  C.  Da  aber  die  drei  Geraden  /,,  l,  i,  selbst  wieder 
□or  abhängen  von  der  Lage  der  drei  L^|;erpankte  A,  B,  C  nnd  nicht 
abhängig  sind  voD  der  angenommenen  Kraft  P,  durch  welche  der 
Balken  belastet  ist,  so  häi^  auch  die  Lage  des  Punktes  J  nur  toh 
der  Lage  der  drei  Lagerpunkte  ab 

Ein  solcher  Punkt  J,  wie  er  sich  hier  ergeben  hat,  dessen 
Lage  nicht  von  den  angenommenen  Belaatuogen,  sondern  nnr  von 
der  Stellang  der  Lager  ablüngig  ist,  wird  von  0.  Mohr  als  ein  Fix- 
punkt  oder  Festpunkt  bezeichnet. 

In  Fig.  126  kann  der  Fizpunkt  J  sofort  gefunden  werden,  in- 
dem irgendein  Dreieck  gezeichnet  wird,  dessen  Eckpunkte  A^,  E,  A^ 
aaf  den  Geraden  l^,  1,1^  liegen  und  dessen  Seiten  A^A^  und  EAg 
durch  die  Punkte  B  nnd  C  gehen;  die  dritte  Seite  A^E  achneidet  dsna 
aus  der  Balkenachse  den  Punkt  J  aas. 

Es  sei.  wieder  ein  Balken  betrachtet,  der  an  den  beiden  End- 
punkten A,  C  und  in  einem  weiteren  Punkte  B  gelagert,  und  bei  dem 
das  eine  Balkenfeld  z.  B,  BC  unbelastet  ist.  Auf  das  Balkenfeld  AB 
solleD  di^egen  eine  ganze  Reihe  beliebig  gegebener  Kräfte  wirken, 
die  auch  kontinuierliche  sem  därfen  Wäre  der  Balken  nnr  in  den 
beiden  Punkten  A  nnd  B  ge- 
lahrt, so  wQrde  die  Momenten-  ^r- ^"" — '"' — •■■■■>/^C 

Sache    durch    die    Gerade    AB 

als  Schlußlinie  und  durch  ein 

von  A  nad)  B  gehendes  Seil 

polygen    bzw.    eine    Seilkurve  jj,  " 

begrenzt   sein.     Diese    Momen- 

tenääche  sei  mit  F  bezeichnet.    Die  L^^rreaktion  in   C  liefert  eine 

Momentenääche,  die  durch  ein  Dreieck  ./ISjC  dargestellt  ist,  wobei  der 

Pankt  B^  mit  dem  Punkte  B  in  derselben  Vei-tikalen  liegt.     Die  Mo- 
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mentenääcte  des  in  den  drei  Punkten  A,  B,  C  geleerten  darcUatifen- 
den  Trägere  wird  die  Differenz  der  Fläche  F  und  der  Dreiecksääche 
ÄB^C  sein,  bat  also  die  in  Fig.  VZl  angegebene  Gestalt  Ea  wird 
wieder  auf  die  Bestiiniming  der  Strecke  BBy  ankommen.  Somit  ist 
die  vertikale  Scbwerliiiie  q  der  Fläche  F  zn  ermittehi,  sodann  die  drei 
Linien  J,,  l,  I,.  Aus  den  vier  Geraden  q,  \,  l,  /,  ergibt  sich  das 
zweite  Seilpolygon  in  derselben  Weise  wie  in  Fig.  126.  Nachdem 
das  zweite  Seilpolygon  gefunden  ist,  kann  wie  in  Fig.  126  das  zn- 
gebörige  Kräftepolygon  konstruiert  werden.  Durch  dai.«elbe  ist  dann 
das  Verhältnis  der  Fläche  F  zur  Dreiecksääche  ABiB  und  damit  die 
Größe  der  Strecke  BB^  bestimmt. 

Sind  die  auf  das  Balkenfeld  AB  wirkenden  Kräfte  alle  nach  der- 
selben Seite,  z.  B.  Tertikai  nach  abwärts  gerichtet,  wie  dieses  in  prak- 
tischen Fällen  in  der  R^el  eintreten  wird,  so  ti^t  die  vertikale  Sohwer- 
linie  q  der  Fläche  F  im  zweiten  Drittel  der  Strecke  AB,  also  wie 
in  Fig.  126  links  von  i,. 

Eb  kann  aber  auch  sein,  daB  die  anf  das  Balkenfeld  AB  wirkenden 
Kräfte  teils  vertikal  nach  abwärts,  teils  nach  aufwärts  gerichtet  sind, 
und  daß  dann  das  fUr  diese  Kräfte  gezeichnete  Seilpolygon  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Balkenacbse  AB  liegt.  In  diesem  Falle  wird 
die  Momentenääche  F  aus  einer  Reihe  von  Flächen  F^,  F^,  ...  be- 
stehen, die  auf  verschiedenen  Seiten  der  Balkenacbse  AB  liegen.  Es 
wfirden  dann  die  Schwerpunkte  und  Inhalte  aller  dieset  F^hen  F^, 
F^,  ...  zu  bestimmen  sein.  Werden  diese  Flächen  durch  Kräfte  er- 
setzt, die  in  den  vertikalen  Schwerlinien  liegen  und  je  nach  der  Lage 
dieser  Flächen  gegenüber  der  Balkenachse  vertikal  nach  abwärts  oder 
nach  aufwärts  gerichtet  einzuführen  sind,  so  wUrde  die  Gerade  q  sich 
als  Wirkuugslinie  der  Kesultante  dieser  Erofte  ei^ehen.  Ist  diese 
Linie  q  gefunden,  so  ist  die  Konstruktion  des  zweiten  Seilpolygonee 
und  damit  der  Momentenfläche  des  durchlaufenden  Trögers  dieselbe 
wie  in  Fig.  126.  Allerdings  kann  es  hierbei  sein,  daß  die  Linie  g 
nicht  im  zweiten  Drittel  der  Strecke  AB  liegt,  es  kann  vielmehr 
dieae  Linie  q  eine  vollkommen  beliebige  Lage  besitzen,  sogar  aufier- 
halb  der  Strecke  AB.  Eine  Schwierigkeit  entsteht  hierdurch  bei 
der  Konstruktion  des  zweiten  Seilpolygones  in  keiner  Weise,  sobald 
nur  bei  dem  Zeichnen  des  Seilpolygones  der  drei  Erätte  Q,  L^,  Z,  die 
Reihenfolge  der  Kräfte  beibehalten  wird,  so  daß  die  zweite  und  vierte 
Seite  3j  und  g^  des  Seilpolygones  sieb  auf  I  schneiden.  In  Fig.  128 
ist  in  dieser  W^eise  das  zweite  Seilpolygon    gezeichnet  fQr  den  Fall, 

daß  die  Gerade  q  links  vom  Lagerpunkt  A  li^t.  
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Sind  beide  Balkenfelder  AB  und  BG  belastet,  eo  kann  so  ver- 
fahreo  werden,  daß  die  beiden  Momentenflächen  für  den  durchlaufen- 
den Träger  bestimmt  werden,  wie  eich  dieselben  ergeben,  wenn  das 
eine  Mal  die  aaf  das 
Balkenfeld  BC  wir- 
kenden Kiäfte  wegge- 
lassen werden  und  daa 
andere  Mal  die  auf  daa 
Balkenfeld  AB  wir- 
kenden Kräfte.  Aas 
diesen  beiden  Momen- 
tenfläclien  wird  dann 
die  gesachte  Momenten- 
fläche  durch  Addition 
folgen.EinekleineÜber-       "  "■'  '**■ 

I^ung  zeigt  jedoch,  daß  sieb  auch  unmittelbar  das  zweite  Seilpolygon 
bei  der  Berficksichtigang  der  auf  beide  Balkenfelder  wirkenden  Kräfte 
zeichnen  läßt. 

Es  sei  die  Momenteufläche  F  för  die  amtlichen  auf  den  Balken 
wirkenden  Kräfte  bestimmt  fßr  den  Fall',  daß  der  Balken  nur  in  A 
und  C  gelagert  ist.  Das  hinzutretende  Lager  B  bedingt  eine  Mo- 
mentenfläche ABjC,  wobei  der  Punkt  if,  in  der  Vertikalen  durch  B 
Ueg^.    Die  Momentenfläche  des  durchlaufenden  Trägers  wird  sich  wieder 


aus  der  Fläche  F  und  der  DreiecksBäcbe  ABfi  ergeben  (Fig.  129). 
Ob  diese  Flächen  zu  subtrahieren  oder  addieren  sind,  läßt  sich  aus 
den  gegebenen  Kräften  leicht  erkennen,  ergibt  sich  aber  auch  in  aller 
Strenge  aus  dem  zweiten  Seilpolygon.  Es  braucht  hierauf  nicht  ein- 
gegangen zu  werden. 

Durch  die  Vertikale  in  B  wird  die  Fläche  F  in  zwei  Teile  F^ 
und  Ff  zerlegt.  Es  sind  dann  die  beiden  Qeraden  q^  tmd  g,  zu  be- 
stimmen, die  sich  ans  diesen  beiden  Flächen  F^  und  F^  ei^eben  bzw. 
deren  vertikale  Schwerhnien.     Ferner  sind  die  beiden  Kräfte  Q^  und 
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Q^  za   finden,  die  in  q^   and  q^  liegen  nnd   den  Fläclieo  F^  und  P, 

proportional  sind.    Das  zveite  Seilpolygon  muB  dann  die  in  Fig.  130 

aug^ebene  Qestalt 
haben.  Es  sei  Ton 

demselben  der 
Schnittpnnkt  Ai  der 
Seite  9,  des  SeÜ- 
poljgones  mit  d«r 
Vertikalen  in  A  an- 
gegeben und  ebenso 
der  Scbnittpunkt  C, 
der  Seite  g^  mit  der 
Vertikalen  in  C. 

Wird  mit  fi^der 
Polabstand  bezeich- 
net, fflr  das  Kräfte- 
poljgon  der  Kräfte 

Qi,  Li,  Lf,  Q„  das  sich  fflr  das  zweite  Seilpoljgon  zeichnen  läßt, 

flo  ist: 

das  Moment  der  Kraft  Q,  fOr  A  als  Drehpunkt  —  AAi  ■  ff 
das  Moment  der  Kraft  Q,  ^  C  bIb  Drehpunkt  -  CC^-ff. 

Da  hiernach  diese  Momente  proportional  den  Strecken  AÄi  and  CC, 
«iud,  so  wird  die  Gerade  A^Ci  aas  der  Balkenachse  einen  ganz  be- 
stimmten Punkt  S  schneiden,  dessen  Lage  durch  diese  beiden  Mo- 
mente gegeben  ist. 

Es  seien  die  beiden  Punkte  A,  und  C,  der  gefundenen  Bedingung 
«ntsprechend  auf  den  Vertikalen  in  A  imd  C  angenommen.  Die  bei- 
den durch  Ai  und  (7,  gebenden  Seiten  j,  und  g^  des  zweiten  Seil- 
polygons  mQssen  sich  in  einem  Punkte  £  von  l  schneiden.  Wird  E 
auf  I  verschoben,  so  erzeugen  die  beiden  Geraden  g^  nnd  g^  zwei  pro- 
jektiviselie  Strahlen büschel  mit  den  Mittelpunkten  Ai  und  C^,  die 
sich  in  perspektivischer  Lage  befinden.  Dieselben  schneiden  aus.  den 
beiden  Geraden  l^  und  l^  zwei  perspektivische  Punktreihen  aus,  deren 
Mittelpunkt  T  jedenfalls  auf  A^C,  liegt.  Um  diesen  Mittelpunkt  T 
zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich  (Fig.  131),  dem  Punkte  E  irgendeine 
spezielle  L^e  E'  auf  I  zu  erteilen.  Schneiden  dann  die  beiden  Strahlen 
AiE'  und  C^E'  aus  l^  und  1^  die  Punkte  A^'  und  A^  aus,  so  ist  T 
als  Schnitt  von  den  Geraden  A,Ci  und  A^'A^'  bestimmt  Da 
nun  die  Seite  g^  des  Seilpolygones  durch  den  Lagerpunkt  B  gehen 
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mofl,  ao  wird  g^  in  die  Verbindojigslime  der  PnsHe  B  und  T  ieMea. 
Nachdem  bo  g^  gefanden  tat,  läßt  eich  d&B  zweite  Seilpolygon  leicht 
TerToUstliDdigeD.  Dnrcli  den  Übei^^g  zum  Cröftepolygon  ergeben 
flieh  dann  wieder  die  YerlültDiBse  der  Kräfte  L^  und  L^  zu  Q^  nnd 
Q,,  so  dofi  sich  die  gesucht«  Momenten^che  des  durchlaufenden 
Trägers  zeichnen  läBt. 
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Hiermit  sind  rämtliche  Fälle  erledigt,  bei  denen  der  Balken  in 
den  beiden  Endpunkten  A,  C  und  in  einem  weiteren  Punkte  B  ge- 
Ixgert  ist.  Es  kann  jedoch  noch  vorkommen,  daß  die  beiden  äußersten 
Lager  A  und  C  nicht  an  den  Endpunkten  des  Balkens  angebracht 
sind,  und  daß  außerhalb  der  Strecke  ÄC  noch  Kräfte  TOrhanden  sind, 
die  auf  den  Balken  wirken.  Dieser  Fall  ist  jedoch  so  einfach,  daß 
nicht  weiter  auf  ihn  eingegangen  zu  werden  braucht. 

Ein  wichtiger  Spezialfall  tritt  ein,  wenn  zwei  Le^er  zusammen- 
gerückt werden,  also  der  Balken  an  dem  einen  Ende  A  eingemauert 
und  in  einem  weiteren  Punkte  B,  der  in  Fig.  132  als  der  andere  End- 
punkt des  Balkens  angenommen  ist,  gelagert  ist.  In  diesem  Falle 
tritt  eine  wesentliche  Vereinfachung  ein. 

Wäre  der  Balken  in  B  nicht  gelagert,  sondern  nur  in  A  einge- 
mauerl^  so  wörde  die  Momentenfläche  F  durch  das  für  die  gegebenen 
Kräfte  gezeichnete  Seilpolygon  und  durch  die  Vertikale  an  der  Ein- 
mauerungsstelle  A  b^renzt  sein,  wobei  die  beiden  äußersten  Seiten 
des  Seilpolygones  bis  zur  Vertikalen  in  A  zu  verlängern  sind.     Hier- 
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bei  kann  es  so  eingerichtet  werden,  daß  die  letzte  Seite  des  Seil- 
polygones  in  die  Balkenaehse  AB  füllt,  so  daß  die  Momentenfläche 
Fdurch  die  Balhenachse  AB, 
die  Tertikaie  in  A  and  durch 
ein  Seilpolygon  begrenzt  ist, 
das  Ton  irgendeinem  Punkte 
dieser  Vertikalen  nach  li 
geht.  Die  Li^erreaktion  in 
B  bedingt  als  Momentenfiäche 
eine  Dreieckaääche  AA^B, 
deren  Eckpunkt  A^  in  der 
Vertikalen  in  A  Hegt.  Die 
Momentenfiäche  des  dnrch- 
''  laufenden   Trägers   ist   dann 

die  Differenz  (bzw.  die  Summe)  der  Fläche  F  und  der  Dreiecksfläche 
AA^B,  hat  also  die  in  Fig.  132  angegebene  Gestalt. 

Es  eei  nun  wieder  die  gerade  Linie  q  bestimmt,  welche  ans  der 
FUche  F  folgt,  bzw.  die  vertikale  Schwerlinie  dieser  Fläche;  sodann 
die  vertikale  Schwerlinie  l  der  Dreieckafläche  AAiB,  die  vom  Punkte 
A  die  Entfernung  ^AB  hat. 

Das  zweite  Seilpolygon  besteht  aus  drei  Geraden  p,,  9,,  g^  und 
geht  vom  dem  Punkte  A  nach  dem  Funkte  B  (Fig.  133).  Die  weiteren 
Eckpunkte  Ai  und  A^  liegen  auf  den  beiden  Geraden  l  und  q.  Femer 
muß  die  erste  Seite  jTi  dieses  Seilpolygones  infolge  der  horizontalen 
Einmauerung  im  Punkte  A  horizontal  sein.  Wird  demgemäß  die 
dritte  Seite  g^  in  gewählter 
Richtung  durch  B  gelegt,  so 
wird  dieselbe  aus  q  den  Eck- 
punkt Af  ausschneiden,  wäh- 
rend Ai  der  Schnittpunkt  der 
Balkenachse  mit  der  Geraden  l 
ist.  Hierdurch  ist  das  zweite 
Seilpolygon  bestimmt.  Darch 
den  Übei^ang  zum  Kräftepolygon  folgt  dann  das  Verhältnis  der 
Momentenfiäche  F  znr  Dreiecksfläche  AA^B.  Ebenso  ei^bt  sich  aus 
diesem  Kräftepolygoo,  ob  diese  Flächen  zu  subtrahieren  oder  zu 
addieren  sind.  Die  Momentenfiäche  des  durchlaufenden  Tr^rs  läßt 
sich  somit  leicht  zeichnen. 
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§  43.  Die  Uethode  von  ICohr  fär  die   grapliisolie  Untersnohong 
des  durohlaTife&den  TiilgerB. 

Fortsäzang:  Der  Träger  auf  mehr  als  drei  Lagern. 

Es  sei  zunächat  ein  Träger  betrachtet,  der  in  vier  Punkten  A, 
B,  G,  D  geleert  ist,  bei  dem  jedoch  nur  auf  das  mittlere  Balkeofeld 
BC  Kräfte  irirkeu. 

Wäre  der  Träger  nur  in  den  beiden  Punkten  B  und  C  gelagert, 
so  irürden  die  gegebenen  Kräfte  eine  Momenten&äche  F  bedingen, 
die  durch  die  Strecke  BC  und  dorcb  das  für  die  Kräfte  gezeiclmete 
und  TOD  dem  Pnnkte  B  nach  dem  Punkte  G  gehende  Seilpolygon  be- 
grenzt ist.  Infolge  der  Lager  in  A  und  D  ergeben  sich  noch  Lager- 
reaktionea  in  diesen  beiden  Punkten,  während  gleichzeitig  die  Eeak- 
tionen  in  B  und  C  Änderungen  erleiden.  Da  aber  Oleichgewidit  Tor- 
faanden  ist,  so  werden  die  beiden  Reaktionen  in  A  und  D  im  Gleich- 
gewicht sein  mit  den  Änderungen,  welche  die  Reaktionen  in  B  und  G  er- 


halten. Zu  der  Momentenääche  F  tritt  somit  eine  Momentenfläohe 
binza,  die  von  der  Balkenachse  AD  und  einem  von  A  nach  D  gehen- 
den Seilpoljgon  ABiC^D  begrenzt  ist,  dessen  Eckpunkte  B^  und  C^ 
in  den  Vertikalen  in  B  und  G  liegen.  Diese  zweite  Momentenfläche 
vrOrde  dann  zu  der  Momentenfläche  F  zo  addieren  bzw.  zu  subtrahieren 
■ein.  Ob  hierbei  die  beiden  Punkte  JP^  und  C^  wie  in  Fig.  134a  auf 
derselben  Seite  der  Balkenachse,  oder  wie  in  Fig.  134b  auf  verschie- 
denen Seiten  derselben  li^en,  kann  von  vornherein  nicht  entschieden 
werden.    In  beiden  Fällen  aber  kann  die  Trapezfläche  SB^GiC,  welche 
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in  dem  Balkeofeld  BC  dar  Momentenfläohe  F  hiazazafUgeii  wäre,  aus 
zwei  Dreiecken  BB^Gi  and  BCC^  zusammengesetzt  werden,  an  deren 
Stelle  zwei  Dreiecke  treten  liönnen,  welche  die  Strecke  BG  zur  ge- 
meinsamen Grandlinie  und  die  Strecken  BB^  und  CG,  zu  Höhen 
haben.  In  Fig.  134b,  wo  die  Seite  B,Ci  des  Seilpolygones  AB^CiD 
die  Balkenachse  schneidet  und  in  diesem  Schnittpunkte  bei  der  zweiten 
gezeichneten  Momentenfläche  sich  das  Vorzeichen  des  Momentes  ändert, 
würden  die  beiden  Dreiecke  £5,0,  und  BCCi  mit  entg^^gesetztem 
Torzeichen  einzufahren  sein. 

Soll  nun  das  eweite  SeUpolygon  gefunden  werden,  so  sind  sämt- 
liche einzelnen  F^hen,  aus  denen  sich  die  Momentenfläche  des  durch- 
laufenden Triers  zusammensetzt,  durch  Kräfte  zu  ersetzen,  die  in  den 
vertikalen  Schwerlinien  dieser  Flächen  liegen  nnd  den  Inhalten  der 
lijächen  proportional  sind.  Die  Momentenfläche  F  möge  eine  Schwer- 
linie q  ergeben  haben,  und  die  Kraft,  welche  an  die  Stelle  dieser  Fläche 
tritt  und  dem  Inhalt  derselben  proportional  ist,  sei  wieder  mit  Q  be- 
zeichnet. Die  hinzutretenden  Dreiecksflächen  ABB^,  BB^C^,  BOG,, 
CCiB  liefern  vier  vertikale  Schwerlinien  2,,  /,,  ^,  l^,  die  durch  Drei- 
teilung der  Balkenfelder  erhalten  werden  (daher  DrittelsUniat);  die  in 
denselben  einzuführenden  Kräfte,  die  diesen  Dreiecksflächen  propor- 
tional sind,  seien  mit  L,,  X,,  Z,,  L^  bezeichnet.  Es  seien  ferner  die 
vertikalen  Schwerlinien  t  und  l"  der  Flächen  ÄBG^B,  und  BCD(\, 
die  sog.  verst^änkten  Drittdslinien,  gefunden.  Dieselben  werden  sich 
nach  Bestimmung  der  Ualbierungspunkte  H^  und  S,  der  Strecken 
AG  und  BD  durch  Dreiteilung  der  Strecken  BH^  und  CH^  ergeben. 

Sind  alle  diese  Linien  gefunden,  so  läßt  sich  die  Gestalt  des 
etc^ten  Seilpolygones  erkennen  (Fig.  135).  Dasselbe  geht  von  dem 
L^erpunkte  A  nach  dem  Li^erpnnkte  D.  Die  fünf  Eckpunkte  A^, 
Af,  A^,  A^,  A^  li^en  auf  den  aufeinanderfolgenden  Linien  2,,  l^,  rj, 
lg,  lt.  Es  seien  die  Seiten  dieses  Seilpolygones  mit  ^,,  ff„  g„  g^,  g^, 
g^  bezeichnet: 

g^  —  AA^,    <j^  =  AtA^,    j,  =  ^,.4,,    g^'=AgA^,    g^  —  A^A^, 

Die  Seite  g^  dieses  Seilpolygones  muß  durch  den  Lagerpunkt  B  gehen 
nnd  die  Seite  g^  durch  den  Lf^erpunkt  C.  Da  femer  die  beiden 
Kräfte  L^  und  L^  sich  zu  einer  Kraft  in  V  vereinigen  und  die  beiden 
Kräfte  L,  und  L^  zu  einer  Kraft  in  2",  so  werden  sich  die  beiden 
Seiten  g^  und  //}  des  zweiten  Seilpolygones  in  einem  Punkte  E'  von 
von  V  und   ebenso  die   Seiten  g^   und  g^    in   einem  Punkte  E"  von 
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l"  sohueiden.     Das  zweite  Seüpolygon  bat  daher  die  Fig.  135  ange- 
gebene Qestalt. 

Ea  Beien  non  in  Fig.  135  die  beiden  Dreiecke  A^E'Ä^  und  A^E"A^ 
betrachtet.  Ändert  sich  bei  dem  Dreieck  AiE'A^  die  Ricbtting  der 
Seit«  9]  so  bewegen  sich  die  drei  Eckpunkte  auf  den  Geraden  l^,  t, 
If,  während  zwei  der  Seiten,  nämlich  g^  und  g^,  sieb  nm  feste  Funkte 
der  Bslkenacbae  drehen.  Wie  in  §  42  folgt  daher,  daB  auch  die 
dritte  Seite  g^  sich  um  einen  festen  Punkt  J  der  Balkenacbse  drehen 
muß,  dessen  Lage  nur  von  den  drei  Lagerpunkten  A,  B,  C  abhängig 
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ist.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich  fQr  das  Dreieck  A^E"A^,  daß  bei 
Änderung  der  Richtung  der  Seite  g^  die  Seite  g^  sich  um  einen 
festen  Punkt  K  der  Balkenachse  dreht,  dessen  Li^e  nur  von  den 
Lagerpunkten  B,  C,  B  abhängt,  also  wie  diejenige  von  J  unablüiiigig 
ist  von  q  und  somit  auch  unabhängig  ist  toq  den  auf  das  zweite 
Balkenfeld  wirkenden  Kräften.  Es  sind  hier  wieder  zwei  Fispunkte 
J  and  K  gefunden.  Was  deren  Lage  betrifft,  so  läßt  sich  erkennen, 
daß  dieselben  im  ersten  und  dritten  Drittel  des  Balkenfeldes  .B  C  sich 
befinden. 

t}m  das  zweite  Seilpolygon  zu  zeichnen,  sei  zunächst  einer  der 
beiden  Fixpnnkte  J  und  K  bestimmt.  In  Fig.  135  ist  durch  eine 
Hil&konstruktion,  indem  i^mllch  der  Seite  g^  die  spezielle  Lage  g^ 
erteilt  ist,  der  Fizpunkt  K  gefunden.  Nachdem  K  bestimmt  ist,  sei 
die  erste  Seite  ^,  des  Seilpolygones  angenommen.  Dieselbe  schneidet 
aus  Z,  den  Eckpunkt  A^^  und  aus  V  den  Punkt  E'  aus.  Der  Punkt  A^ 
auf  i,  ißt  dann  g^;eben  durch  die  Verbindungslinie  der  Punkt«  A^  und        , 
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S.  Die  Gerade  E'A^  Bchneidet  aus  der  Balkenaclise  den  Fixponkt  J 
und  aus  q  den  Eckpunkt  Ä^  des  Seilpolygones  ans.  Durch  die  Ver- 
tindongslinie  der  Punkte  A^  und  K  folgt  der  weitere  Eckpunkt  A^ 
des  Seilpolygones  sowie  der  Punkt  E",  und  durch  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  E"  und  D  der  weitere  Eckpunkt  A^  des  zweiten 
Seilpolygones. 

Wird  dann  zu  dem  so  erhaltenen  zweiten  Seilpolygon  ein  zuge- 
höriges Kräftepolygon  gezeichnet,  so  folgen  aus  demselben  die  Ver- 
hältnisse der  Fläche  F  und  der  einzelnen  Dreiecksflächen  ABIi^, 
BB^C,,  SCCi,  CG^^D,  und  ebenso  ergibt  sich  aus  dem  Kräftepolygon, 
welche  dieser  Dreieckaäächen  positiv  und  weiche  negativ  einzuführen 
sind.  Die  Momenteuääche  fUr  den  gegebenen  durchlaufenden  Träger 
läßt  sich  daher  leicht  zeichnen. 

Ein  besonders  einfacher  und  wichtiger  Spezialfall  eines  in  vier 
Punkten  geleerten  Trägers  wird  gebildet  durch  einen  Träger,  der 
an  den  beiden  Endpunkten  A  und  B  eingemauert  ist. 

Hätte  der  Tr^er  in  den  beiden  Endpunkten  zwei  gewÖhnlich«> 
Lager  A  und  B,  so  würde  die  Momentenääche  !•'  begrenzt  sein  durch 
die  Linie  AB  und  durch  ein  Mr  die  Kräfte  gezeichnetes  Seilpolygon, 
das  TOn  dem  Punkte  Ä  nach  dem  Punkte  B  geht.    Lifolge  der  beider- 
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seitigen  Einmauerung  tritt  eine  weitere  Momentenfiäche  hinzu,  die 
durch  ein  Trapez  AA^^ByB  gebildet  ist,  wobei  die  Eckpunkte  A^  und 
Bi  in  den  beiden  Vertikalen  in  A  und  B  liegen  (Fig.  136).  Dieses 
Trapez  läßt  sich  zerlegen  in  die  beiden  Dreiecke  AA^B^  und  ABB^r 
deren  Schwerpunkte  in  den  beiden  Drittelslinien  7^  und  ly  liegen 
(Fig.  137). 

Das  zweite  Seilpolygon  gett  von  dem  Punkte  A  nach  dem 
Punkte  B.  Die  weiteren  Eckpunkte  A^,  A^,  A^  li^n  auf  den  drei 
Geraden  \,  q,  l^,  wo  q  die  vertikale  Scbwerlinie  der  FUche  F  ist. 
Da  infolge  der  horizontalen  Einmauerung  in  A  und  in  B  die  erste 
und  die  vierte  Seite  des  Seilpolygones  horizontal  sein  mOsBen,  so 
läßt  sich  dieses  Seilpolygon  zoicbnen:  die  Punkte  A^  und  A^  werden 
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die  Schnittpunkte  der  beiden  Drittelslinien  I,  nnd  l^  mit  der  Balken- 
acbse  AB  sein,  während  der  Eekponkt  Aj  auf  q  beliebig  gewählt 
wenden  dar£ 

Durch  das  zu  diesem  zweiten  S eilpol jgon  gezeichnete  Eriifte- 
polygon  ergibt  sich  dann  das  Verhältnis  der  Momentenfläcbe  F  zu 
den  beiden  Dreiecksfläcben  AA^B^  und  ABB,  und  damit  die  Mo- 
mentenfläcbe für  den  auf  beiden  Seiten  eingemauerten  Balken. 

Es  sei  jetzt  ein  Balken  untersucht,  der  in  einer  beliebigen  Zahl 
von  Punkten  gelagert  ist,  bei  dem  jedoch  nur  ein  einziges  Balken- 
feld dnrcb  irgend  welche  Kräfte  belastet  ist  Hierbei  möge  jedoch 
dieses  belastete  Balkenfeld  keines  der  beiden  äußersten  sein. 

Wäre  der  Balken  nur  in  den  Lagerpunkten  M  und  N  des  be- 
lasteten Balkenfeldes  gelagert,  so  würde  die  Momentenfläche  .F  be- 
grenzt sein  durch  die  Strecke  MN  und  durch  ein  Seilpolygon,  das 
die  beiden  Punkte   M   und  N  miteinander    verbindet  und   für  die 


gegebenen  Kräfte  konstruiert  ist.  Infolge  der  weiteren  L^er  tritt 
eine  Momentenfläche  hinzu,  die  durch  die  Balkenachse  und  durch  ein 
Seilpoljgon  begrenzt  ist,  das  die  beiden  Endpunkte  der  Balkenachse 
miteinander  verbindet  und  dessen  aufeinanderfolgende  Eckpunkte  in 
den  durch  die  Lagerpunkte  bestimmten  Vertikalen  liegen  (Fig.  138). 

Die  durch  die  Lagerreaktionen  sich  ergebende  weitere  Momenten- 
ääche  sei  wie  in  Fig.  134a  und  Fig.  134b  in  lauter  Dreiecke  zerlegt 
und  sodann  deren  vertikale  Schwerlinien  bestimmt,  sowie  für  je  zwei 
solche  Dreiecke,  welche  mit  einer  vertikalen  Seite  zusammenstoßen, 
die  verschränkte  Drittelalinie  bzw.  die  vertikale  Schwerliuie  der  durch 
diese  beiden  Dreiecke  bestimmten  Fläche.  Femer  sei  die  vertikale 
Schwerlinie  q  der  Fläche  F  gefunden. 

Die  erste  Seite  g^  des  zweiten  Seüpolygones  geht  durch  den  ersten 
Ii^ierpunkt  A,  der  als  ein  Fixpunkt  des  ersten  Balkenfeldes  ange- 
nommen werden  kann.  Wird  die  Richtung  dieser  Seite  ^^  gewUblt, 
was  gestattet  ist,  so  ist  dadurch  auf  der  ersten  Drittelalinie  l^  der 
folgende   Eckpunkt  j4,   des  Seilpolygones   bestimmt,  gleichzeitig  auf 
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der  ersten  rerBchränkteD  DrittelsÜDie  ein  Punkt  E',  dnrcti  den  die 
dritte  Seite  g^  des  Seilpolygones  geben  muß  (Fig.  139).  Da  die 
zweite  Seite  g^  des  zweiten  Seilpolygones  durch  den  folgenden  Lager- 
ptinkt  B  gebt,  so  ist  dieselbe  durch  die  Yerbindungslinie  der  Pnnkte 
A^  und  S  gegeben.  Damit  ist  auf  der  folgenden  Dritt^lslinie  l^  der 
Eckpunkt  A^  des  Seüpoljgones  und  durch  die  Punkte  E'  und  A^  die 
dritte  Seite  g^  des  zweiten  Seilpoljgoues  bestimmt.  Der  Schnitt- 
punkt (^  der  Seite  g^  mit  der  Balkenacbse  ist  dann  ein  Fi^unkt  des 
zweiten  Balkeufeldes,  und  zwar  wird  derselbe  im  ersten  Drittel  dieses 
Balkenfeldes  li^en.  Jetzt  wiederholt  sich  das  ganze  Yerfabicn.  Die 
durch  J,  gebende  Seite  t;,  schneidet  aus  der  folgenden  Drittelslinie  l^ 
den  Eckpunkt  A^  des  Seilpolygones  aus  und  aus  der  folgenden  ver- 
schränkten Drittelslinie  einen  Punkt  E",  durch  den  dann  auch  die 
Seite  j/5  des  Seilpolygones  geht.  Da  aber  die  Seite  g^  einerseits  durch 
Eckpunkt  A^,  andererseits  durch  den  folgenden  Lagerpunkt  C  gebt, 
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Fig.  ise. 
so  ist  sie  hierdurch  bestimmt,  und  ebenso  der  folgende  Eckpunkt  A^ 
des  Seilpolygones  auf  der  folgenden  Drittelelinie.  Ferner  folgt,  dafi 
die  Seite  g^  des  Seilpolygones  die  Balkenacbse  in  einem  Fixpunkt  des 
Balkenfeldes  CD  schneidet  nsw.  Da  sieb  hier  die  KonstruktioQ  von 
einem  zum  anderen  Fizpunkt  wiederholt  und  die  Richtung  der  ersten 
Seite  g^  des  Seilpolygones  beliebig  wählbar  ist,  so  kann  bei  der 
Konstruktion  des  Eispunktes  J^  aus  dem  Fixpunbt  J^  eine  andere 
Richtung  für  die  durch  J,  gebende  Seite  g^  des  Seilpolygones  gewählt 
werden,  wie  dieses  in  Fig.  139  geschehen  ist.  Abgesehen  davon,  daß 
hierdurch  die  Figur  schematischer  wird,  kann  auch  durch  eine  solche 
Anordnung  erreicht  werden,  daß  man  keine  Schnittpunkte  tou  Linien 
braucht,  die  sieb  nicht  auf  dem  Blatte  schneiden. 

Durch  die   beschriebene  Konstruktion   ergibt  sieb  in  jedem    der 
unbelasteten  Balkenfelder,  die  links  vom  belasteten  Balkeufeld  liegen. 
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nnd  schließlich  auch  in  dem  belaeteten  Balkenfeld  ein  Fixpunkt  J, 
der  jedesmal  im  ersten  Drittel  des  betreffenden  Balkenfeldee  liegt. 
Indem  in  gleicher  Weise  mit  dem  anderen  Endpunkte  des  Balkens 
die  Konstruktion  begonnen  wird,  werden  sieb  auch  [in  jedem  unbe- 
lasteten Balkenfelde  des  auf  der  anderen  Seite  des  belasteten  Balken- 
feldes liegenden  Balkenteiles  je  ein  Fixpunkt  ei^eben  mOasen  nnd 
ferner  in  dem  belasteten  Balkenfeld  ein  zweiter  Fizponkt  K.  Nachdem 
diese  Fixpnnkte  gefunden  sind,  kann  das  zweite  Seilpolygon  leicht  ge- 
zeichnet werden.  Durch  Herleitung  des  zugehörigen  Eräftepolygones 
folgen  dann  die  Verhältnisse  der  Flache  F  zu  den  Dreiecksflächen 
in  Fig.  138,  so  daß  die  Momentenfiöche  des  durchlaufenden  Triers 
gezeichnet  werden  kann. 

Es  läßt  sich  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  Fix- 
punkte  in  den  unbelasteten  Balkenfeldem  herleiten,  durch  welche  das 
Zeichnen  der  Momentenfläche  des  durchlaufenden  Trägers  wesentlich 
erleichtert  wird. 

Es  sei  derjenige  Teil  des  zweiten  Seilpolygooee  betrachtet,  der 
in  einem  nnbelasteten  Balkenfeld,  z.  B.  in  dem  Balkenfeld  BC  liegt. 
In  diesem  Balkenfeld  liegen  zwei  Drittelslinien  \  und  ^,  demgemäß 
zwei  Kräfte  Z,  und  L^,  die  proportional  sind  den  Dreiecksflächen 
B5iC,  und  BCCi  in  Fig.  138. 
Das  Seilpolygon  für  diese  bei- 
den in  I,  und  ^  liegenden 
Kräfte  ist  durch  die  drei 
Linien  ^,,  g^,  g^  gebildet 
(F^.  140),  wobei  die  Linie  g^ 
durch  den  Lagerpunkt  B,  die 
Linie  g^  durch  den  Lager- 
punkt C  und  die  Seite  g^  bzw. 
in  ihrer  Verlängerung,  durch 
einen  Punkt  J,  geht,  der 
zwischen  dem  Lagerpnnkte  B 
nnd  der  Drittelslinie  Ij  liegt. 
Wie  sich  aus  dem  gezeichneten 
Eräftepolygon  erkennen  läBt 
(siehe  Fig.  140),  in  dem  der  Punkt  0  als  Pol  angenommen  ist  und  die 
Polstrahlen   02,  03,  04  parallel  zu  g^,  g^,  g^  sind,  bzw. 

02  IIa,     03|j„     04||j„ 
so  daß 

4-23,    i,-34, 
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ist  eine  derartige  Li^e  des  Seilpolygones  nur  mSglich,  wenn  die  beiden 
Kräfte  L^  und  Lg  verschiedeDes  Vorzeichen  besitzen.  Die  Momenten- 
fläcbe  fQr  das  Balkenfeld  BC  muS  infolge  davon  die  in  Fig.  14t  ao- 
p  gegebene  Gestalt   besitzen,   bei  welcher   die 

i''-  g beiden  Dreieckaflächen   BB^C^  nnd    BCC^ 

"      ^7  ;      voneinander  abgezogen  sind.     Ea  ist  somit 

in   dem    Balkenfeld  BC   ein  Ponkt    S  vor- 
handen, in  dem  das  Biegungsmoment  gleich 
Null  ist.     Es  folgt  daher  der  Satz: 
''  Ist  bei  einem  dwi^ilatrfenden  Träger  nur 

ein  eineiges  Balkenfdd  beladet,  so  ist  in  jedetn 
der  unbdadeten  BalkenfAder  ein  Punkt  vorhanden,  in  dem  das  Bie- 
gungsmoment den  Wert  Null,  hew.  die  elastisdte  Linie  eine  Inflexion 
besitzt. 

Es  seien  nun  die  Momente  M,  und  Jf,  der  beiden  Krüfte  L^ 
und  ig  fQr  die  Drehpunkte  B  und  C  bestimmt: 

Wird  die  Breite  des  Balkenfeldes  BC  mit  h  bezeichnet,  so  folgt 
für  das  Moment  M^  der  in  l^  liegenden  Kraft  Xj  fflr  den  Drehpunkt  B 
der  Wert 

M,-L,.\, 

andererseits  ergibt  sich  für  das  Drehmoment  der  in  l^  liegenden  Eraft 
ig  bei  dem  Drehpunkt  C: 

Sind  B'  und  C  die  Schnittpunkte  der  Seilpolygonseite  g,  mit 
den  Vertikalen  in  B  und  G  (Fig.  140),  so  ergibt  sich  andererseits  aus 
dem  Seilpolygon: 

Jlfj  ==  BB--  H, 


M,-CC'   H, 

wo  H  den  Polabstand 

im  Kräftepolygon  bedeutet. 

Ei 

die  Gleichung: 

i,        BB' 

L,         VC-  • 

D»  aber  (Fig.  140) 

BB-       BJ, 

ao  bt  auch 

i,        J,  C 
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Andererseits  ergibt  sieh  aber  aus  Fig.  141 
^        ABB,C,        BB^^BS 
ij  "    ÄBCÖ,    ^  CC,        SC' 
Es  ist  somit  auch 

JJ,       BS 
JC,      SC  ■ 

Da  hiemacb  die  Punkte  J^  und  £  in  Fig.  140  und  Fig.  141  das 
Balkenfeld  BC  in  demselben  Verhältnis  teilen,  so  müssen  diese  Punkte 
ilbeieiustimmeD.     Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

Bei  einem  durchlaufenden  Träger,  bei  welchem  nur  ein  Balkenfeld 
toastet  ist,  sind  die  Fixpunläe  in  den  ttnbclasteten  Fädem  diejenigen 
Punkte,  für  welche  das  Biegangsmoment  gleich  Null  ist,  bew.  die  In- 
flexionsstellen  der  elastischen  lAnie. 

Ist  das  belastete  Balkenfeld  eines  der  beiden  äußersten,  so  tritt 
eine  Vereiofachung  ein,  da  dann  die  durch  die  weiteren  Lager  noch 
hinzutretende  Momeuteiiääche  für  daa  belastete  Balkeufeld  nicht  durch 
die  Fläche  einee  Trapezes,  Bondem  durch  ein  Dreieck  gebildet  ist. 
Ebenso  ei^eben  sich  Vereinfachungeu,  wenn  zwei  der  äußersten  L^er 
zusammenrücken,  so  daß  der  Balken  an  einer  oder  an  beiden  Seiten 
eingemauert  ist,  wobei  dann  noch  zu  diesen  Einmauerungeu  weitere 
L^er  hinzutreten.  Sind  mehrere  Balkenfelder  oder  auch  alle  be- 
lastet, eo  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  42  bei  dem  iu  drei 
Punkten  gelagerte^  Balken,  dessen  beide  Balkenfelder  belastet  sind, 
verfahren  werden.  Ein  derartiges  Verfahren  wird  jedoch  um  eo  um- 
ständlicher, je  mehr  Balkenfelder  belastet  Bind.  Statt  dessen  kann, 
wenn  n  Balkenfelder  belastet  sind,  die  Momentenfläche  des  gegebenen 
durchlaufenden  Trägers  auch  hergestellt  werden  aus  n  Momentenflächen 
desselben  durchlaufenden  Trägers,  wobei  jedesmal  nur  das  eine  Feld 
durch  die  gegebenen  Kräfte  belastet  vorausgeBetzt  wird.  Um  eine 
derartige  umständliche  Methode  zu  vermeiden,  wird  von  0.  Mohr  die 
Berechnung  der  Stützmomente  empfohlen,  durch  deren  Kenntnis  dann 
die  Konstruktion  der  Momentenfläche  ermögUcht  ist.  Es  soll  jedoch 
hierauf  nicht  eingegangen  werden.^) 

§.  44.    Weitere  Methode  für  die  graphisohe  TTntersuoliiuig  des 
dnrohlaufendea  Trägers. 
Eine   weitere  Methode  für  den   durchlaufenden  Träger  wird   er- 
halten, indem  dessen  Untersuchung  auf  eine  mehrfache  Untersuchung 
eines  Balkens  zurückgeführt  wird,   der  nur  iu  zwei  Punkten  gelagert 

1}  Zeittchritt  d.  Aich.-  n,  Ing.-Ver.  zu  Hannover.  11  (1868)  p.  19  und  0.  M  ohi 

„Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Technischen  Mechanik"  (Berlin  1906). 
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ist,  und  fSr  den  sich  daher  die  Momentenfläche  wie  die  elastische 
Linie  sofort  angeben  läßt.  Hierbei  ist  es  erforderlich,  bei  einem  Trager, 
der  in  «-Punkten  gelagert  ist,  n  —  1  mal  einen  in  zwei  Punkten  ge- 
If^erten  Balken  zu  untersuchen. *)  Die  Methode  möge  zunächst  bei 
einem  in  drei  Punkten  gelagerten  Balken  entwickelt  werden. 

Es  Bei  ein  Trs^er  in  drei  Punkten  A,  B,  ('  geistert,  wobei  die 
Kräfte  vollkommen  beliebige  sein  dürfen,  also  aus  Einzellasten,  wie 
kontinuierlichen  Lasten  bestehen  und  auch  sämtliche  Balkenfelder 
belasten  können.  Ebenso  sei  keine  Voraussetzung  bezüglich  der  Stellung 
der  Lf^er  gemacht.  Es  kann  daher  auch  sein,  daß  sich  der  Träger 
noch  Über  die  L^er  hinaus  fortsetzt,  und  daß  Ki^fte  auch  außerhalb 
der  Lager  vorhanden  sind. 

Wäre  der  Balken  nur  in  den  beiden  Punkten  A  und  S  gel^ert^ 
so  würde  sich  unter  der  Voraussetzung,  daß  sämtliche  gegebenen  Kiifte 
auf  diesen  Balken  wirken  sollen,  ein  gewisses  Biegnngsmoment  Jfj 
ergeben,  fär  welches  sich  die  Momentenääche  sofort  zeichnen  lä£t. 

Das  hinzutretende  Li^er  C  ruft  eine  Lagerreaktioa  B^  hervor. 
Dieselbe  bedingt  ein  Biegungsmoment  M',  das  übereinstimmt  mit  dem 
Biegnngsmoment  des  in  den  Punkten  A  und  B  geleerten  Balkens, 
falls  auf  denselben  außer  der  in  dem  Punkte  0  angreifenden  Kraft  H^ 
keine  Kräfte  wirkten.  Wäre  die  Reaktion  B^  bekannt,  so  würde  dieses 
Biegungsmoment  M'  bestimmt  sein  und  ebenso  die  dieses  Biegungs- 
moment darstellende  Momentenfläche.  Diese  Momentenfläche  ist  hierbei 
durch  ein  Dreieck  gebildet,  dessen  Eckpunkte  in  den  Vertikalen  in 
A,B,  C  liegen. 

Wäre  üg  bekannt,  so  würde  das  Bi^^ngsmoment  des  in  A,  B,  C 
geli^erten  Trägers  werden 

M=M^  +  M'. 
Ebenso  würde  sich  die   Momentenflüche  des  durchlaufendeu  Trägers 
durch  eine  Addition  der  beiden  erhaltenen  Momentenflächen  eichen. 

Da  nun  Bg  nicht  bekannt  ist,  so  sei  an  die  Stelle  von  Bj  irgend 
eine  beliebig  gewählte  Kraft  Q  gesetzt  und  für  dieselbe  das  Biegungs- 
moment M^  und  die  Momentenfläche  bestimmt,  falls  der  Balken  wieder 
nur  in  den  beiden  Punkten  A  und  B  gelagert  angenommen  wird,  und 


1)  Diese  Methode  der  graphiscbeu  Uatortncbnug  des  duTchUufenden  Trägeis 
ist  TOD  dem  Verfasser  seit  etwa  IG  Jahren  in  Beinen  Yorlesungea  »n  der  Tech- 
nixchen  HochBchoIe  iu  Darmatadt  vorgetragen  worden.  Zeitechr.  f.  Aich.  and 
Ingeniearw.  Hannover  (1910)  p.  218.  Die  Methode  ist  nicht  kürzer  als  die  voa 
O.  Mohr;  eifoidert  aber  weniger  Überlegungen.  Infolge  davon  wird  von  den 
Studierenden  gern  mit  dieser  Methode  gearbeitet 
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faHs  auf  den  Balken  außer  der  Eiaft  Q,  die  in  C  angreift,  keine  weitere 
£raft  wirkt.    Es  ist  dann  jedenfalls 

Q  "  3f  ,  ■ 

Wird  daher  das   nnbekannte  Verhältius  der  Kräfte  R^  ood  Q  mit  l 
eingefSlut: 

Q       '■' 
so  folgt: 

Das  BiegUQgsmoment  des  durchlaufenden  TriLgers  läßt  sich  somit 
in  der  Form  darstellen: 

(1)  M=M^  +  XM,. 

Die  Untersuchung  wird  auf  die  Bestimmung  des  MultiplikatorB  X 
Termittels  der  elastischen  Linie  hinauslaufen.  Ist  X  gefunden,  so 
würde  damit  das  Bi^ungsmoment  des  durchlaufenden  Tibers  be- 
stimmt sein.  Sind  andererseits  die  beiden,  die  Momente  M^  und  Mf 
darstellenden,  Momentenflächen  gezeichnet,  wobei  beide  Uale  derselbe 
Polabstand  zu  wählen  ist,  so  würde  sich  die  Momeatenfiache  des 
durchlaufenden  Trägers  ergeben,  indem  die  zweite  MomentenMche 
noch  Multiplikation  mit  X,  bzw.  nach  entsprechender  proportionaler 
Yei^rößerung  oder  Terkleinerung  der  ereten  Momentenfläche  hinzu- 
gefügt wird. 

Bei  Einsetzung  des  Wertes  von  M  ergibt  sich  fßr  die  elastische 
Linie  die  Gleichimg: 

(2)  JE^^^=~(M,  +  XM,). 


■  ^^i), 


Dieee  Gleichungen  (4a)  und  (4b)  stellen  wieder  elaatische  Linien 
dar,  und  zwar  ist  y^^  die  Ordinate  der  elastischen  Linie  ffir  den  nur 
in   den   Punkten  A  und  B  gelagerten  Balken,   wenn   auf   denselben 
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sämtliclie  gegebenen  Kräfte  wirken.  Andererseits  ist  y^  die  Ordinate 
der  elastischen  Linie  für  den  eben&lls  nur  in  den  beiden  Pnnkten  A 
nnd  B  gelagerten  Balken,  falls  aof  denselben  nnr  im  Punkte  C  die 
gegebene  Kraft  Q  wirkt.  Sind  daher  fi  nnd  f,  die  Einsenkungen,  die 
sich  in  diesen  beiden  FäJlen  des  in  A  und  B  geleerten  Balkens  im 
Punkte  C  ei^ben  haben,  so  wird 

f.  +  V, 

die  Einsenkung  des  in  A  and  B  geleerten  Balkens  und  zwar  im 
Punkte  C  sein,  wenn  auf  diesen  Balken  außer  sämtlichen  gegebenen 
Kräften  im  Punkte  C  noch  eine  Kraft  A  Q  wirkt  Da  aber  der  Punkt 
C  ein  Lagerpunkt  ist,  also  in  demselben  keine  Einsenkung  vorhanden 
sein  darf,  so  folgt 

f,  +  V,-0 
und  damit 

(5)  '--?;-  ■ 

wodurch  der  gesuchte  Multiplikator  X  bestimmt  ist.  Um  daher  den 
Multiplikator  X  zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich,  das  Yertiältnis  der 
beiden  Einsenkungen  f^  und  /",  zu  findeiL 

Zur  Bestimmung  der  MomentenBäcbe  eines  in  drei  Punkten  A, 
B,  G  gelagerten  durchlaufenden  Tragers  sind  somit  folgende  Konstrak- 
tionen  durchzufahren: 

1)  Es  ist  die  Momentenftäcfie  eines  in  A  und  B  ffda^erten  BtUkens 
eu  zeichnen,  wenn  auf  denselben  sämäiche  gegätenen  Kräfte  wirkat. 
Aus  derselben  ist  dann,  indem  die  eimelnen  dwch  die  Vertikalen  in 
de»  drei  Pun/cten  A,  B,  C  bestimmten  Flächen  durch  Kräfte  ersetzt 
werden,  die  proportion(ü  diesen  Flächen  sind  und  in  den  vertikalen 
Schwerlinien  liegen,  ein  ztoeites  Seüpolygon  hereuleiien,  waches  die  Ein- 
senkang  /i  im  Punkte  G  liefert. 

2)  Es  ist  die  Momentenftäche  eines  in  A  vnd  B  gdagerien  Baücens 
zu  zeichtten,  wenn  auf  denselben  nur  eine  im  Punkte  G  angreifende 
Kraft  Q,  die  bdiebig  gewählt  werden  darf,  wirkt.  Ata  ders^>eH  ist 
dann,  indem  die  einzänen  durch  die  Vertikalen  in  den  drei  Punkten  A. 
B,  G  bestimmten  Flächen  durch  Kräfte  ersetzt  werden,  die  proportional 
diesen  Flächen  sind  und  in  den  vertik(üen  Schwerlinien  liegen,  ein 
zweites  Seilpolygon  hereideiten,  welches  die  Einsenkung  /",  im  Punkte  C 
liefert. 

Hierbei  sind  beim  Zeichnen  der  beiden  Momentenflächen  die- 
selben Polabstände  h  zu  wählen.  Damit  femer  die  Strecken  /",  nnd 
/j  sich  in  demselben  YergröfferungSTerlÜLltuis  ergeben,  ist  es  eiforder- 
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lieh,  daß  bei  Ereetzung  der  einzelnen  Teile  der  beiden  Momenten- 
ttöchen  dnrcb  Kräfte,  die  in  den  vertikalen  Scbwerlinien  liegen,  beide 
Yale  die  einzelnen  Teile  in  Rechtecke  bzw.  Dreiecke  mit  derselben 
Oiundlinie  verwandelt  werden,  wobei  dann  die  erhaltenen  Höhen  als 
die  Kräfte  eiozofuhren  wären.  Außerdem  ist  bei  dem  Zeichnen  der 
beiden  zweiten  Seilpolygone  derselbe  Polabstand  zu  wählen. 

3)  NaeJi  Bestimmung  des  VerhäUnisses  ^'  ist  die  für  die  Kraft  Q 
erhaitene  MomentenfUithe  diesem  Verhältnis  entsprechend  proportional  «w 
vergrößern  bzw.  eu  verkleinem  and  dann  von  der  ersten  Momenten- 
flädie  durA  Ävfeinanderlegen  dieser  beiden  Flädien  abeusiehen  (bzw. 
m  dersäben  zu  addieren,  falls   '  negativ  werden  sollie). 

Ist  auf  diese  Weise  die  Momentenöäche  fQr  den  durchlaufenden 
Träger  gefunden,  so 
ergeben  sich  die 
drei  Lagerreaktio- 
nen, indem  zn  die- 
ser Uomentenääche 
ein  zugehSrendes 
Kräftepolygon  ge- 
zeichnet wird. 


A~ 


"TT" 

FJg.  14£. 


In  F^;.  143  und  Fig.  144  ist  die  Konstruktion  durchgefOhrt  für 
einen  durchlaufenden  Träger,  der  in  drei  Funkten  A,  B,  C  geliert 
ist,  und  auf  den  zwei  Kräfte  P,  und  P,  wirken  (Fig.  142). 

In  Fig.  143  ist  unter  Weglassung  des  Lagers  G  der  in  den  bei- 
den Punkten  A  und  B  geli^erte  Balken  untersucht,  auf  den  die  bei- 
den Kräfte  P,  und  Pj  wirken.  In  dem  gezeichneten  KrSftepolygon, 
dessen  Fol  0  den  Polabstand  h  hat,  sind  die  beiden  Kräfte  P,  und 
P,  dargestellt  durch  die  Strecken: 

Pi  =  Öl,     P,  -  12. 

Die  sich  ergebende  Momentenöäche  ist  durch  das  Seilpolygon 
A^A^AfBj  und  durch  die  Schlufilinie  A^Bi  begrenzt.  Da  die  Ein- 
seukung  der  elastischen  Linie  in  dem  Funkte  C  zu  bestimmen  ist,  so 
ist  die  Momentenfiäche  durch  die  Vertikale  in  C  in  die  beiden  Flä^ 
eben  AiA^CfCj  und  C^CfA^Bi  zerl^t,  deren  Schwerpunkt«  S^  und 
Sf  sind.  In  diesen  beiden  Schwerpunkten  sind  Kräfte  anzunehmen, 
die  diesen  beiden  Flächen  proportional  sind,  und  dann  ist  für  die- 
selbea  das  Seilpolygon  (das  zweite  Seilpolygon)  zu  ziehen.  Es  sind 
demgemäß    diese    beiden   Flächen    in   Dreiecke    verwandelt    mit    der 


Grundlinie 
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{tme  Beqnemliclikeitsgräiiden  ist  in  dea  Figurea  der  {*imkt  C  ia  der 
Mitte  der  Strecke  AS  angenommen)  und  dann  die  Höhen  der  Drei- 
ecke als  Kräfte  eingeführt.  Das  fSr  einen  Polalratand  S  gezeichnete 
SeilpoljgoD  ist  Ä^A^A^Bi.  Da  in  den  beiden  Punkten  A  und  S 
keine  Einsenkungen  vorhanden  sind,   so   sind  die  auf  den  äufiersten 


r, 

F, 

A 

C                        ..                   B 

A 

A 

Seiten  des  Seilpolygones  und  in  denselben  Vertikalen  wie  A  ond  S 
liegenden  Funkte  A^'  und  B^'  miteinander  zu  verbinden.  Die  durch 
den  Punkt  C  gehende  Vertikale  schneidet  aus  der  so  erhaltenen  Fläche 
die  Einsenkung  f^  der  elastischen  Linie  im  Punkte  C,  wie  sich  dieselbe 
bei  Weglassung  des  L^ers  in  C  eichen  würde  und  bei  den  betref- 
fenden Maßstäben. 

In  Fig.  144  ist  die  Untersuchung  für  den  in  A  und  B  gelag6rt«L 
kalken  durchgeführt,  wenn  auf  denselben  nur  im  Funkte  C  eine  Kraft 
Q  wirkt,  deren  Größe  in  dem  in  Fig.  144  gezeichneten  Kräflepolygou 
durch  die  Strecke  Ol  bestimmt  ist: 


=  01. 


>y  Google 


§  44.   Weitere  Methode  für  die  grsph.  Unt«reacliuiig  d.  dorchl.  Trfigert.     267 

Unter  Benntzung  dessellMn  Polabstandee  h  vie  in  Fig.  143  int  in 
Fig.  144  Ar  die  Kraft  Q  die  Momentenfläche  A^A^B^  gezeichnet,  die 
ans  einem  Dreieck  besteht  und  im  Punkte  G  eine  HShe  « 


besitzt.  In  den  Schwerpunkten  S^  and  S^  der  beiden  Dreiecksflachen 
AyA^Gi  und  C^A^B^  in  Fig.  144  sind  wieder  Eröfte  einzufahren, 
welche  den  Inhalten  proportional  sind,  wobei  jedoch  derselbe  Mafistab 
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einzulialteQ  ist,  wie  in  Fig.  143.  Da  in  Fig.  143  die  FUichea  in  Drei- 
ecke Terwandeli  sind  mit  der  Grundlinie 

9~AC, 
während  die  Höhen  aU  EiiUte  eingeführt  sind,   ho   können  jetst  in 
Fig.  144  in  Berfickaichtigong,  daß 

AC-CB, 
diese  beiden  Enfte  in  der  Größe  m  gewählt  werdeiL  FOr  diese  beiden 
Kräfte  Ton  der  Größe  t»   ist   dann   unter  Benntzong   desselben  Pol- 
abstandes  H  das  zweite  Seilpolygon  AiA^A^B^  in  Fig.  144  gezeichnet. 
Durch  dasselbe  ist  die  Eiuaenkung  /j  im  Punkte  C  gefunden. 

Nun  ist  die  Momentenfläche  A^A^B^  in  Fig.  144  mit  dem  Multi- 
plikator -1  za  multiplizieren.  Eb  ist  daher  diese  Dreiecksöäche  A^A^B^ 
nur  so  zu  ändern,  daß  dieselbe  in  der  Vertikalen  C  eine  Höhe 
«  =  {;■»» 

erlmlt.  Die  Größe  der  Strecke  u  ist  durch  die  Hilfskons troktion 
(Fig.  144a}  bestimmt.     Indem  dann 

gemacht  ist,  hat  sich  so  in  Fig.  144  die  Momenteofläche  A^C'B^  er- 
geben. Diese  in  Ftg.  144  erhaltene  Momentenfläche  ist  TOn  der  in 
Fig.  143  erhaltenen  Momentenfläche  abzuziehen,  was  in  Fig.  143 
durch  Aufeinanderlegen  dieser  beiden  Flächen  geschehen  ist.  Es  hat 
daher  in  Fig.  143  die  Strecke  C^^C'  ebenfalls  die  Größe  «.  Auf  diese 
Weise  hat  sich  in  Fig.  143  die  durch  SchrafFur  kenntlich  gemachte 
Fläche  als  die  gesuchte  Momentenfläcbe  des  in  J,  2J,  C7  geleerten 
durchlaufenden  Tri^ers  ei^beo. 

Um  dann,  nachdem  so  in  Fig.  143  die  Momentenfläche  für  den 
durchlaufenden  Träger  gefunden  ist,  die  Reaktionen  in  den  drei  Lager- 
punkten  zu  erhalten,  Ist  ra  nur  erforderlich,  zu  den  beiden  Geraden 
C'B^  nnd  A^C  in  Fig.  143  die  parallelen  Pobtrahlen  zu  ziehen: 

04    C'B,.     OblA^C. 
Dann  ist  in  Fig.  143: 

die  Lagerreaktion  in  ^:  ü^  =  50, 

die  Lagerreaktion  m  B;  B^  —  24, 

die  Lagerreaktion  in  C:  Ü,  —  45. 
Werden  bei  einem   in  drei  Punkten  A,  B,  C  geleerten  Träger 
zwei  der  Lager  zusammengerückt,  so  daß  der  Träger  in  einem  £nd- 
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paukte  A  emgemauert  nnd  in  einem  weiteren  Punkte  ß  geleert  ist, 
so  würde  in  entsprechender  Weise  za  Terfahren  sein.  Am  zweck- 
mäßigsten ist  es  hierbei  die  Einmauening  l>eiznbelialt«ii  nnd  die  Be- 
stimmung der  Momentenääche  des  durchlaufenden  Trägers  zorückzn- 
fOhreu  auf  eine  zweimalige  Untersuchung  eines  Balkens,  der  in  A 
eingemauert  isL     Es  würde  dann  zu  bestimmen  sein: 

1)  die  Momentenääche  und  die  Einsenkung  fi  im  Punkte  B,  wenn 
der  Balken,  auf  den  sämtliche  Kräfte  wirken,  im  Punkte  A  eingemauert 
ist,  während  das  Lager  bei  B  in  Wegfall  kommt; 

3)  die  Momentenfläche  und  die  Einsenkung  f^  im  Punkte  B,  wenn 
der  Balken  in  A  eingemauert  ist  und  auf  denselben  nur  eine  einzige 
Kraft  Q  im  Punkte  B  wirkt,  die  beliebig  gewählt  werden  darf. 

Aus  den  so  erhaltenen  beiden  Momentenflächen  und  den  beiden 
Einsenkungen  f^  und  /j  kann  dann  die  Momentenfläche  des  gegebenen 
durchlaufenden  Trii^ere  bestimmt  werden. 

Träger  avf  vUr  Lagern.     Ist  ein  durchlaufender  Träger  in  Tier 
Punkten  A,  S,  C,  D  gelagert,   so  läSt  sich   in   gleicher  Weise   das 
Biegungsmoment  M  des   durchlaufenden  Trt^ers   in   der  Form    dar- 
stellen: 
(6)      ■  Jlf=  Jf, +  XJtf,  +  MJtf„ 

wo  Jtf,  das  Biegungsmoment  eines  nur  in  den  beiden  Punkten  A  und 
B  gelagerten  Balkens  ist,  auf  den  jedoch  sämtliche  gegebenen  Kräfte 
wirken, 

wo  Mf  das  Biegungsmoment  eines  nur  in  den  beiden  Punkten  A  und 
B  gelagerten  Balkens  bedeutet,  auf  den  nur  im  Punkte  C  eine  be- 
liebig gewählte  Kraft  Q^  wirkt, 

und   wo  Mj   das  Biegungsmoment   eines   In   den   beiden  Punkten  A 
and  B  gelagerten  Balkens   ist,   auf  den  nur  in  dem  Punkte  D  eine 
SDgenommene  Kraft  Q,  wirkt^ 
während  l  und  n  unbestimmte  Multiplikatoren  bedeuten. 

Wird  der  für  das  Biegungsmoment  erhaltene  Wert  in  die  Glei- 
chung der  elastischen  Linie  eingesetzt,  so  folgt  die  Gleichung 

JB^,--  (M,  +  iM,  +  ^M,), 

welche  fSr  alle  Werte  Ton  i  und  (i  befriedigt  ist,  wenn 

J  -  K,  +  Ij,  +  /ij, 


und 
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jEp:  —  JH.. 

dx*  • 


Diese  drei  Gleichungen  sind  aber  die  Gleictungen  der  elaatiscben 
Linie  fQr  die  drei  obigen  Fälle  des  in  den  beiden  Ponkten  A  nnd  B 
gelagerten  Balkens. 

Sind  d^er  f^,  /j,  /j  die  ELnaenkungen,  die  sich  in  diesen  drei 
Fällen  im  Punkte  C  ei^eben,  und  f^',  f^',  f^  in  derselben  Weise  die 
EinsenkoBgeu  im  Punkte  />,  so  würden  für  den  nur  in  A  und  B  ge- 
lagerten Balken,  aof  welchen  außer  den  aämtlicben  gegebenen  Kräften 
noch  im  Punkte  C  die  Kraft  ^  Q,  und  im  Punkte  2)  die  Kraft  (t  Q,  wirkt, 
in  den  Punkten  C  und  D  nach  Gleichung  (7)  die  Einsenkongen  folgen: 

A  +  ^U  +  P/i 
und 

A'+W +(■/■.•• 

Da  aber  die  Punkte  C  und  D  L^erpuukte  sein  sollen,  eo  ei^ben 
sich  zwei  lineare  Gleichungen: 

^'  W+V.  +  rt'-o 

zur  Bestimmung  der  Multiplikatoren  k  und  fi.  Nach  Einsetsung  der 
fQr  X  und  fi  gefundenen  Werte  in  Gleichung  (6)  würde  das  Biegung»- 
moment  des  durchlaufenden  Triers,  der  in  den  vier  Punkten  A,  B, 
C,  D  gelagert  iBt,  bestimmt  sein. 

Soll  nun  der  in  vier  Punkten  gelagerte  durchlaufende  Träger 
graphisch  untersacht  werden,  so  würde  es  erforderlich  sein,  für  die 
drei  obigen  Fälle  eines  in  A  und  B  geleerten  Balkens  die  Uomenten- 
tlächen  und  ans  denselben  die  Einsenkungen  in  den  beiden  Punkten 
C  und  D  zu  bestimmen.  Bei  dem  Zeichnen  der  drei  Momentenäächen 
ist  derselbe  Polabstand  zu  nehmen,  femer  ist,  wie  bei  dem  in  drei 
Punkten  gelagerten  Balken,  dafür  zu  sorgen,  daß  die  Einsenkui^en 
sich  in  demselben  Maßstab  ergeben.  Ans  den  erhaltenen  Einsen- 
kungen folgen  zwei  lineare  Gleichungen  für  die  beiden  Faktoren,  mit 
denen  die  zweite  und  dritte  Momentenfläche  zu  multiplizieren  sind. 
Nach  graphischer  Ausrahrung  dieser  Multiplikationen,  wobei  natürlich 
auch  auf  das  Vorzeichen  der  Einsenkungen  zu  achten  ist,  ergibt  sich 
die  Momentenfläche  des  durchlaufenden  Trägers  durch  eine  graphisch 
ausgeftihrte  algebraische  Addition  der  drei  Momenteiiflächen. 

Daß  in  den  Gleichungen  (8),  in  denen  /",,  f^,  f^,  /",',  f^,  f^  Strecken 
bedeuten,    die    beiden   Yerhältnisae   Ton    Strecken   darstellenden    tJn- 
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bekannteo  l  und  (i  aach  grapliisch  gefundeD  werden  können,  bedarf 
keiner  weiteren  Ausführung.  Ist  so  für  den  dnrcklaafenden  Träger 
die  Momentenfläche  bestimmt,  so  ergeben  eich,  wie  bei  dem  in  drei 
Punkten  gelagerten  Träger,  die  Tier  Lagerreaktionen  durch  eine  ent- 
sprechende Verrollütändignng  des  Etäftepolygones. 

Der  besondere  Fall  der  beiderseitigen  Einmaaemng  er^bt  si'i^ 
nicht  so  einfach,  wie  bei  der  Methode  TOn  Mohr,  wenn  er  auch 
keine  weiteren  Schwierigkeiten  bereitet.  Am  zweckmäBi^ten  ist  es 
hier,  die  eine  Einmauernng  A  beizubehalten  und  die  Aufgabe  auf  eine 
dreimalige  Untersuchung  eines  nur  in  A  eingemauerten  Balkens  zurück- 
zufahren.   Dieses  kann  geschehen,  indem 

1)  ein  Balken  nntersncht  wird,  wenn  derselbe  in  A  eingemauert 
ist,  and  wran  auf  ihn  sämtliche  gegebenen  £räfte  wirken,' 

2)  ein  Balken  betrachtet  wird,  der  in  A  eingemauert  ist,  und  auf 
den  am  anderen  Ende  B  eine  gewählte  Kraft  Q  wirkt, 

3)  ein  in  A  eingemauerter  Balken  untersucht  wird,  auf  dessen 
Endpunkt  B  ein  Eräftepaar  mit  gegebenem  Momente  wirkt. 

Aus  den  Bedingungen,  daß  am  Endpunkte  S  einerseits  keine  Ein- 
senkung  vorhanden  ist,  andererseits  die  elastische  Linie  die  horizon- 
tale Tangente  haben  mnß,  ei^eben  sich  dann  wieder  zwei  lineare 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Multiplikatoren  l  und  /i. 

Träger  auf  beliäng  viden  Lagern.  Daß  die  hier  far  den  Fall  tou 
drei  und  vier  Lagern  gegebene  Methode  sofort  auf  eine  beliebige 
Zahl  von  Lagern  ausgedehnt  werden  kann,  igt  ohne  weiteres  ersicht- 
lich. Durch  dieselbe  wärde  in  dem  Falle  von  »  Lagern  die  Bestimmung 
der  Momentenfläche  des  durchlanfendeu   Trägers  zurückgefOhrt  sein: 

1)  auf  eine  (m  —  l)-malige  Unterauchnng  eines  Balkens,  der  nur 
in  zwei  Punkten  gelagert  ist, 

2)  auf  die  AnflÖBnng  eines  Systemes  von  (n  —  2)  linearen  Glei- 
chungen mit  (n  —  2)  Unbekannten. 

Femer  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  die  hier  für  die  graphische 
Uniersuchuty  des  durcfdaufenden  Trägers  gegebene  Methode  in  derselben 
Weise  auch  zur  analytischen  Untersuchung  desseß)en  verwandt  wer- 
den kann. 
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Zehntes   Kapitel. 

Tbetiie  nnd  Koi8tnkti«n  der  TrigkeitsatBCMte. 

§  45.     Deflnitioa  der  höheren  Komente,  Trigheitemomente  und 
Zentrifagalmom  ente. 
G^^nfiber  den  statischen  Momenten,  die  auf  lineare  Ausdrücke 
2,'Pr 
fahren,  werden  Aasdrücke  von  der  Form 

in  denen  F  gegebene  Koeffizienten,  {,,£,,...  die  Entfemnngen  ge- 
gebener Punkte  A  ron  bekannten  Ebenen  E,,  E,,  ...  bedeuten,  ale 
Itokere  Momente  bezeichnet.     Die  Summe  der  Exponenten 

«1  +  Mj  +  ■  ■  • 
wird  der  Grad  des  höheren  Momentes  genanni 

Unter  diesen  Momenten  höherer  Orade  sind  es  wesentUch  die 
Momente  tweiten  Grades,  die  in  der  Mechanik  eine  Rolle  spielen. 
Die  Koeffizienten  P  sind  hierbei  die  Massenfaktoren  der  Funkte  A, 
hzw.  lassen  sich  auf  dieselben  zurfickffihren.  Sind  demgemäß  S|  uiid  i}, 
die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  A^,  deren  Massen  m,  sind,  von 
zwei  angenommeneu  Ebenen  E  und  F,  so  würde  es  sich  um  AnsdrOcke 
Ton  der  Form  handeln: 

^^,V>     ^*^iVi'>     ^t>*iitVi- 
Der  Ausdruck 

wird  das  Trägheitsmmnetit  <fer  Massen  m,  für  die  Ebene  E  genannt, 
der  Ausdruck 

in  welchem  die  Abstände  der  Punkte  Ai  von  den  beidetn  Ebenen  E 
und  F  Torkommen,  das  ZentrifugcUmoment  der  Massen  mißrdie  Ebenen 
E  tmd  F.  Fallen  die  beiden  Ebenen  E  und  F  zusammen,  so  geht 
das  Zentrifugalmoment  in  ein  Trägheitsmoment  über. 

Es  seien  x„  y,,  ir,.  die  rechtwinkUgen  Koordinaten  des  Punktes  A^ 
mit  der  Masse  m^.    Dann  ist  hiernach 

das  Tr^beitsmoment  der  Massen  m.'fÜr  die  Ebene  x  —  d  und  ebenso 
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dasjenige  für  die  Ebeoe  y  —  0.  Durch  Addition  ej^ibt  sich  der 
A  usdrack 

bei  welchem  die  Hassen  m^  der  einzelnen  Pirnkte  A,  nicht  mit  den 
Quadraten  der  Entfernungen  von  einer  Ebene,  sondern  mit  den  Quadraten 
der  EntfemuBgen  von  einer  Geraden,  nämlich  hier  der  x-Achse,  mul- 
tipliziert sind.  Ein  solcher  Ausdruck  wird  als  TrÖgheiismommt  der 
gegebenen  Masse  für  die  betreffende  Gerade  als  TrÖgkeitsadise  bezeichnet. 
Das  Ti^heitsmoment  tüi  eine  Achse  läflt  sich  aus  den  Trägheits- 
momenten fSr  Ebenen  zusammensetzen.  Umgekehrt  kann  das  Träg- 
heitsmoment für  eine  Ebene  aus  denjenigen  itlr  Achsen  erhalten  werden. 
Sind  z.  B. 

die  Ti^heitsmomente  fQr  die  drei  Koordinatenachsen,  so  wird  der 
Ansdmck 

1.  [_  j^  +  j^  +  J^]  =  ^m^  Xf' 

das  Tr^heitsmoment  fBr  die  Ebene  a;  —  0  darstellen.  Den  Bedürf- 
nissen der  Mechanik  entsprechend  genflgt  es  Trägheitsrnoniente  fQr 
Achsen  zu  untersnchea. 

In  der  graphischen  Statik  handelt  es  sich  wesentlich  um  Massen, 
die  alle  in  einer  Ebene  liegen,  und  sodann  um  Trägheitsachsen,  die 
entweder  in  dieser  Ebene  liegen  oder  senkrecht  zu  derselben  stehen. 
Ks  gentigt  daher,  solche  Trägheitsmomente  zu  betrachten.  Die  Träg- 
heitsmomente l^r  Achsen,  die  in  der  Ebene  der  Maseenpunkte  liegen, 
werden  äquatoriale  Trägheitsmomente  genannt,  dagegen  werden  die 
Ti^heitamomente  fSr  Achsen,  die  senkrecht  zur  Ebene  der  Massen- 
pnnkte  stehen,  als  polare  TrägheUsmomente  bezeichnet. 

Die  Ebene  ^  —  0  werde  in  die  Ebene  der  Massenpunkte  gel^t 
und  die  Achse  des  polaren  Trägheitsmomentes  J  zur  ^-Achse  des 
Koordinatensyatemes  gemacht    Dann  ist: 

■r,-2'r>,{',' +  !/,')■ 
ITun  sind  aber 

J^  =■  ^m^y^* 
nnd 
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die  äquatorialen  TrägheitBrnomente  der  in  der  Ebene  <  ^  0  befindlichen 
Hasse  för  die  EoordinatenacbBen  der  X  und  y  als  Tt^beitsacbsen. 
Daher  ist 

'fp  =  '^,  +  ^r 
d.  h.  dos  iKtZore  Trägheitsmoment  ist  gleich  der  Summe  gtoeier  aqua- 
tori{üen   TrägheOsmomente  und  euar  für   iwei  aufeinander  smkreeht 
stehende   Achsen,    wdche   die    Achse    des  polaren   Trägheitsmomentes 
sehneideti. 

Durch  diesen  Satz  sind  die  polaren  Trägheitemomente  auf  äqua- 
toriale zurQckgefDhrt  und  bedOrfen  d^er  keiner  weiteren  Behandlung. 

Eine  graphische  Darstellung  des  TriigheitsmomenteB,  bei  welcher 
dasselbe  durch  eine  Strecke  dai^estellt  ist,  wird  erhalten,  wenn  nach 
der  Entfernung  i  von  der  Trägbeitaachse  gefragt  wird,  in  welcher  die 
ganze  Masse  vereinigt  anzunehmen  ist,  damit  dieselbe  das  nämliche 
Trägheitsmoment  liefert.  Die  Entfernung  i  wird  der  Trägheitsradius 
oder  der  Trägfieüshalbmesser  für  die  betreffende  Trägheitsachse  genannt. 
Ist  J^  das  Trägheitsmoment  des  gegebenen  Massensystemes  für  eine 
Gerade  g  als  Tt^heitsachee,  so  ergibt  sich  der  Tti^heitsradius  t^  der 
Masse  fOr  diese  Achse  g  durch  die  Gleichung 

wenn 

die  gesamte  Masse  ist     Es  folgt  somit: 


-Vi 


Meistens,  und  zwar  insbesondere  in  der  Festigkeitslehre,  handelt 
es  sich  nicht  um  die  Trägheits-  und  Zentrilugalmomente  Ton  einzelnen 
Maasenpunkten,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  um  die  Trägheits- 
und Zentrifugalmomente  von  ebenen  Flächenstücken,  somit  via  Äns- 
drOoke  Ton  der  Form: 

fifäf,  fy'df,  fxydf, 
wo  df  das  Flächen element  des  betreffenden  FlächenstQckes  bedeutet. 
Derartige  Trägheits-  und  Zentrifugahnomente  von  Flächen  lassen  sich 
sofort  auf  solche  von  Massen  zurückfahren,  indem  das  FBchenstflck 
gleichmäßig  mit  Masse  belegt  gedacht  wird  und  zwar  die  F^cheneinheit 
mit  der  Masse  1.  Ist  dann  das  Tr^heitsmoment  J^  des  Flächenstackes 
far  die  Achse  g  gefunden,  so  ergibt  sieh  der  Tr^heitaradius  i^  durch 
die  Gleichung: 
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§  46.  Eonstrnktfoii  des  TifigheltsinomenteB  and  des  ZentzifagRl- 
momenteK  darob.  das  SellpolTgon. 

Die  graphiBclie  Bestimmtuig  der  höheren  Momeote  und  insbesoiidere 
der  Trägheitsmomente  wird  von  Gulmann  auf  eine  mehrfache  Be- 
stimmung von  statiecheo  Momenten  zurUckgefQhrt  und  so  durch  das 
Seüpoljgon  bewerkstelligt 

Ist  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  von  Massenpunkten  zu 
finden,  so  handelt  es  sich  um  die  Konstruktion  eines  Ausdruckes 

wo  tn,  die  Massen  der  einzelnen  Punkte  Äf  und  r^  die  Entfernungen 
der  Punkte  A^  von  der  angenommenen  Trägheitaacbse  sind.    Die  S 


EbeDefvoraa^esetzt;, 
in  der  auch  di«  Tri^- 
heitsachse^li^^  Fer- 
ner sei  zunächst  ange-  ^x  T  9^' 
nommen,  daß  diese 
Hassen  auf  derselben 
Seite  der  Trägheits- 
ach se  liegen. 

Es  seien  die  Mas- 
sen IM,-  durch  propor- 
tionale gleich  gerich- 
tete nnd  zur  Träg- 
heitsachse parallele 
Kräfte  bzw.  durch 
Strecken  ersetzt,  die 
in  den  Punkten  A, 
angreifen  und  parallel 
zu  der  angenommenen  "*'  "*' 

Tr^heitsachse  sind,  sowie  die  nämliche  Richtung  besitzen.  Dann 
lassen  sich  die  einzelnen  Ausdrücke 

auflassen  als  die  statischen  Momente  dieser  Kraft«  m^  för  irgend  einen 
Punkt  0  der  Trägheitsachse  als  Drehpunkt  Daher  können  diese 
Ausdrücke  durch  die  für  statische  Momente  gegebene  Methode  des  Sei)- 
polygones  bestimmt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  sei  für  die  zu  g  parallelen 
und  in  den  Punkten  A^  angreifenden  Kräfte  m,-  das  Kräfte-  und  Seil- 
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polygen  gezeichnet.  Die  anfeiuander  folgenden  Seiten  des  Seilpolygones 
schneiden  dann  aus  der  Trägheitsachee  g  die  anf  die  Basis  h  reduzierten 
Momente  Pt  der  Kräfte  m^  atu,  wenn  A  den  gewählten  Polabstand 
bezeichnet.  Sind  h^,  \,  h^, .  ■  ■  die  Schnittpunkte  der  aufeinander 
folgenden  Seiten  des  Seilpolygones  mit  der  Trägheitsachse  g  (Fig.  145), 
BO  ist 

i^i  —  ^^s»      Pi"  ^i^t'  ■  ■ 
und 

m,r,-j>,A,       m,r,-ftÄ,... 
bzw.  allgemein 

m^r^  —  Pfh, 

so  daß  eich  bei  Einsetzung  in  die  Formel  fQr  das  Trägheitsmoment 
ergibt: 

(2)  J.-^Sl,',- 
Nun  können  die  Äusdritcke 

abermals  als  statieche  Momente  aufgefaßt  werden  und  zwar  als  die 
statischen  Mofnente  von  Kräften  p^,  die  von  dem  Drehpunkte  0  die 
Entfernungen  r^  haben.  Die  Kräfte  p^  dUrfen  somit,  wie  die  Krä^ 
»tj,  in  den  Punkten  A^  angreifend  nnd  parallel  zur  Tr^heitsachse  g 
in  derselben  Kichtnog  angenommen  werden,  so  daß  die  Wirkongslinien 
der  Kräfte  ntf  wieder  zor  Verwendung  kommen.  Dann  sind  p,r,  die 
Momente  dieser  Kräfte  p^  fQr  einen  Pnnkt  von  g  als  Drehpunkt  nnd 

würde  das  Moment  der  Resultante  aUer  dieser  Kräfte  p^  sein. 

Diese  Kräfte  p,  sind  durch  Kräfte-  und  Seilpolygon  zu  vereinigen. 
Das  Kräft«polygon  aber  ist  durch  die  in  g  gefundenen  Punkte 
I>j,  {>j,  6,, . . .  schon  gegeben,  so  daß  es  nur  notwendig  ist,  fQr  das 
durch  diese  Punkte  bestimmte  Kräftepolygon  nach  Annahme  eines 
Poles  C,  der  von  g  den  Abstand  h'  haben  möge,  und  unter  Benutzung 
der  früheren  Wirkungslinien  der  Kräfte  ein  Seilpolygon  zu  zeichnen 
(Fig.  145).  Sind  Ä  und  B  die  Schnittpunkte  der  äußersten  Seiten 
dieses  Seilpolygones  mit  der  Tr^heitsachse  g,  so  ist  AB  das  auf  die 
Basis  /('  reduzierte  Moment  der  Resultante  der  Kräfte  Pt  und  daher 
2piri~ÄBV. 

Das  gesuchte  Trägheitsmoment  wird  somit 

(3)  J^=hKA'B. 

Hiermit   ist  das  Trägheitemoment   des  Massensystems   nach  Er* 
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Setzung  der  Massen  durch  proportionale  Strecken  als  das  Prodnkt  von 
drei  Strecken  gefanden. 

Hüidelt  ea  sich  dann  um  den  Tr^heitsradins  t,,  so  ist  J^  anf 
die  Form  zu  bringen 

wo 

FOr  den  Trägheiteradios  »^  folgt  somit  die  Gleichung 

aus  welcher  i^  leicht  graphisch  gefunden  werden  kann.    Wird  z.  B. 

V  =  3f 
gewählt,  eo  ist 

d.  h.  es  ist  der  Trägheitsradius  i  die  Seite  eines  Qttadraies,  das  dem 
Sediteek  _^ 

ASh 
inhaltsffleich  ist. 

In  der  vorstehenden  Betrachtung,  wie  in  Fig.  146,  ist  zunächst 
Tomisgesetzt,  daß  'alle  Massenpunkte  Af  anf  derselben  Seite  der  Träg- 
heitsachse li^en.  Der  allgemeine  Fall,  bei  dem  die  Punkte  Af  auf 
beide  Seiten  von  g  zu  liegen  kommen,  bedarf  noch  einiger  £r- 
läatemngen. 

Da  die  Gröfien  m,  infolge  ihrer  Bedeutung  als  Massenfaktoren 
positiT  sind,  so  ist  dieses  auch  mit  den  durch  die  Gleichungen 

bestimmten  Größen  p^  der  FbIL     Wenn  daher 

durch  das  Moment  der  Besultaute  aller  Kräfte  p,-  bestimmt  werden 
soll,  so  ist  es  so  einzurichten,  daß  die  Momente  aller  Kräfte  p^  für 
einen  Funkt  0  von  g  als  Drehpunkt  denselben  Drehungssinn  erhalten. 
Dieses  ist  der  Fall,  wenn  diejenigen  KräfU  p^,  die  rechts  von  g  liegen, 
wohl  unter  sich  dieselbe  Richtung  haben,  aber  die  entgegengesetzte 
von  denjenigen  Kräften,  die  links  von  g  liegen.  Der  eich  hieraus 
«gebenden  Bedingung  hat  das  fQr  die  Kräfte  p^  gezeichnete  Kräfte- 
polygon &,,  bf,...  zu  genflgen. 

Werden  nun  die  Kräfte  m,  alle  in  derselben  Richtung  und  parallel 
zu  g  angenommen,  so  erhalten  fQr  einen  Punkt  von  g  als  Drehpunkt 
die  Momente  der  Kräfte  rechts  von  g  das  en^gengesetzte  Voizeichen 
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wie  die  Momente  der  Kräfte  linka  von  g.  Infolge  davon  werden  die 
aus  den  rechtsliegenden  Kräften  m,  sich  in  g  ergebenden  Strecken  p^ 
die  entgegengesetzte  RichtuDg  bekommen  von  denjenigen  Strecken 
p^,  die  sieh  auf  g  ans  den  linksliegenden  Kr&ften  »i{  ergeben.  Die 
«üi  g  durch  die  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  d^  zuerst  erhaltenen' 
.  liefern  somit  schon  das 
Kräftepoljgon      der 


SeilpoljgoneB  gefundenen  Punkte  l 


Kräfte  p,  unter  der 
erhaltenen  Bedin- 
gung, daß  die  rechts 
vonj^liegendenKr&fte 
p,  den  links  li^en- 
den  entgegengesetzt 
gerichtet  sein  sollen. 
Die  KonstmktioD  er- 
leidet somit  gar  keine 
Abänderung  dadurch, 
daß  dieMassenp  unkte 
auf  beiden  Seiten  von 
^  liegen:  die  an  die 
Stolle  der  Massen  m^ 
gesetzten  ICräfle  sind 
stets  in  derselben 
Richtu  ng  und  parallel 
zur  Ti^gheitsachse 
einzuführen. 

In  Fig.  146  ist  die  Konstruktion  für  einen  solchen  Fall  durch- 
geführt. Die  beiden  Punkte  A^  nnd  A^  mit  den  Massen  m,  und  m^ 
liegen  links  von  der  Trägbeitsacfase  g,  die  beiden  Punkte  Ä^  und  A^ 
mit  den  Massen  m,  und  m^  rechts  von  g.  Das  Kräftepoljgon  ftir  die 
zu  g  parallelen  und  gleichgerichteten  Kräfte  m,  ist  0,  1,2,3,4,  wo 

Wil-Öl,       jMj=f2,       »is-=23,       ni^-34. 
Die  Schnittpunkte  der  aufeinander  folgenden  Seiten  des  Seilpolygones 
mit  der  Tri^heitsacbse  g  sind  i^,  fr,,  \,  \,  \,  wobei  sich  die  Strecken 

p,  ■-  6, 6,     und     Pt  —  6j  6» , 
welidie   die  Momente  der  links  von  g  liegenden   Strecken  darstellen, 
nach  aufwärts  gerichtet  ergeben  haben. 

Das  Kräftopolygon  6,,  6„  6,,  \,  h^,  ei^bt  för  C  als  Pol  und  für 
die    durch    A^,A^,A^,A^   gehenden   Wirkungslinien  der  Eiäite    ein 
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Seilpolygon,  deasea  äußerste  Seiteo   aoB  g  die  Pankte  A  xaA  B  aus- 
scheiden, and  es  ist  wieder 

Durch  die  TOrstehenden  Betrachtimgen  ist  die  Bestimmung  des 
Trägheitsmomentes  sof  die  Koustmktion  von  zwei  Seilpolygonen  zu- 
rachgeftlhrt. 

Wie  0.  Mohr  bemerkt  hat'),  läßt  eich  das  zweite  Seilpolygon 
ersparen,  bzw.  durch  die  Inhaltsbestimmung  eines  Flächenstflckes  er- 
sehen, was  auch  in  anderer  Weise  z.  B.  durch  das  Planimeter  ge- 
schehen kann.    Aus  Fig.  145  und  Fig.  146  folgt  nämlich: 


wo  <P  der  Inhalt  des  durch  das  Seäpolygon  und  die  Träghätsaehse  g 
hegremten  FlächenaUickes  ist,  und  zwar  würde  ^  in  Fig.  145  und 
Fig.  146  der  Inhalt  des  Flächenstückea  biBiB^B^B^b^bi  sein.  Es  ist 
somit 

Handelt  ee  sich  nm  den  Trägheitsradins  »^,  so  ist  es  nach  Mohr 
zweckmäßig 

zu  wählen.     Dann  wird 

(4)  J^^MO, 

also 

(B)  *-»/     und    i^  —  Y^. 

Der  Trägheitsradius  ist  die  Seite  eines  QuadrateSf  das  inhaUsgleich 
ekr  Fläche  4f  ist. 

Durch  das  nämliche  Seilpolygon  kann  anch  das  Trägheitsmoment 

1)  Zeituhr.  des  Azch.  n.  Ing.  zn  HannOTer  16  (1870)  p.  il.  Dm^kehrt 
kann  daher  auch  du  Seilpolygon  zur  Beatimmnng  des  Inhaltes  eines  FlB«hen- 
•Uckea  verwandt  werden.  Später  hat  Cnlmaan  geuigt  (Qt.  St.  8.  Aufl.  p.  Sl), 
daB  das  Seilpoljgon  als   Stunmationspolygon  sich  allgemein  zw  Eouatniktion 

einee  AnsdrackeB  TOn  der  Focm     >  «i— vr-'  benutzen  läSL 
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fßr  jede  zu  g  parallele  Trägheitsachae  und  iiiBbeaoudere  Ar  die  zu  g 

parallele  Schwerlinie  s  bestimmt  werden. 

In  Fig.  147  ist  die  EoBBtruktion  des  TrägheitsmomeDtes  fßr  die 

Tertikaie  Schwerlinie  s  durehgefübrt      Die  Massen  der  drei  Punkte 

A^,  A^,  Äf  sind  durch  das  gezeichnete  Kräftepolygou  gegeben,  nnd 

zwar  ist: 

ffii  -  Öl,     f»,  - 12,     »M,  -  23. 

Der  Schnitt  B'  der  äußersten  Seiten  des  Seilpolygones  bestimmt  die 
vertikale  Schwerliuie  s; 
derTr^heitsradiust.nir 
diese  vertikale  Schwer- 
linie  ergibt  sich  als 

wo  4^'    der  Inhalt  des 
Fläobenstackes 

ist     Der  Polabstand  h 
ist  hierbei  als 


oA, 


bzw. 


C, 


Ä-, 


Ä-¥ 


Vit.  H7. 

angenommen. 
Für  die  zu  s  parallele  Achse  g,   welche   vom  Schwerpunkt   die 
Entfernung  u  haben  möge,  ei^tbt  sich  fOr  den  Trägheitsradins  t^: 

wo  0  den  Inhalt  des  FlächenstQokes  G^^B^B^B^C^C^  bedentei 
Nun  ist  aber 

oder 

Da  CjÖj  das  auf  die  Basis  A  =  v  gebrachte   Moment  der  Resultante 
M  der  Kräfte  m,  ist  für  einen  Drehpunkt  in  g,  so  folgt: 

oder  bei  Einsetzung  des  Wertes  tod  A: 
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''••■■  074=2., 

also 

<&  =  *'+«», 
und  daraas 

<6)  »/-'.'+"'- 

oder  bei  Mnltiplikatioii  mit  M 

Mi'-Mi'+Mu'', 
d.  k 
(7)  J^-J,+  Mur 

Durch  diese  Gleidiung&i  (6)  und  (7)  sind  Trägheitsradius  i  und 
Trägheitsmoment  J^  für  eine  Trägheitaaehse  g  mrüdtgeßihrt  au(  Träg- 
heitsradius «,  und  Trägheitsmoment  J,  für  die  m»  g  parallele  S<Jnoer- 

In  den  Anvendangen  der  graphiechen  Statik  handelt  es  sich 
meistonB  darum,  nicht  die  Triigheitsmomente  von  einzelnen  wenigen 
Massenpnnkten,  sondern  diejenigen  von  ebenen  Flächenstücken  zu  be- 
stimmen. In  einem  solchen  Falle  führt,  wie  hei  der  Schwerpunkts- 
bestimmnng  von  beliebig  begrenzten  Flächenstücken,  eine  Streifenzer- 
legung zum  Ziele. 

Ss  werde  das  Flächenstück,  dessen  Inhalt  mit  F  bezeichnet  sei, 
in  Streifen  parallel  zur  Trägheitsachse  und  zwar  am  besten  von  derselben 
Breite  ff,  die  möglichst  klein  gewählt  ist,  zerlegt.  Die  Eräfe  P^  sind 
proportional  den  Inhalten  der  Streifen,  also  proportional  den  mittleren 
Höben  anzuDehmen.  Femer  können  sie  näherungaweise,  da  S  sehr 
klein  ist,  in  den  zur  Trägbeitsachse  parallelen  Mittellinien  der  Streifen 
vorausgesetzt  werden.') 

1)  AbgeBobeit  dAvon,  dftB  die  Streifen  ak  Rechtecke  angeselieii  werden, 
entsteht  noch  ein  weiterer  Fehler  dtuch  die  Breite  der  Streifen.  Wird  die  Länge 
der  Hittellinie  des  Streifens  mit  y  bezeichnet  nnd  dec  ÄbBtond  derselben  Ton 
der  Tr&gheitaachee  mit  x,  ao  iat 

^F  —  yd 
der  InhaJt  eines  solchen  Streifens,  während  dessen  Beitrag  zum  Trägheitsmoment 
in  der  Konstruktion  mit 

yda:* 
eingefShrt,  wird.     In  Wirklichkeit  wird  der  Streifen,  au^  wenn  derselbe  als 
Baehteck  betrachtet  wird,  einen  Beitrag  liefern  ^ 

Ee  witd  daher  noch  dai  Glied 


Teniacbl&ssigi.    Es  iat  somit  d  hei  AaafOhrung  der  Konstruktion  so  Idein  anm- 
oehmen,  als  dieses  zeichnerisch  mSglich  ist.  ,~.  . 
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Ist  0  wieder  der  Inhalt  der  durch  das  gezeichnete  Seilpolygon 
und  die  Trägheitsachse  heetimmten  Fläche  and  n  der  ProportionaUtÄts- 
&ktor,  der  angibt,  irelcber  Teil  der  mittleren  Höhe  der  Streifen  als 
Kraft  eiogefnhrt  ist,  so  wird  das  Trägheitsmoment 

Ds  nun 

F~nBa, 

wenn  S  die  Länge  des  ^röftepolygones  ist,  so  kann  J"  auch  geschrie- 
ben werden 

Wird  wieder  nach  Mohr  der  Polabstand  gleich  der  halben  Länge  des 
Ei^ftepolygones  gesetzt: 

80  folgt: 

und  damit  der  Trägheitsradius 

'„  -  y*- 

Der  Trägheitsraäius  ist  wieder  die  Seite  eine$  Quadrates,  wHcftes 
itüuütsglei^  ist  der  Fläche  <!>. 

Der  Inhalt  der  Fläche  0  kann  leicht  gefunden  werden,  wenn  be- 
rücksichtigt wird,  daß  die  Eckpunkte  des  die  Fläche  <I>  begrenzenden 
Seilpolygones  in  den  Mittellinien  der  gleich  breiten  Streifen  liegen, 
und  daß  durch  diese  Mittellinien  die  Fläche  0  in  lauter  Trapeze  von 
derselben  Breite  d  zerlegt  wird.  Wird  die  Inhaltsbestimmung  dnrch 
das  Planimeter  vorgenommen,  so  ist  es  zweckmäflig,  das  Seilpolygon 
zunächst  durch  eine  einbeschriebene  Kurve  zu  ersetzen,  wodurch  sich 
genauere  Resultate  eigeben.  Im  übrigen  muB  die  Genauigkeit  der 
Konstruktion  dadurch  erzielt  werden,  daß  die  Breite  S  der  Streifen  so 
klein  eingenommen  wird,  als  dieses  zeichnerisch  möglich  ist. 

Dieses  fQr  die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  von  Flächen- 
etOcken  hergeleitete  Verfahren,  kann  in  derselben  Weise  zur  Verwen- 
dung gelangen,  wenn  das  F^chenstUck  von  geraden  Linien  und  ge- 
setztmäßigen einfachen  Kurven  begrenzt  ist.  Doch  wird  in  einem 
solchen  Falle  in  der  Regel  die  genauere  Resultate  ergebende  Rech- 
nung vorzuziehen  sein,  Toransgeaetzt  natürlich,  daß  die  Rechnung  durch- 
führbar uud  nicht  zu  weitschweifig  ist. 

Zentrifugalmoment.  Um  das  Zentri&galmoment  eines  ebenen 
Systemes   von  Maesenpunkten   fQr  zwei  Achsen  g  und  1,  die  in  der 
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Ebene  der  Masseuptinkte  liegen,  zu  erhalten,  Bind  die  Massen  mit  den 
Abst&nden  derselben  von  den  beiden  Achsen  zu  multiplizieren.  Hier- 
bei werden  jedoch  diese  Abstände,  falls  die  Achsen  nicht  senkrecht 
aufeinander  stehen,  nicht  senkrecht,  sondern  parallel  za  den  Achsen 
gemessen.  Auch  sind  diese  Abstände,  je  nach  der  Lt^  der  Massen- 
ponkte  gegenüber  den  Achsen  positiv  oder  negativ  einzufahren. 
Werden  daher  die  beiden  Achsen  g  und  l  zn  Achsm  eines  im  allge- 
meinen schiefwinkligen  Koordinatensystemes  der  x  nnd  y  gemacht, 
so  ist  das  Zentrifiigalmoment: 

L  —  £m,x,yf, 


und  y(   die  Koordinaten  der  Massenpunkte 
die    senkrechten 


,  sind.    Sind  r. 


und 

Abstände  der  Maseen- 
punkte  von  den  Eioordi- 
natenachsen,  so  ist 


L  =  ,i^.-  ■  ^m,i 


.Qi, 


wenn  a  den  Winkel 
zwischen  den  bei  den  Ach- 
sen g  und  l  bedeutet. 

Die  graphische  Be- 
BÜmmnng  des  Zentrl- 
fngalmomentes  wird  von 
Cnlmann  in  ähnlicher 
Weise,  wie  die  des  Träg- 
heitsmomentes auf  eine 
zweimalige  Bestimmung 

Ton  statischen  Momenten  zurQckgdtllirt  und  daher  durch  zwei  Seil- 
polygone  ermöglicht. 

Es  seien  die  Massen  m,  durch  gleichgerichtete  Kräfte  ersetzt,  die 
in  den  Funkten  Af  angreifen  und  parallel  zu  der  einen  Achse,  z.  B.  g, 
sind.  Die  Kräfte  m^  sind  im  Kräftepolygon  (Pig.  148)  daigestellt  durch 
die  Strecken 

»»i-Öl,     »1,-12,     »»g  — 23. 

Die  Seiten  des  fOr  den  Polabstand  h  gezeichneten  SeUpolygonee  schnei- 
den die  Achse  g  in  den  Punkten  &,,  &,  . . .  Wird  gesetzt: 


[•Statik. 
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BO  ist 

und  daher 

Nun  könuen  di«  Größen  p^Qf  betraclitet  werden  als  die  statiachen 
Momente  too  Kräften  p^,  die  wieder  in  den  Punkten  Af  angreifen, 
jetzt  aber  parallel  znr  Achse  l  sind,  nnd  zwar  fOr  einen  Funkt  von  l 
als  Drehpunkt     Dann  ist 

das  statische  Moment  der  Resultante  dieser  Kräfte. 

FSr  diese  zur  Achse  I  parallelen  Kräfte  ji,  ist  Kräfte-  und  Seil- 
polfgon  zu  zeichnen.  Das  Kräftepolygon  b^',  (,',  . . .  ergibt  sich  hier- 
bei, indem  die  gefundenen  Strecken  Pupf,---  auf  einer  zu  l  paral- 
lelen Geraden  au^etn^^en  werden.  Schneiden  die  äußersten  Seiten 
des  Für  einen  Polsbstand  h'  gezeichneten  Seilpolygones  die  Achse  l 
in  den  Funkten  A  und  B,  so  ist 

SptQt-'ÄBh' 
nnd  daher 

Werden  zunächst  die  Strecken 

Ä.-~ 
und 

konstruiert,  so  wOrde  das  Zentrifu^almoment  L  durch    das  Produkt 
der  drei  Strecken  \,  Aj',  AB  dargestellt  sein: 

Stehen  die  beiden  Achsen  g  und  I  senkrecht  aufeinander,  so  ist 
sin  m  —  1  und  daher 

L'-hh'lB. 
AuSerdem  tritt  insofern  noch  eine  Vereinfachung  ein,  als  dann  die 
Punkte  (j,  6},  ...  unmittelbar  als  Kräftepolygon  der  ffir  das  System 
der  zur  Achse  l  parallelen  Kräfte  zur  Terwendnug  gelangen  können. 
Nach  Annahme  eines  Punktes  C  als  Pol  dieses  Kr&ftepolygones  wOrden 
die  Seiten  des  Seilpolygones  senkrecht  zu  den  Polstrahlen  CO,  Gl,  . . . 
zu  ziehen  sein. 

Handelt  es  sich  um  das  Zentrifugalmoment  eines  FUchenfitückeB, 


g  47.   Weitere  graph.  Uethoden  zu  Bestfinmiing'  des  TrU^eitsmomeates.     375 

SO  wird  dae  Ver&hren  umetändlicli,  d»  dans  die  Zerlegung  in  Streifen 
parallel  ^nr  Achse  g  wegfällt,  weil  die  einzelnen  Flächenelemente  des 
Streifens  Terschiedene  Entfernungen  von  der  Achse  l  haben.  Später 
werden  jedoch  Methoden  entwickelt,  die  snf  anderweitige  BeBtimnmngen 
dea  ZentrifugalmomenteB  führen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  Trägheits-  and  Zeatrifagalmomonte 
lassen  sich  auch  die  Momente  Ton  höherem  als  dem  zweiten  Gtrad 
finden,  und  zwar  sind  fUr  die  Bestimmung  eines  Momentes  n-t«n 
Grades  n  Seilpolygone  erforderlich, 

§  47.     Weitere  graphische  Kethoden  zur  BeBÜmiming  des 
Trägheitsmomentes. 

An  weiteren  Methoden  fOr  die  graphische  Beetimmang  des  Träg- 
heitsmomentes ist  zui^chst  diejenige  von  H.  J.  Hollender')  zu  er- 
wähnen, die  auf  der  von  Eddy  gegebenen  Methode  für  die  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  beruht.  Es  soll  auf  dieselbe  hier  nicht  eingegai^^en 
werden. 

Von  Culmann  werden  sodann  die  Trägheitsmomente  yon  solchen 
ebenen  Flächenstücken,  deren  Trägheitsmomente  sich  durch  Inte- 
gration leicht  ermitteln  lassen,  vielfach  durch  Konstruktion  des  Rech- 
nungsausdruckes  unter  Benntzong  der  Methoden  TonB.E.  Cousinerj^ 
gefunden.  Ein  derartiges  Verfahren  möchte  jedoch  im  allgemeinen 
wenig  zweckmäßig  sein.  Ist  es  gelungen,  den  Bechnungsausdruck  fQr 
das  Ti^heitsmoment  zu  erhalten,  so  wird  man  in  der  R^el  rascher 
als  durch  eine  Konstruktion,  die  erst  Überlegungen  erfordert,  durch 
£insetzung  der  Zshlenwerte  der  Abmessungen  der  Figur  den  Wert 
des  Trägheitsmomentea  in  einem  gegebenen  Falle  bekommen. 

Konsequenter  ist  es  jedenfalls,  wenn  man,  anstatt  erst  den  Rech- 
nungsausdruck  herzoleiten,  in  bekannter  Weise  das  Tri^^heitsmomeut 
anf  eine  Volumen-  und  eine  Schwerpunktsbestimmung  zurückföhrt  und 
aus  dieser  Darstellung  zeichnerische  Verfahren  herleitet 

Zur  Bestimmmig  des  Tr^heitsmomentes  eines  in  einer  Ebene  E 
übenden  FlächenstQckea  F  ftlr  eine  Tif^heitsachse  <?  in  E,  werde  ein 
Körper  K  betrachtet,  der  aus  einem  Zylinder  mit  dem  Orthogonal- 
schnitt f  durch  die  Ebene  E  und  eine  durch  g  gehende  und  zu  E 
unter  45*  geneigte  Ebene  E,  geschnitten  wird.  (In  Fig.  149  ist  die 
Ebene  E  als  die  horizontale  Projektionsebene  eingefQhrt.) 

Die  Entfernung  eines  Fläcbenelementes  df  des  FlächenstQckes  f 

1)  Fnfinota  1  p.  88.  ^ 

2)  „Le  caloal  pat  lo  tmit",  Pwia  1839.  Dijizsid  syCiOOSlC 


276        lf>-  Kapitel.    Theorie  and  KonatrnlttioD  iei  Ti^heitsmomeute. 
Ton  der  TiÄgheitsachBe  g  sei  mit  x  bezeichnet.    Dann  ist 

M,-ßdf 
doa  statische  Moment  und 

j;  --fx^df 

das  Ti^heitamoment  des  FlächenstückeB  F. 
Nun  ist  aber 

xdf—  dv 

das  VolnmeDelement  des  ESrpeis  K,  bzw.  der  Inhalt  des  sich  in  df 
projizierenden  Körperelementes,  also 

3f,  -fdv, 

j;  -fxdv. 
Wird  daher  mit  V  der  Inhalt  des   Kdrpera  K  and   mit  x,  'der 


Abstand  der  Horizontalprojektion  seines  Schwerpunktes  von  der  Achse  ^ 
bezeichnet,  so  ist 

J^~  Vx,. 
Es  folgt  somit  der  Satz: 

Das  Trägheitsmoment  des  F^äehenstüekes  F  ist  das  Produkt  mis 
dem  Inhalt  des  Körpers  K  und  dem  AJbstand  der  Hor%eontalpr((}eHion 
seines  S<^werpun}de3  von  der  Achse  g. 

Mit  Hilfe  dieaee  Satzes  läßt  sich  graphisch  das  TiiebeitBm9IUsnt 
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aller  FlSchenatücke  finden,  bei  denen  ee  möglich  ist,  den  Inhalt  und 
den  Schwerpunkt  dea  Körpers  K  graphisch  zu  ermitteln.') 
Es  sei  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  dessen  Omndlinie 

in  der  Trägheitsachse  liegt  (Fig.  150).     Dann   ist   der  Körper  K  ein 
Tetraeder  mit 

A^BC - F 
als  Grundfläche  und  einer  ^tse  2),  die  vertikal   aber  der  Spitze  C 
des  Dreieckes  in  einer  Höhe  h  gleich  dem   Höhenperpeadiket  h  des 
Dreieckes  liegt.     Daher  ist 

F-i-AABC-A. 
Der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  liegt  auf  der  Terbindungelinie 
des  Schwerpunktes  S^  dea  Dreieckes  mit  der  Spitze  D  des  Tetraeders 
und  zwar  in  \  der  Höhe  k  des  Tetraeders.  Die  Projektion  S  dieses 
Schwerpunktes  liegt  daher  auf  der  Linie  S^G  und  ist  auf  derselben 
durch  die  Proportion  bestimmt: 

Nach  Eonstraktion  dieses  Punktes  S  ist  dessen  Abstand  x,  Ton   der 
Trägheitsachse  gegeben,  und  es  wird 

J'-\£i.ABChx,. 


Nun  ist 

woraus  folgt 
£8  ist  somit 

also 

bei  Einsetzung  Ton 


J^-\£i.ABCh*, 
6.ABC  =.''!!- 


folgt  die  bekannte  Formel 


Durch  die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentea  eines  Dreieckes, 
dessen  eine  Seite  in  der  Ti^beitsacbae  liegt,  iat  das  Trägheitsmoment 

1)  I>i«MT  Sati  wird  tou  E.  Brauer  benutit,  um  bei  &aigef(lhrten  Trägera 
experimentell  das  Trftgheitamoment  eineg  Qaersctmittei  xa  finden.  Yerfaandl.  d. 
Ter.  3.  Forderung  dea  QewerbflBtBeB,  57  (1877)  p.  46S. 
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für  alle  Polygonfläclieii  gegeben,  da  eich  jede  Polygonfläche  durch 
eine  algebraische  Samme  tod  Dreiecksäächen  darstellen  läßt,  deren 
Ornndliniea  alle  in  der  TrSgheitsachse  liegen. 
So  iet  der  Inhalt  des  Viereckes  ÄBCD(WigAbl): 
-•,B 

t^EÄH-  Ü^EBG  -  AFDH+  AFCG . 

Das  Tregheitsmoment  der  Polfgonfläcbe  setzt 
sich  somit  aus  den  Tr^heit8nioment;en  von 
einzelnen  DrejeokaSächen  zusammen,  welche 
alle  eine  Seite  in  der  Trägheitaachse  haben. 

Ist  das  Flächenstück,  dessen  Trägheitsmo- 
ment zu  finden  ist,  TOn  Kurven  begrenzt,   so 
"■■  ""■  mttßte  entweder  die  Begrenzung  naherungsweise 

durch  eine  geradlinige  Begrenzung  ersetzt  werden,  oder  es  wäre  das 
Volumen  und  der  Schwerpunkt  des  Körpers  K  zu  ermitteln.  Wenn 
auch  dieses  stets  möglich  ist,  so  werden  doch  beide  Verfahren  sehr 
umständlich.  In  solchen  Fällen,  bei  denen  das  Flächenstück  durch 
Kurven  begrenzt  ist,  führt  dagegen  die  obige  Gulmannsche  bzw. 
Culmann-Mohrsche  Methode  leicht  zum  Ziele. 

Weitere  Methoden  zur  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  fQr 
Flächenstücke,  die  io  beliebiger  Weise  begrenzt  sind,  sind  von  Chr. 
Nehls'),  Collignon'),  R.Werner*),  L.  Lewicki*)  gegeben.  Die- 
selben laufen  auf  eine  unmittelbare  graphische  Integration  im' Sinne 
von  Couainery  hinaus.  Indem  die  BegrenzungsUnie  des  flächen- 
stückes  als  Äusgai^  genommen  wird,  werden  reduzierte  Flächen  her- 
geleitet, deren  Inhalte  das  gesuchte  Trägheitsmoment  bzw.  höhere 
Moment  darstellen.  Die  verschiedenen  Konstruktionen  unterscheiden 
sich  im  wesentlichen  nur  durch  eine  andere  Art  der  Zerlegung  des 
Flächenstückes  in  Streifen  und  durch  andere  Anordnung  der  Hilfs- 
linien.    Es  soll  hier  nur  die  Methode  von  Nehls  gegeben  werden. 

Das  Flächenstück  F,  dessen  Trägheitsmoment  zu  finden  ist,  sei 
durch  die  ar-Achse  und  durch  eine  Kurve 

(l)_    ;_  y=-nx) 

1)  Civiling.  (8)  HO  (IMTl)  p.  295;  (2)  (1876)  p.  131,  199,  291.  Sodwui  „Ober 
graphiscbe  Integiatiaii  und  ihie  Anweadunj^  in  der  graphischen  Statik",  Han- 
nover (1877),  2.  Aufl.  Leipzig  (1886). 

2)  Vortrag  gehalten  (1876)  in  Lille.  Referat  darüber  von  M.  d'Ocagne, 
BulL  Soc.  math.  de  France,  12  (1864)  p.  21.  M.  d'Ocagne  zeigt  auch,  wie  die 
Tangenten  und  die  ErämmnngBradien  der  reduzierten  Fliehen  sich  finden  lauen. 

S)  Zeitachr.  d.  Ver.  deutach.  Ing.  21  (1ST7)  p.  365. 
4)  Civiling.  (2)  26  (1879)  p  :,21. 
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bereust     Die   Trägheitsachae   sei   in    die   y-Achae   des  Koordinaten- 
flystemes  gelegt  (Fig.  153). 

Es  soll  ztuüchBt  eine  Fläche  F^  hergeleitet  werden,  deren  Inhalt 
das   statische    Ho-  y 

ment 


ß 


fF. 

■■  'H 

\ 

i  , -^ 

f 

0 

dx 

xdf 

der  F^he  F  dar- 
stellt. 

Das  FUichen- 
stück  F  sei  in 
Streifen    von    der 

Breite  dx   parallel  '' 

ZOT  y-Äcfasfl  zerlegt,  so   daB   der  Inhalt   eines   solchen   Streifens    ist 

df=ydx. 
Dieses  FlSchenelement  liefert  zum  atatischen  Moment   des   Flächen- 
stOckes  F  den  Beitrag 

xdf  =  xydx  —  X  •  f{x)  dx . 
Um   daher  eine  F^che  F^  zu  erhatten,  deren  Inhalt  fibereinstimmt 
mit  dem  statische!)  Moment  der  Fläche  F,  ist  es  nur  erforderlich,  ans 
der  Emre  (1)  eine  Knrve 
(2)  »i -«•««) 

herzuleiten.  Der  Inhalt  des  durch  diese  Kurre  und  die  x-Achse  be- 
grenzten FlächenstQckes  stimmt  dann  flberein  mit  dem  atatischen  Mo- 
ment  der  Fläche  F.  Hierbei  werden  dieselben  beiden  zur  y- Achse 
parallelen  Geraden,  die  aas  der  Fläche  F  das  Flächenelement  df  aus- 
schnitten, jetzt  ans  dem  durch  die  Kurve  (2)  und  die  x- Achse  be- 
grenzten Flächenstfick  JF'j  ein  Flächenelement  schneiden,  dessen 
Inhalt 

df^  =  y,  dx 

den  Beitrag  des  Flächenelementes  df  zum  statischen  Moment  des 
Flächenataokes  liefert. 

Es  wird  lediglich  auf  eine  Konstruktion  der  Kurve  (2)  aus  der 
Kurve  (l)  ankommen.  Eine  solche  ^ßt  sich  aus  den  Gleichungen  (1) 
und  (3)  leicht  herleiten. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt: 

(3) 
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Sind  P  und  P^  zwei  Funkte  der  Karren  (1)  und  (2),  welche  dieselbe 
ÄbazisBe 

haben,  so  wird  sein  (Fig.  153) : 

QPi       OQ 

gp~  1  ' 

TJm  daher  aus  dem  Funkte  P  der  Knrve  (1)  den  Punkt  P^  der  Eurre 
(2)  zu  erhalt«!),  wird  es  nur  notwendig  sein,  auf  einer  Geraden  k,  die 
parallel  zur  y-Achse  ist  und  von  derselben  den  Abstand  1  hat,  durch 
die  Parallele  durch  P  zur  a?- Achse  den  Punkt  S  zu  bestimmen.  Dann 
schneidet  die  Linie  OS  aus  QP  den  Punkt  P,  aus. 

Id  dieser  Weise  kann  die  Kurve  (2)  Punkt  fQr  Punkt  konstruiert 
and  damit  das  gesuchte  FUichenstfick  F^  bestimmt  werden. 

Handelt  es  sich  nun  um  das  Tn^heitsmoment 

J=fx*df    . 
des  FlächenstUckes  i^  für  die  ^- Achse  des  EocrdinatensTstemes,  so  er- 
gibt sich,  daß  das  Flächenelement  df  (Fig.  152)  zu  diesem  Tr^heits- 
moment  den  Beitrag 

a^df—  x*ydx  —  x*f{x)dx 

liefert  Um  daher  ein  Flächenstack  F^  zu  erbalten,  dessen  Inhalt 
übereinstimmt  mit  dem  Trägbeitsmoment  der  Fläche  F,  ist  es  nur 
erforderlich,  eine  Eurre 

ZU  bestimmen.  Das  gesuchte  Fläcbenstück  F^  wird  dann  Aurch  diese 
Knrve  und  die  x-Achse  begrenzt  sein.  Hierbei  werden  dieselben  bei- 
den zur  y-Acbse  parallelen  Geraden,  die  aus  der  Fläche  F  das  Flächen- 
element  df  ausschnitten,  jetzt  aus  der  Flache  F^  ein  Flächenelement 
scheiden,  dessen  Inhalt  df^  den  Beitrag  des  Flächenelementes  df  zum 
Trägheitsmoment  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  folgt 

(»)  !■=?• 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  (5)  mit  der  Gleichung  (3) 
zeigt,  daß  die  Eurve  (4)  in  derselben  Weise  sich  aus  der  Kurve  (2) 
ei^ibt,  wie  die  Eurve  (2)  aus  der  Kurve  (1).  Um  daher  in  Fig.  153 
einen  Punkt  P,  der  Kurve  (4)  zu  erbalten,  ist  es  nur  nötig,  auf  der 
Geraden  k  den  durch  die  Bedingung 

P,S,  II  PS 
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bestimmten  Ponkt  S^   anzugeben.     D&nn  schneidet  die  Gerade   OPi 
aus  der  Linie  QP  den  geBncbten  Punkt  P,  aus. 

Die   bier   entwickelte  Metbode   für   das   Ti^beitsmoment   eines 
FläcbenstOokea    ist  .^. 

eine  äuBerat  prak-  /        ^^ 

tische,   sobald    ein  /  '\  * 

Planimeter  fiir  die 
In  h  alta  besiim  mung 
der  Flache  l-\  zur 
Verfügung  steht. 

Durch  Fort- 
setzung des  Verfah- 
rens ergehen  sich 
die  bSheren  Mo- 
mente 


fafidf,    fa*df,... 


1 

n 

\ 

» 

1 

P} 

1 

1'/ 

F 

\ 

"■^^ 

0 

Fls.  ISS. 


Auch  das  Zentrifugalmoment  des  FlächenstUckes  ¥  läßt  sieb  in  ähn- 
licher Weise  durch  unmittelbare  graphische  Int^ration  ermittele,  in- 
dem wieder  eine  Fläche  bestimmt  wird,  deren  Inhalt  den  Wert  des 
Zentrifngalmomentes  liefert. 


g  48.   Trit^eitamomente  für  venohiedeae  Aoluen. 

Schon  in  §  46  ist  eine  Beziehung  hergeleitet  zwischen  dem  Träg- 
heitsmomente desselben  Massensjrstemee  fllr  eine  Trägbeiteachse  g  und 
die  ZQ  g  parallele  Schwerliuie.  Rein  analytisch  lüBt  eich  eine  der- 
artige Gleichung  in  folgender  Art  erhalten. 

£s  sei  der  Schwerpunkt  des  Uassensystemes  zum  Ifullpnnkt  eines 
rechtwinkligen  Koordinaten systemes  gemacht,  so  daß: 
^m,Xi  —  0     und    ^m,yt  =-  0, 

Die  betreffende  Schwerlinie  s,  deren  Tr^heitsmoment  J,  betrachtet 
werden  soll,  sei  in  die  x-Achse  des  KoordinatensystemeB  gelegt,  so  daß 

während  sich  fGr  die  zu  s  parallele  Trägheitsachse  g,  die  vom  Schwer- 
punkt die  Entfernung  »  habe  möge  (Fig.  154),  ei^bt 

Dann  ist 

Jg  —  ^m^y*  —  2  w  ^»i,y,  +  «*  ^i»t 
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und  somit 

(1)  J^~J,+  Mu\ 

wenn  wieder  die  gesamte  Masse  mit  M  bMeichnet  wird: 

Handelt  es  sich  am  eia  FlächenstOck,  so  würde  sich  ergeben: 

(2)  J^=J.+  Fu\ 

Bei  DiTision  dei  Gleichung  (1)  darcli  Jlf,  der  Gleichung  (2)  durch 
F  folgt  zwischen  dem  Trägheitstadiua  i^  fQr  eine  Achse  ff  und  dem 
Trägheitsradius  t,  für  die'zn  g  parallele  Schwerlinie  a  die  Gleichung: 

(3)  i,' -.-.'  +  «'. 

Durdt  das  Trc^heiismoment  bew.  den  Trägheitsradius  für  eine 
Schwerlinie  sind  Trägheitsmoment  und  Trägheitsradius  für  aUe  parallelen 


Ai 

/ 

?^ 

0 

Achsen  bestimmt.  UmgeMtrt  kann  aus  dem  Trägheitsmoment  bete,  dem 
Trägheitsradius  für  eine  Midiige  Achse  das  Trägheitsmoment  bzw.  der 
Trägheitsradins  für  die  parallele  Schwerlinie  gefunden  werden. 

Es  seien  nunmehr  die  Ti^heitsmomente  untersucht  ßlr  alle 
Achsen,  die  durch  denselben  Punkt  gehen. 

Der  Punkt,  durch  den  sämtliche  Trägheitsachsen  gehen,  sei  vom 
Nullpunkt  des  Koordinatensystemes  gemacht,  und  es  sei  eine  durch 
den  Nullpunkt  gehende  Gerade  g  als  Trägheitsachse  betrachtet,  die 
mit  der  a^-Achse  den  Winkel  <fi  einschließt  (Fig.  155). 

Die  Hesse  sehe  Norm  alform  der  Gleichung  der  Tr^heitsachse  g  ist : 
X  sin  9)  —  y  cos  y  ^  0. 
Daher   wird   der  Abstand  r^  des  Massenpunktes  Ai,  der  die  Koordi- 
naten x^,  y,  hat,  von  der  Trägheitsachse  g: 

fj^  a;,  sin  <p  —  y^  cos  y, 

D,nlz.d.yCOOg[e 
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and  somit  das  Trägheitsmoment  J^  fQr  die  Achse  g: 

Jg  =■  ^»Mj  •'('  =  ^^li^i  sin  qp  —  ^i  cos  <p)*. 
Hienras  folgt  durch  Umformung: 

Jg-'  mi]?<p^mfXf'+  coB*g)^»?i,y/—  2  sin  91  cos  q»  ^^i^iVr 
Nun  sind 

die  Ti^heitsmomente  fär  die  beiden  Koordinatenachsen,  femer  ist 

das  Zentrifngalmoment  für  die  Koordinatenachsen.     Daher  wird: 
(4)  t^—  J^eoe'fp  +  J^ain'ip  —  2L  sin  p  cos  qp. 

Durch  die  TräglieUsmomenie  für  die  Koordinatenachsen  und  das 
Zentrifiigaimoment  für  dieselben  sind  die  Trägheitsmomente  für  alle  dvräi 
den  NiiUpunkt  gehende  Achsen  besHmmt;  sodann  infolge  der  Gleichung 
(1)  die  Trägheitsmomente  für  edle  Achsen  g  der  Ebene. 

Die  BestimaiDDg  der  beiden  Tr^heitsroomente  J,  und  J^,  sowie 
diejenige  des  Zentrifugalmomentes  kann  ersetzt  werden  durch  die- 
jenige der  Trägheitsmomente  ffir  irgend  drei  durch  den  Nullpunkt 
gehende  Achsen.  Sind  nämlich  J^,  c7^,  J^  die  Trägheitsmomente  für 
y  —  «,,  qo^Oj,  g!  =  aj,  80  ergeben  sich  aus  (4)  die  linearen  Gleichungen: 

Ji  =  Jg  cos'  c,  +  J„  sin*  a,  —  2L  sin  a^  cos  a,, 
(^  —  (7^  cos*  a^-j-  J'y  sin'  a^  —  2L  sin  «^  cos  Kj, 
J^  —  J,  cos*  o,  +  J",  sin'  ßj  —  2L  ain  %  cos  «, 

and  durch  Auflosung  derselben  J^,  J^,  L. 

In  BerQcksichtigung  von   Gleichung  (1)   folgt  sodann   der  Satz: 

Durch  die  Träglteiismomente  für  drei  hdi^ig  gewählten  Adisen 
sind  die  TräglteUsmomente  für  aUe  Achsen  der  Ebene  bestimmt. 

Insbesondere  möge  bemerkt  werden,  daß  durch  die  vorstehenden 
Untersuchungen  die  Bestimmung  des  Zentrifugalmomentes  auf  diejenige 
von  Trägheitsmomenten  gtaiickgefüJirt  ist.  Es  ist  dieses  von  Wichtig- 
keit, da  die  graphischen  Methoden  für  die  Trägheitstcomente  und 
speziell  bei  Flächen stficken,  viel  bequemer  sind  als  die  fUr  die  Zentri- 
fugalmomente. 

Bei  der  weiteren  Uutersachung  der  Gleichung  (4)  wird  die  Frage 
nach  denjenigen  dnrch  den  Nullpunkt  gehenden  Achsen  entstehen,  für 
welche  das  Trägheitsmoment  ein  Maximum  oder  ein  Minimom  ist. 
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Zur  Beantwortacg  dieser  Frage  sei  in  Gleichung  (4)  anstatt  des 
Winkels  qi  der  doppelte  Winkel  2g)  eiogefSbit.     Dann  ist: 

J^  —  -^—  +  -^—o  -'  coa  2g>  —  L  sin  2g>. 


ergeben  sich, 

leitung 

7, (J;-J,)«iii29>- 

■  2L  cos  29p 

den  Wert  NuU  hat,  wenn  also 

(5)                                                   tg  ¥■-/-/, 

Durch  diese  Gleichung  sind  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende 
und  durch  den  Nullpunkt  gehende  Gerade  g^  und  g^  bestimmt,  Ton 
denen  die  eine  das  Maximum,  die  andere  das  Minimum  des  Träg- 
heitsmomentes liefert.  Diese  beiden  Achsen  werden  die  Sauptträg- 
heitsachsen  und  deren  Trägheitsmomente  die  Hauptträgheitsmomeaie  für 
den  Punkt  0  genannt 

Hat  das  Zentrifugahnoment  für  die  Koordinatenachsen  den  Wert 
Null,  ist  also  L  =  0,  so  wird  in  Gleichung  (5)  tg29>  — 0,  d.  b.  die 
Koordinatmachsen  sind  die  Hauptirägheitsadiaen  and  nur  duin.  Für 
die  Hauptti^heitsachsen  als  Koordinatenachsen  wird  aus  Gleichung  (4): 

(6j  '^g'"  "^x  *^°^*  9  +  "^  ^i"*  9  ■ 

In  manchen  Fällen  lassen  sich  die  Hauptträgheitsachsen  sofort 
angeben.  Ist  z.  B.  in  bezug  auf  eine  Gerade  g  die  MassenTerteilung, 
bzw.  die  Fläche,  um  deren  Trägheitsmomente  es  sich  handelt,  ortho- 
gonal symmetrisch,  so  ist  die  Gerade  g  fQr  alle  Punkte  auf  g  eine 
Haupttr^faeitsachse,  die  andere  Baaptträgheitsachse  würde  dann  die 
zu  g  senkrechte  Gerade  sein.  Ist  nämlich  diese  Gerade  g  zur  x-Achse 
des  Koordinatensy Sternes  gemacht,  so  folgt  aus  den  Symmetrierer- 
hältnissen 

L  =  ^'m^x^gf  —  0 , 
bzw. 

L—fxydf^O. 
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Elftes  Kapitel. 

Trägbeitselllpse  snd  TrSgheitskreis. 

§  49.   AnalTtisolie  TTntersuohnng  der  TrftgheltaellipM. 
Um  ein    geometrischeB    Bild   d«r   OrÖSenverbäJtnisse   der   Tr^ 
heitsmomeste  fOr  alle  durch  denselben  Punkt  0  gehende  Achsen  za 
erhalten,  werde  auf  allen  diesen  Achsen  der  reziproke  Wert  der  Wurzel 
des  Trägheitsmomentes 

als  R«din8Tebtor  einer  Kurve  aufgetragen,  so  dafi  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  eines  Punktes  der  Knrre  sind: 


Bei  Einsetzung  der  sich  ergebenden  Werte 

cosy  — «V^,     saytp^yyj, 
in  SIeiehung  (4)  von  §  48  folgt: 
(a)  Jx-x*+  J^-y'-  2Lxy  -  1. 

Ist  insbesondere  X  ~  0,  sind  also  die  Koordinatenachsen  die  Hanpt- 
ti^heitsachsen,  so  ei^bt  sich  die  einfachere  Qieichung 
(2a)  J.-«»+J,.y»-l. 

Diese  durch  die  Gleichung  (2)  bzw.  (2a)  dargestellte  Ellipse  wird 
die  TrägheitseUipse  oder  genauer  die  Eulerscke  Trägkeitsälipse  genannt. 
Die  Evierscke  TrägheitseUipse  ist  somü  eine  EUipse,  wdche  die 
BaupUräghätsachsen  ea  Avisen  hat,  und  deren  Radien  gleich  den  reei- 
proJcen  Werten  der  Wuredn  der  Trägheitsmomente  für  die  betreffenden 
JUtdien  als  TrägheUsachsen  sind. 

Dureh  diese  Trügheitaellipae  sind  die  Trägheitsmomente  f^r  alle 
in  die  Durchmesser  Mlenden  Achsen  bestimmt,  und  zwar  hat  infolge 
von  Gleichong  (1)  das  Ti^heitsmoment   für   einen  Durchmesser   der 
JBlUpse  den  Wert 
(la)  J=A, 

wenn  p  der  betreffende  Radiusrektor  der  Ellipse  ist 

Aas  dieser  Gleichong  (la)  folgt,  daß  sich  das  grSßte  Trägheits-        •  ^ 
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moment  fQr  die  kleine  Äcfaee  der  Ellipse  and  das  kleinste  Ti^heite- 
moment  fQr  die  große  Ächae  der  Ellipse  ergeben  muS. 

Ist  der  llittelpunkt  der  Ellipse  der  Schwerpunkt  des  Massen- 
systemes,  bzw.  der  IHache,  um  deren  Trägheitsmomente  es  sich  handelt, 
so  wird  die  Trägheitsellipse  als  die  ZmtrakUipse  bezeichnet. 

Ffir  die  Zwecke  der  graphischen  Statik  ist  die  Gleichung  (2)  bzw. 
(2a)  nicht  unmittelbar  verwendbar.  Da  nämlich  in  diesen  Glei- 
chungen noch  die  Längeneinheit  gewählt  werden  kann,  so  werden  die- 
selben nicht  eine  einzige,  sondern  unendlich  viele  ihnliche  und  ähn- 
lich liegende  Ellipsen  darstellen. 

Diese  Vieldeutigkeit  wird  aufgehoben,  wenn  in  Gleichung  (2a)  an 
die  Stelle  der  Eins  auf  der  rechten  Seite  die  als  Längeneinheit  gewählte 
Strecke  zu  der  durch  die  Dimensionen  des  Ausdruckes 

bedingten  Potenz  erhoben  gesetzt  wird.  In  BOcksicht  darauf  verde 
die  Gleichung  (2a)  zunächst  geschrieben 

(3)  JxX*  +  J^y^  =  e 

und  sodann  eine  zweckmäßige  Wahl  fdr  die  Eonstante  e  gesucht.  Um 
eine  solche  zu  finden,  soU  eine  weitere  Eigenschaft  der  Ti^heite- 
ellipse  (3)  hergeleitet  werden. 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Ellipse  (3)  in  einem  Punkte 
x',  y'  der  Ellipse  ist: 

(4)  J^xx  +  J^yy'  =  e. 

Nun  soll  diejenige  Tangente  /  der  Ellipse  betrachtet  werden,  welche 
parallel  ist  zu  dem  Dorchmeaser  g  der  Ellipse,  deren  Gleichung  ist 

(4a)  xiiaip  —  y  cos  y  —  0. 

Dann  mfissen  die  durch  (4)  und  (4a)  dargestellten  Geraden  parallel 
zueinander  sein,  was  der  Fall  ist,  wenn 

(    J,«'— isinm, 

,(^'  I  J.y  —  ^^^, 

bzw. 


y  =  ~  j;;  •'"^  'p' 

I  zunächst  noch  unbekannten  Faktor  hed* 


lentet        ■ 


§  4D.   AnftlytiBclie  üntersnchung  der  TrS^heitBellipae.  287 

Da  aber  diese  fQr  x'  uad  y'  gefandeuen  Werte  der  Mlipsen- 
glfliehimg  (3)  zn  genfigen  haben,  so  folgt  durch  Eioeetzang 

oder 

A*  [J«  008*9  +  '^y  "'*!*  vi  •—  eJxJf. 
Nun  ist  aber 

Ji  (JOB*  (p  +  Jf  sin*  <p 
das  Trägheitsmomeiit  J^  för  die  Gerade  (4a).    Es  folgt  daher 

J^l'=  eJaJ, 
oder,  wenn  statt  des  THlgheitBciomeiiteB  J^  der  durch  die  Gleichong 

J-^_  Mi/ 
definierte  Trägheitsradiae  eingefOhrt  wird, 

Mi/X'~eJsJ„ 

und  daraus 

"  r      Jf      V 

Bei  Einsetzung  des  so  gefundenen  Wertes  von  Jl  in  die  Glei- 
chungen (ö)  folgt: 

'      ^  y      M      ig  "' 

r     '  1  /tJi  Jo      1 

■r,9  —  KT-i«»"'- 

Durch  Einsetznng  der  Werte  J^x'  und  J^y'  in  Gleichung  (4)  ergibt 
sich  fQr  die  zum  Dorehmesser  g,  deases  Gleichung  (4a)  ist,  parallele 
Ellipsentangente  die  Gleiohong 

(6)  iFsinqo  — ycoB  V —  y-j-j-iff—O. 

Dies  ist  aber  schon  die  Gleichung  der  zu  g  parallelen  Tangente 
der  Ellipse  in  der  Hessescheu  Nortnalform.  Die  zu  g  parallele  Tan- 
gente hat  somit  ron  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  die  Entfernung 

Daiana  folgt  der  Satz: 

Die  JEn^erfiungen  der  Tangenten  der  Uuierscken  Tri^heUsellipse 
vom  Mitt^Minki  der  EU-^se  sind  proportional  den  TrägJieitsradien  der 
paraUäen  Durchmesser. 

Die  zweckmäßigste  zur  Verwendung  kommende  Trägheitsellipse 
wird  diejenige  sein,  bei  welcher  dieser  Proportionalitätsfaktor  gleich       , 

■ogle 
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1  ist,  bei  wddter  aiso  der  Abstand  der  Tangente  vom  JUitidpunki  gleich 
dem  Trägheiisradius  des  parallelen  Durchmessers  ist. 

Es   werde   demgemäß    über   die   eingeführte  Konstante  e  so  ver- 
faß daß 


VI 


:  Trägheitsellipse 


(8) 

iit. 

DaoB  ergibt  sieh  aus  (3)  ( 

(9) 

oder,  falls  es  sich  um  ein  Flächecstilok  F  handelt,  eine  Ellipse 

(9a)  J.x'  +  Jy--'^'-. 

Dies  (9)  bzw.  (9a)  ist  die  Gleichung  der  Cnimannschen  Tiä^- 
heitsellipse  bezogen  auf  die  Haupttri^heitaachsen  als  Koordinatenachsen. 
Die  Culmannsche  Trägkeitsellipse  ist  eine  Ellipse,  deren  Achsen 
in  die  Bauptträgheitsachsen  failen,  tmd  deren  Tangenten  vom  Mitldpunkt 
eine  Entfernung  haben  gleich  den  Trägheitsradien  der  paraüden  Durch- 
messer. Die  Halbachsen  sind  femer  die  Trägheitsradien  für  die  Adtsen 
der  EUipse  und  ewar  ist  die  große  Halbadise  der  Trägheitsradius  für 
die  iläne  At^tse  und  die  kleine  Ealbaehse  der  Trägheitsradius  für  die 
große  Achse. 

Da  nach  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  Ton  §  48  der  Übei^ang 
zu  einer  beliebigen  Trägheitsachse   durch  die  Sehwerlinie  erfolgt,  so 

wird  es  zweckmäßig,  die  Gnlmannscfae 

Zentr<üälipse  znm  Ausgang  zu  nehmen, 
d.  h.  diejenige  Culmannsche  Tr&gheits- 
ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Schwer- 
punkt ist. 

Ist  die  Culmannsche  Zentralellipse 
gezeichnet,  so  et^ibt  sich  nach  Gleichung  (3) 
TOD  §  48   der  TiBgheitiradiuB   i^  für  eine 
beliebige  nicht   durch   den   Schwerpunkt 
gehende  Gerade  jT  ala  Trägheitsachse  durch 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks (Fig.  156),  dessen  eine  Kathete  gleich  dem  Abstände  u  der  Träg- 
heitsachse  g   vom   Schwerpunkt   S  ist,   und  dessen    andere    Kathete 
gleich  dem  Abstände  t,  ist  der  zu  g  parallelen  EUipsentangente  t  Tom 


g  iü.   AnsIrtUohe  Untenuohimg  der  TrAgfaeitaellipse.  289 

Schwerpunkt  Darcli  diesen  Ti^heitsradios  t^  iat  dann  anch  das 
Ti^^eitsmoment  tQr  die  Achse  g  bestimmt 

Das  Zenirifvgalmoment  durch  die  Trägkeäadlipse. 

Dorch  die  Ti^heiteellipse  ergibt  sich  eine  beqneme  Darstellnng 
des  ZentrifDgalmomenteB  f(lr  zwei  Achsen  g,  und  g^,  die  dnreh  den 
Mittelpunkt     der    TrägheitsellipBe 
geben. 

Die  Koordinatenachsen  x  nnd 
y  seien  wieder  in  die  Hanptti^- 
heiteachsen  gelegt  Die  beiden 
Achsen  jTi  nnd  g^,  für  welche  das 
Zentrifugalmoment  zu  bestimmen 
ist,  mSgoi  mit  der  x-Achse  des 
Koordinatensystems  die  Winkel  a 
und  ß  einscbhefien  (Fig.  157). 

Die  beiden  Achsen  g^  tmd  g^ 
seien  zn  Koordinatenachsen  |  und  •^ 
eines  schiefwinkl^en  Koordinaten-  " 

Systems  gemacht  Dann  bestehen  zwischen  den  rechtwinkligai  Koor- 
dinaten Xt,  y,  eines  Maseenpnnbtes  A,  and  den  schiufwinkligen  ^,  tj^ 
die  Gleichungen: 

Si  —  S(  cos  «  +  ijj  coa  ß, 
y^  =  |(  sin  a  +  1?;  sin  ß, 
bzw. 

aO)  I  ^'  *'"  iß-a)~xtsinß-  y,  cos  ß, 

^    '  I  ijj  sin  ((3  —  a)  —  —  a;,  sin  a  +  y,  cos  a. 

Bei  Einsetzung  ergibt  sich  für  das  Zentrifiigalmoment 

nun  in  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x^,y,  die  Gleichung: 

L  sin*  (ß  —  a)  =  ^m,  (a:,  sin  ß  —  y^  cos  ß)  ( —  a?^  sin  a  +  Vi  cos  «) 
and  somit  durch  Entwicklung 

L  sin*  (^  —  «)  —  —  sin  a  sin  ^  ^^i  ^i  —  cos  «  cos  /S  ^mfy^ 
+  sin  {a  +  ß)^miXfyf. 
Nun  ist  aber  wieder; 

^"**y/='^i)        -S'Wi  V  ="  *^»>        ^»»(SJ^yj  —  O 
und  daher: 
(11)  isin'(^  — a)  =  — J^coB  KcoB^  — J  ainasin^.  ,^  , 

k.  19        !l:>yL.OOgle 
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Durch  diese  Gleichutig  (11)  ist  das  ZetUrifugalmoment  für  eicei 
beU^ige  Achsen  bestimmt  durch  die  beiden  HaupUrägheitsmomente  für 
den  Schnit^nki  der  beiden  Achsen,  für  wete/i«  das  Zentrifugaljnoment 
gefunden  werden  soU. 

Zur  bequemer«!!  Darstellung  des  Zentrifugalmomentes  L  Bei  der 
Endpunkt  P  desjenigen  DurchmesBerB  der  CnlmauQBcben  Ti^beitB- 
ellipse  bestimmt,  welcher  konjugiert  ist  zu  einer  der  Achsen  $  ond  ij. 
Es  möge  die  Achse  £  bevorzugt  werden. 

Der  Richtongawinkel  k  des  zur  |-^chse  konjugierten  Dnrch- 
messers  ist  infolge  der  Gleichung  der  Ti^heibseUipse  g^eben  durch 
die  Gleicbnng 

tg«.tga'--^. 
Da  ans  derselben  folgt 

so   können   die  Koordinaten  des  Punktes  P  in   der  Form    angesetzt 
weiden 

Xi'=  —  gJ^  sin  a, 

y,  =  pj,oo8  a. 

Da  aber  dieser  Punkt  die  Ellipsengleichung  befriedigen  mnfi,  so  fol^ 


und  somit  werdrai  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  P: 


J,  COB  a  _ 

^'  "  YM  iJ^  cos«  a -fj/flin'  ä)  • 
Für   die   Koordinaten   1,,  ij^    des  Punktes  P   in    bezug    auf   das 
schiefwinklige   Koordinatensystem    ergeben    sich   aus  (10)   somit    die 
Werte 

«,  Bin  (p  —  a)  =■  — — — -^_.   .--= 

"         ^*^         '       ]/.U(J,cos'<<-j-J,Bia'a) 

und  daraus  durch  Multiplikation: 

£i)j,  8in*(^  —  «)  —  — -^((7,  COB  a  cos  ^  +  J"^  sin  a  sin  (3) 
oder 

Jf  |,ij.  Bin'  (^  —  a)  —  —  J,  cos  «  cos  ^  —  J^  sin  a^in  ß. 


a«»n/I. 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  hat  aber  nach  (11)  den  Wert 

Lsin'iß  —  a). 
Es  fulgt  daher  die  Gleichung: 
(12)  L~Mi,r,„ 

d  h.  Das  Zentriß^almoment  für  etvei  beliebige  dwch  den  Mitlelpwtlct 
der  Trägheitseüipse  gehende  Achsen  |  und  ij  ist  gleuA  dem  Produkt  aus 
der  gesamten  Masse  und  den  Koordinaten  des  einen  Endpunktes  des 
mir  Achse  |  (oder  tj)  konjugierten  Durchmessers  der  Culmannschen 
TrägheitseU^e  und  zwar  für  die  Achsen  |  urtd  ■^  als  Koordinatenachsen. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läßt  sich  ans  der  Trägheiteellipae  das 
Zentrifugalmomeat  für  zwei  hehebige  dnrch  den  Mittelpunkt  gehende 
Achsen  sofort  angeben. 

Sind  insbesondere  die  Achsen  |,  tj  konjugierte  Durchmesser  der 
Ellipse,  80  ist 

l,%  -  0 
und  daher  auch 

L~0, 
d.  h.  Das  Zentrifugalmoment  für  zwei  kot^ugierte  Durchmesser  der 
TrägheitseUipse  hat  den  Wert  NuU. 

umgekehrt  folgt  der  Satz: 

Bat  das  ZentrifugcAmoment  für  zwei  Achsen  g^  und  g^  den  Wert 
KiiU,  so  sind  diese  AtAsen  konjugierte  Durchmesser  derjenigen  Trägheits- 
eüipse, deren  Mittäpunkt  der  SchnittpuKM  der  Achsen  g^  und  g,  ist. 

Ist  das  Masseneystem  bzw.  die  Flache,  um  deren  Tr^heits-  und 
Zentrübgalmomenfe  es  sich  handelt,  schief  symmetrisch  in  bezug  auf 
eine  Achse  gi,  so  hat  das  ZeDtrifogalmoment  für  g^  und  eine  zweite 
Achse  g^,  welche  die  Richtung  der  Symmetriestrahlen  hat,  den  Wert 
N^ulL     Es  folgt  somit  der  weitere  Satz: 

Ist  das  Massensystem  bew.  die  Fläche  rechtwinklig  oder  schief 
symm^riscii  in  betug  auf  eine  Achse  g,  so  sind  durch  diese  Achse  g 
und  die  Sichtung  der  Symmelriestrahlen  zwei  konjugierte  Durchmesser 
bestimmt  für  sämtli<Ae  TrägheitseUipsen,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Symmetrieachse  liegen. 

Wie  ans  der  Zentralellipse  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  ron  §  48 
das  Ttägheitsmoment  fQr  eine  beliebige  Achse  gefunden  werden  kann, 
so  kaim  aus  derselben  auch  das  Zentrifngalmoment  hei^leitet  werden 
fKr  zwei  beliebige  Achsen  ^^undt^^i  die  nicht  durch  den  Schwerpunkt 
gehen,  nnd  zwar  ohne  daB  es  erforderlich  isi^  erat  eine  weitere  Träg- 
heitsellipae  mit  dem  Schaittpnnkb  der  Linien  g^  und  c;,  als  Mittelpunkt 
zu  zeichnen.  -,  , 

19'        d:>yC.OOglC 
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Um  dieses  sn  zeigen,  soll  eine  der  Oleichving  (1)  ron  §  48  ähn- 
liche Gleichung  hergestellt  werden: 

Es  sei  einerseits  das  Zentrifagatmoment  Z  für  zwei  Achsen  |,  ij, 
andererseits  das  Zentri^galmoment  L'  (Qx  zwei  Achsen  |',  i]'  betrachtet. 
Dann  ist 

L  —  ^mXirio 

Sind  ntm  die  Achsen  | ,  tj  panillel  in  den  Achsen  ^',  ij',  so  ist 

»Si-V  — %, 
wo  ip,  7}^  die  Koordinaten  des  Schnittponktee  der  Achsen  i,rj  m  bezug 
anf  das  Koordinatensystem  £',  t]'  sind.    Es  folgt  daher 

L  - ^m,6,i?,  -^m^ (g; -  ^o)  iVi'-  Vt) 
oder 

L=-L'—  Vo^^A'  —  ^^f^iVi  +  6o1o  ^■ 
Schneiden  sich  nun  die  Achsen  g',  ij'  im  Schwerpunkt  S,  so  ist: 

^»1,1/ =  0     und     ^tM,i;/^  0 
und  daher 

(13)  L-L'+MUv,, 

bzw.,  wenn  es  sich  um  das  Zentrifugalmoment  einer  Fläche  F  handelt: 
(13a)  i-i'+JI,,,. 

Durch  diese  Gleichungen  ist  das  Zentrifugalmoment  L  für  zwei 
beliebige  Achsen  auf  das  Zentrifugalmoment  für  zwei  parallele  Schwer- 
linien  zurückgeführt.  Da  nun  durch  die  Zentralellipse  das  Zentri- 
fugalmoment för  zwei  Schwerpunktsacbsen  gegeben  ist,  so  ist  infolge 
der  obigen  Gleichungen  durch  die  Zentralellipse  auch  das  Zentrifugal- 
moment bestimmt  für  zwei  beliebige  Achsen,  die  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  gehen. 

Bei  Berücksichtigung  der  Gleichung  (12)  folgt 

(14)  i-(£.l,  +  i.l.)Jlf, 

bzw. 

("a)  i'-{l,%  +  Uv.W, 

WO  1^  und  rj^  wieder  die  frühere  Bedeutung  haben. '^) 

1)  Die  hier  über  das  Zentrüagklmomeut  hergeleiteten  S&tie  finden  sich 
auch  schon  bei  Culmann. 
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§  50.  Die  Eonatniktton  der  CnlmannBOhen  TrägheitaelllpBe. 
Die  Konatmktion  der  TrägheitseUipee  und  inebeBondere  diejenige 
der  Zenta^ellipse  kamt  erfolgen,  indem  für  drei  OurclimeBBer  dereelbea 
(bzw.  tQi  drei  Gerade,  die  durch  den  gewählten  Mittelpunkt  nud  ine- 
beBoadere  den  Schwerpunkt  gehen)  die  Trägheitsmomente  oder  die 
Trägheiteradien  nach  den  Uethoden  des  §  46  oder  §  47  bestimmt 
werden.  Da  bei  der  Culmannschen  TrügheiteeUipse  die  Absiände 
der  Tangenten  der  Ellipse  Tom  Mittelpunkt  gleich  den  Trägheits- 
radien der  parallelen  Durchmesser  sind,  so  sind  nach  Bestimmung 
der  Trägheitsradien  ft)r  drei  Achsen  sechs  Tangenten  der  Ellipse  ge- 
funden, durch  welche  die  Ellipse  schon  mehr  als  bestimmt  iai  In 
Racksicht  auf  das  Zeichenmaterial  wird  es  zweckmäßig  sein,  die 
Trägheitsradien  für  die  horizontale,  die  vertikale  und  eine  unter  45** 
geneigteOerad  e  zu  kon- 
etmieren.  Wird  dann 
mit  Hilfe  des  Brian- 
chonschen  Satzes  auf 
einer  der  horizontalen 
Tangenten  der  Berüh- 
nmgspnnkt  B  gefun- 
den, so  ist  hierdurch 
derjenige  Durchmesser 
bestimmt,  welcher  dem 
horizontalen  Durch- 
messer konjugiert  ist. 
Die  Länge  des  hori- 
zontalen Dnrchm  e  sser  B 
kann  dann  nach  F. 
Graefe*)  durch  die 
Bedingung  erhalten 
werden,  daß  bei  einer 
Ellipse  die  Summe  der 
Quadrate  zweier  kon- 
jugierten Durchmesser  2u  und  2ß  gleich  dem  Quadrate  der  Diago- 
nale 2d  eines  umschriebenen  Rechteckes  ist,  oder 


Wird  daher 


05'=  OB 


1)  Zeittchr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  4S  {189»)  p.  210.    Siebe  auch  A,  S&rno, 
Iit.  Lomb.  Bend.  (!)  8  (18T0)  p.  614. 
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gemacht  (Fig.  158),  so  aiud  die  Endpunkte  J.  und  A^  des  horizontalen 
Durchmessers  durch  die  Bedingung 

B'A  =  B'Xi  -^  d 
gegeben,  \achdem  so  die  beiden  konjugierten  DnrchmesBer  AÄ^  und 
BB^  der  Ellipse  getunden  sind,  läßt  sich  die  Ellipse  leicht  zeichnen. 
In  Fig.  158  sind  zunächst  die  Achsen  der  Ellipse  gefunden,  indem 
dieselbe  in  affine  Beziehung  zu  einem  Ereis  gebracht  ist  Hierbei 
ist  die  zu  OB  parallele  Tangente  t  im  Punkte  A^  als  Äfßnitätsachse 
benutzt.  Der  betreffende  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  M  ist  dann  ein 
solcher,  der  die  Tangente  ^  in  J^  berührt  und  einen  Badina  OB  hat. 
Die  Verbindungslinie  OM  des  Kittelpunktes  0  der  Ellipse  und  des 
Mittelpunktes  M  des  EJreises  liefert  die  Ricbtnng  der  Afdnitätsstrahlen. 
Ein  durch  die  beiden  Punkte  0  und  M  gehender  Ereis  mit  dem 
Mittelpunkt  auf  t  bestimmt  durch  seine  beiden  Schnittpunkte  C-^  und 
Cj  mit  t  die  Richtungen  OC^  und  OC,  der  Achsen  der  Ellipse.  Auf 
denselben  werden  die  Endpunkte  der  Achsen  durch  die  beiden  AfBni- 
tätsstrahlen  ausgeschnitten,  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Linien 
jlfOi  und  MC^  mit  dem  Kreise  gehen. 

Rascher   führt   das   folgende    von    Hannibal    Kunitz    für    den 

Zweck  der  Konstruktion  einer 

Ellipse  für  den  Fall,  daß  drei 
Paare  von  parallelen  Tangen- 
ten bekannt  sind,  gegebene 
Verfahren  zum  Ziele.^) 

Es  seien  wieder,  wie  in 
Fig.  158,  drei  Paare  von 
parallelen  Tangenten  derTrSg- 
heitseUipse  mit  dem  Mittel- 
punkte 0  bestimmt.  Da  die 
beiden  Diagonalen  eines  einer 
Ellipseumscb  rieben  enParalle- 
logrammes  konjugierte  Durch- 
messer sind,  so  sind  durch 
diese  drei  Paare  von  Tangen- 
ten drei  Paare  von  ko^jugtei-- 
ten  Durchmessern  der  Ellipse 
gefunden.  Die  beiden  par- 
B  Tangente  t^   in   den  beiden 

1)  Dieae  Eonstruktioa  ist  noch  Dicht  verCffsatlicht;  der  Terfassu  verdankt 
B  müiidlicheD  MitteilDogei-  ^~  i 


allelen  Tangenten   t^  und   t^  mögen   ' 
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PonktieQ  A^  und  A^'  schneiden.  Dann  werden  insbesondere  die  Linien 
OAf  und  OAj'  konjngierte  Durcbmeaser  sein.  Andererseits  sind  durch 
die  Schnittpunkte  A^  und  A^'  der  Tangenten  ^  und  tg'  mit  der  Tan- 
gente ^  zwei  weitere  konjugierte  Durchmesser  OAg  und  OA^'  gegeben 
(Fig.  158a). 

Wird  nun  die  Ellipse  in  affine  Beziehung  zu  einem  Ereis  ge- 
bracht und  zwar  f9r  die  Tan^nte  f,  der  Ellipse  als  AMnitätsachse, 
so  werden  den  beiden  Paaren  von  konjugierten  Durchmessern  der 
Ellipse  zwei  Paare  von  zu  einander  senkrechten  Durchmessern  des 
Kreises  entsprechen.  In  Rücksicht  auf  die  AiSnitätsachse  t^  wird 
demgenuiB  der  Mittelpunkt  M  dieses  Kreises  der  Schnittpunkt  zweier 
Kreise  mit  den  Durchmessem  A^A^'  und  AgA^'  sein.  Da  der  Ereis 
außerdem  die  Affinitätsachse  berühren  muß,  so  ist  er  vollständig  be- 
stimmt, Nachdem  so  die  Affinität  hergesteUt  ist,  lassen  sich  die 
Richtungen  der  Achsen  der  Ellipse,  wie  die  Endpunkte  derselben  aus 
der  affinen  Beziehung  sofort  herleiten.  In  Fig.  158  a  sind  Cj  und  Cj 
die  Schnittpunkte  der  Achsen  der  Ellipse  mit  der  Tangente  ^.  Die- 
selben sind  bestimmt  durch  einen  Kreis,  der  durch  die  Punkte  0  und 
und  M  geht  und  mit  dem  Mittelpunkt  auf  ^. 

Ist  der  Querschnitt  symmetrisch,  so  vereinfacht  sich  die  Kon- 
struktion, da  durch  die  Symmetrieachse  und  die  Hichtung  der  Sjm- 
metriestrahlen  von  vornherein  zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse 
gegeben  sind,  falls  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  auf  der  Symmetrie- 
achse angenommen  wird,  wie  dieses  bei  der  Konstruktion  der  Zentral- 
ellipse der  Fall  sein  würde.  Ist  insbesondere  orthogonale  Symmetrie 
vorhanden^),  so  sind  von  vornherein  die  Richtungen  der  Achsen  der 
Zentral ellipse  gegeben.  In  'solchen  Fällen  sind  nur  die  Trägheits- 
radien für  zwei  Achsen  zu  bestimmen. 

Häufig  kommt  es  vor,  daß  der  gegebene  Querschnitt  mehrere 
Symmetrien  besitzt.  Dann  sind  jedenfalls  zwei  Pa^e  von  konjugierten 
Durchmessern  von  vornherein  bekannt.  Durch  zwei  Paare  von  kon- 
jugierten Durchmessern  sind  aber  vier  Bestimmungsstücke  des  Kegel- 
schnittes gegeben.  Infolge  davon  genügt  es,  wie  G.  Jung  bemerkt 
hat,  fUr  eine  einzige  Achse,  und  zwar  am  besten  für  einen  der  kon- 
jugierten Durchmesser,  den  Tmgheitsradius  zu  konstruieren  Dadurch 
würde  eine  Tangeute  der  Ellipse  bekannt  sein,  und  es  ^Bt  sich 
ann  die  Ellipse  mit  Leichtigkeit  konstruieren. 

Ein  solcher  Fall  tritt  z.  B.  bei  einem  Parallelogramm  ABCD  ein 
(Fig.  159).     Hier  sind  infolge   der  Symmetrieverbältnisse  die  beiden 

1)  Solche  I^le  treten  z.  B.  bei  einem  Schieuenpro&l  auf,  eioem  T-Eiaen  vav. 
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DiagonaleD  AC  und  SD  zwei  boQJugieiie  DurchmeBser,  auSerdem  die 
beiden  läniec  EF  und  GH,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  ParaUelo- 
grammeB  gehen  und  parallel  zu  den  Seiten  sind.  Es  genügt,  den 
Trägheitsradins  für  die  eine 
_^  Achse  ff  zu  bestimmen.  Da- 
durch sind  die  beiden  zu  EF 
parallelen  Tangenten  t,  and 
tj  der  Ellipse  gegeben.  Die 
Berührungspunkte  derselben 
sind  die  Schnittpunkte  G' 
and  H'  mit  der  Linie  GS. 
Die  Schnittpunkte  A',  B', 
C,  D'  der  beiden  Diagonalen 
des  Parallelogrammes  mit  den 
beiden  Tangenten  \  und  t^ 
bestimmen  die  beiden  za  den 
anderen  Seiten  des  Parallelo- 
grammes parallelen  Tangen- 
ten ^  and  t^  und  auf  ihnen 
durch  den  Schnitt  mit  EF  die  Berührungspunkte.  Es  ist  daher  ein 
amschriebenes  Parallelogramm  der  Ellipse  nebst  den  Berühnings- 
pnnkten  gegeben.  Die  Ellipse  ist  sogar  überbestimmt  und  läfit  sich 
leicht  konstruieren. 

Sind  mehr  als  zwei  Symmetrien  und  dadurch  mehr  als  zwei 
Paare  von  konjugierten  Durchmessern  gegeben,  wie  dieses  z.  R  bei 
einem  Dreieck  der  Fall  ist,  so  ist  hierdurch  kein  wesentlich  i^iterer 
Vorteil  für  die  Konstruktion  der  Ellipse  erreicht,  da  durnh  zwei  Paare 
von  konjugierten  DnrchmesBem  schon  die  Durchmesserinvolntion  be- 
stimmt ist. 

§  61.     TräsheftaeUipsen  für  TersoUedene  Mittelpunkte. 

Ist  die  Calmannscfae  Zentralellipse  gezeichnet,  so  läßt  sldi  aus 
derselben  leicht  die  Ti^heitsellipse  für  einen  beliebigen  Mittelpunkt  M 
herleiten. 

Ea  sei  der  Schwerpunkt  S  des  Massensjstemes  bzw.  .der  Fläche  F 
zum  Nullpunkt  des  Eoordinatensjstemes  und  der  Durchmesse  8M 
zur  a;-Achse  gewählt.  Die  y-Achse  sei  in  den  zu  SM  konjugierten 
Durchmesser  der  Zentralellipse  gel^.  Dann  ist  das  Zentrifngal- 
moment  inr  die  beiden  Achsen  der  x  und  y  gleich  NnUL  Infolge  der 
Gleichung    (13)    bzw.    (13a)   von   §  49    ist   aber    auch    das    Zentri- 
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fhgalmoment  gleich  Null  fSr  den  DurclinieBBer  SM  und  die  durch  M 
parallel  zur  ^Achse  gellte  Gerade.  Da  jedoch  das  Zeutrifagalmoment 
nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn  die  betreffenden  beiden  Achsen  kon- 
jugierte Durchmesaer  sind  derjenigen  TrägkeitseUipae,  deren  Mittel- 
punkt im  Schnittpunkt  der  beiden  Achsen  liegt,  so  folgt  der  Satz: 

In  der  ZetUralälipse  und  einer  anderen  TrägheUsälipse  mit  einem 
Miängen  Miädpat^  M  sind  die  gum  gemeinsamen  Durchmesser  SM 
Jumjuffierten  DurtAmesser  paraMd. 

Liegt  die  Zentralellipse  gezeichnet  vor,  so  lassen  sich  ftlr  jede 
andere  Tiägheitsellipse  sofort  zwei  konjugierte  Durchmesser  angeben, 
welche  es  ermöglichen,  die  betreffende  Ti^heitsellipBe  zu  konstruieren. 

Es  seien 

A^At-2a     und     B^B,  =  2ß 

(Fig.  160)  zwei  konjugierte  Durchmesser  der  ZeutrHleilipBe,  wobei  der 
Durchmesser  SiB^  in  den  der  Zentralelllpse  und  der  TragheitsellipBe 
mit  dem  Mittelpunkt  M  gemeinsamen  Durchmesser  SM  fallen  solL 
Daraus,  daß  der  Trägheitsradins  gleich 
dem  Abstände  der  parallelen  Tangente 
der  Trägheitsachse  sein  muß,  folgt, 
daß  die  zum  Durchmesser  S-^S^  par- 
allelen Tangenten  der  Zentralellipse 
auch  die  Ttägheitsellipse  mit  dem  g'i- 
Mittdlpnnkte  M  berühren  müssen,  und 
zwar  in  den  Funkten  Ä^'  und  A^,  die 
von  diesen  Tangenten  aus  dem  zu  A^A,  '        n»  im 

parallelen  Durchmesser  der  Tii^heits- 

ellipse  geschnitten  werden.  Der  zu  .<i,j4,  parallele  Durchmesser  Ay'A^' 
hat  somit  dieselbe  Länge: 

Ai'A;^A^A^^2a. 
Die  Länge 

SiBt'=2ß' 

des  anderen  Durchmessers  der  Trägheitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  M 
läßt  sich  sofort  mit  Hilfe  der  Formel  3  ron  §  48  finden. 

Der  Tragheitsradius  für  die  Achse  A^A^  sei  mit  t,   bezeichnet, 
der  für  die  Achse  A^'A^'  mit  i.    Dann  ist 
i»  =.  i»  +  u', 

wo  u  den  Abstand  der  Linie  A^'A^'  vom  Schwerpunkt  S  bedeutet. 
Nun  ist  aber 

i,  ■=  ß  cos  9,     tt  "  iSJlf  cos  gi,     i  —  MH^  cos  fp  —  ß'  cos  ip 

ii.yCoog[e 
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,     und  daher 

ß'^  =  (3*  -t-  S'MK 
Durch  diese  Gleichung  ist  /3'  als  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreieckes  mit  den  Katheten  ß  und  SM  bestimmt.  Nachdem  in 
dieser  Weise  von  der  Tmgheitsellipae  mit  dem  Mittelpunkt  M  Sich- 
tungen und  Größen  von  zwei  konjugierten  Durchmessern  gefunden 
sind,  läßt  sich  dieselbe  mit  Leichtigkeit  konstruieren. 

Es  soll  die  Beziehung  untersucht  werden,  welche  zwischen  den 
Achsen  der  Trägheitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  M,  also  den  Haupt- 
trügheitsachsen  des  Punktes  M,  und  der  Zentralellipse  besteht. 

Der  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  sei  in  den  Schwerpunkt 
und  die  Koordinatenachsen  in  die  Hauptträgheitsachsen  desselben  ge- 
legt, so  daß  die  Gleichung  der  Culmannschen  Zentral ellipse  wird: 

(1)  f+|-'' 

wo  i^  und  ly  die  Trägheitsradien  für  die  Koordinatenachsen  sind. 
Dann  folgt  fBr  den  Trägheitsradius  i,  einer  Schwerlinie,  die  mit  der 
X-Achse  den  Winkel  91  einschließt, 

i*  =  ij  cos*  (p  +  t  *  sin'  «p 
und   daraus  für  den  Trägheitsradius  i  einer  Achse,   die  ^dureh  einen 
Punkt  «oj  Solgol*''  ^^^  ^^^  ^^^  x-jlchse  den  Winkel  qn  einschließt, 

i*  —  ij  cos' y  -|-  i^'  sin* q>  +  (x,, sin (p^t/f^eoa  »p)*j 
oder 

i'=  (»i*  +  i/o*)cosV  -I-  (i/  + V)  flinV  —  22-0^0  sinpcosg), 
woraus  sich  bei  ElDführung  des  doppelten  Winkels  ergibt 

Die  Richtungen  der  Hauptträgheitsachsen  für  den  Punkt  x^^'  ^^  werden 
erhalten  fUr  denjenigen  Winkel  ^,  für  den  i,  bzw.  «',  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  ist,  wenn  also 

Nun  ist 

j—  =  —  i'z* ~ ')^  +  t/o* " ^0*)  Bin2ip  —  210^0  cos  29. 

Für  die  Richtungen  der  beiden  zueinander  senkrechten  Hanptr^heita- 
achsen  des  Punktee  x^,  y^  folgt  somit: 
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und  daraus 

to  m  =  '"^'  ~  'V  +  y»'  ~  '^o*  ±  V^^t'y»* + (*^' — 'V + y»'  -  ^' 

Nachdem  so  die  Bichtungswinkel  91  der  Hauptträgheitsachseti  des 
Pmiktes  Zg,  t/g  gefimden  sind,  ergeben  sich  die  Gleichungen  dereelben, 
indem  gesetzt  wird: 

Bei  Einsetzung  der  für  tg  <p  erhaltenen  Werte  werden  die  Gleichungen 
der  Hauptträgbeiteachsen  des  Punktes  x^,  y^: 

- «.  f  -  V  -  *i'  -  ?.'  +  i/äi,;v + &'  -  V + »,'  -  xff] 

und 


-lo  (■.'-•,'-V-S«'->'iV!'«"+ (•,'-•,' +  !'o'  —  V)'l- 
Wird  berücksichtigt,  daß 

[•.'  - ',' + V-  V + Vi  loV  +  (','  - ',' + y,'  ^V)'l 

■  fc'  -  •,' + »'-*.'  -  yrv»? + "E* -T" + »•■  -  ^•')'i — "i  w 

und 

\i,'  -  i,'  - ','  - ».'  +  i'üTs.'Ti;;/^  «,■ +^!/.'  -  O'J 
■  [»■'  -','-'>'-  %'-  /*  W + (•»"  -  ■,'  +  »•'  ^  v)'l 

--4y.'(.-,'-V,'), 
SO  können  die  Gleichnngen  der  beiden  Hauptträgheitsachseu  des  Punktes 
T^,  y,,  auch  geschrieben  werden: 

und 

z».».  =^ + ['.'  -  V + ».'-V + »'iV  V +&^i,'  ■+%'^*?i  ■  n 

(ä)      _    8».(i.'-i,')[i.'-i,'+!),'-i.'  +  yt''.'»7'+fe'— ?+».'^"¥i 

■."-•■."-».'-y.'+y'iVy.'+i'.'-'y'fs.'-».')' 

Es  werde  nun  die  Qleichung  der  Polare  eines  Punktes  x',  /  in 
bezng  aaf  die  Zentralellipse  1)  betrachtet: 

—  +  ^  =  1. 
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y  =- 


Durch  Vet^leicliung  mit  der  OleichuDg  2)  ergeben  eich  fQr  den  Pol 
der  Hanptträgheitsachee  2)  die  Koordinaten: 

Statt  des  Poles  x',-y'  der  Oeraden  2)  sei  deren  Antipol  eingeführt,  d.  h. 
derjenige  Paukt,  der  dem  Pol  x',  y'  in  bezog  auf  den  Mittelpunkt  der 
ZentraleUipae  symmetrisch  gegenOberliegt.  Sind  £',  i/'  die  Koordinaten 
des  Autipoles,  so  ist 


and  daher 

r--i 

1  *i'— V+y.'— ^*+V**.'yo'+t»< 
*.['."-  '.'-».'-».■+Vi«.y.+& 

1_                                                2'.». 

-•.•+V.'-V) 

*.["«'— '/-a;„'-y.'  +  |/4Vy.'+C','-t»+y.'-*,')']" 
Nun  ei^ibt  sich  aber  sofort,   daß  die  Koordinaten  i',  rj'  des  Antipols 
der    Gleichung  2)   die   Gleichung  3)   befriedigen.     Ebenso    wird    der 
Antipol  der  Gleichung  3)  die  Gleichung  2)  erftlllen.     Es  folgt  somit 
der  Satz  von  0.  Mohr: 

Die  beiden  Hauptträgheitsachsen  g  vnd  l  eines  bdiebigen  Punktes  M 
gehen  dta-ch  die  Antipole  dersdben  in  hesug  auf  die  ZenircUdlipse,  d.  h. 
dieSaupHräghätsachseggMdvrcii 
den  Antipol  von  l  und  die  Bat^)t- 
trägheüsachse  l  durch  den  Antipol 

'::-^  Mit  diesem  Satze  kann  sofort 

diejenige  Hauptträgheitsachse  I 
gefunden  werden,  welche  zu  einer 
g^^benen  (geraden  g  als  zweite 
Hauptträgbeitaacbse  gehört,  ond 
damit  ist  auf  g  auch  deijenige 
Punkt  M  bestimmt,  för  welchen 
'"'^^  ""■  g  eine  Hauptträgheitsachse  ist 

Zn  diesem  Zwecke  werde  zunächst  der  Pol  Pg  der  gegebenen  Ge- 
raden g  inbezug  auf  die  Zentralellipse  bestimmt  (Fig.  161).  Der  Anti- 
pol P  von  g  ist  dann  auf  dem  Durchmesser  P^S  durch  die  Gleichung 


1)  Zeitacbr.  d.  Aich.  n,  Ing.-YeT.  zu  Hannovei  IS  (1870)  p.  iS. 
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P^S-SP 
gegeben.    Sie  gesuchte  TrSglteitsacliBe  l  ist  die  durch  den  Antipol  P 
gehende  und  auf  g  senkrecht  stehende  Gerade. 

Handelt  es  sich  andererseits  dämm,  für  einen  gegebenen  Punkt  M 
die  beiden  HaupttrSgheitsachsen  zu  finden,  so  wird  es  nur  erforderlich 
sein,  bei  der  durch  die  Zentralellipse  bestimmten  InTolntion  der  Anti- 
polaren  mit  dem  Mittelpunkte  M  die  beiden  zueinander  rechtwinkligen 
und  konjugierten  Strahlen  zu  finden. 

§  52.     Der  erste  Hohrsohe  Trilgheitskreis. 

Nachdem  aus  der  ZenträleUipse  die  Tr^heitsellipae  für  einen 
beliebigen  Mittelpunkt  M  hergeleitet  ist,  entsteht  die  Frage,  bietet 
unt^  Umständen  nicht  die  Verwendung  einer  anderen  Ttägheitsellipse 
Vorteile  gegenQber  der  Benutzung  der  Zentralellipse?  Es  ist  klar, 
daß  eine  andere  Trägheitsellipse  vorteilhaft  sein  kann,  sobald  es  ge- 
lingt eine  solche  zu  finden,  die  in  einen  Kreis  übergeht,  weil  dann 
die  immerhin  nmstiindliche  Konstruktion  der  Ellipse  wegfällt  Es 
soll  daher  nntersucbt  werden,  ob  es  Punkte  gibt,  für  die  die  Trägheits- 
ellipse  ein  Kreis  wird. 

Daraus  daß  die  konjugierten  Durchmesser  des  Kreises  senkrecht 
auf  einander  stehen,  folgt  in  Rücksicht  auf  den  in  §  51  hergeleiteten 
Satz,  nach  welchem  die  beiden  Durchmesser  der  Ellipsen  mit  den 
Mittelpunkten  S  und  M,  die  konjugiert  dem  gemeinsamen  Dntch- 
messer  SM  sind,  unter  einander  parallel  sein  müssen,  daß  nur  für 
einen  Punkt  M,  der  auf  einer  der  Achsen  der  Zentralellipse  liegt, 
die  Trägheitsellipse  in  einen  Kreis  übergehen  kann.  Da  femer  die 
Trägheitsmomente  und  damit  die  Trägheitsradien  wachsen  mit  der 
Entfernung  der  Tr^heitsachsen  vom  Schwerpunkt  und  sämtliche 
Trägheitsellipsen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  großen  Achse  der 
Zentralellipse  liegen,  durch  die  beiden  Tangenten  in  den  Endpunkten 
der  kleinen  Achse  der  Zentralellipse  berührt  werden,  so  kann  kein 
auf  der  großen  Achse  gelegener  Punkt  M  als  TragheitaelUpse  einen 
Kreis  ergeben.  Soll  daher  ein  Punkt  M  vorhanden  sein,  fUr  den  die 
Trägheitsellipse  ein  Kreis  wird,  so  muß  derselbe  auf  der  kleinen  Achse 
der  Zentralellipse  liegen. 

Die  Gtleichung  der  Zentralellipse  sei  in  der  Form  geschrieben 
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und  F  der  Inhalt  der  Fläche  ist,  am  dereit  Trägheitsmomente  ee  sich 

handelt. 

Es  sei  ferner 

a>6 

angenommen,  ao  daß  der  Punkt  M,  fOr  den  die  Trt^heitBellipse  ein 

Kreis  wird,  nur  auf  der  ^Ächse  des  Koordinatensystems  liegen  kann. 

Ee  möge  auf  der  ^Achse  ein  Funkt  f  angenommen  werden,  der 
Tom  Schwerpunkt  S  eine  Entfernung  d  besitzt.  Die  Trägheiteellipse 
für  diesen  Punkt  f  wird  ein  Kreis  sein,  sohald  der  Tilgheitsradius  i 
für  eine  durch  f  gehende  und  zur  ;r-Ächse  parallele  Gerade  g  ^eich 
dem  Triigheiteradius  a  fUr  die  y-Achse  ist.    Nun  ist  aber 

,■»  =  &»-!-  d», 
und,  da  i  =>  a  sein  soll: 

a»  -  fc»  +  d», 
also 

d  _  -j-  Yä*^^\ 

Es  gibt  somit  auf  der  y-Achse  tatsächlich  zwei  Punkte,  für  welche 
die  Tragheitsellipse  ein  Kreis  ist.    Da  femer 

Vo»  -  &» 
die  Entfernung  der  Brennpunkte  der  Zentralellipse  vom  Schwerpunkt 
ist,  so  folgt  der  Satz: 

Die  l'rägheitseÜipse  geht  fw  ewei  Ftmkte  f  und  f,  die  auf  der 
Meinen  Achse  der  Zentralellipse^)  liegen  und  vom  SckwerpwtH  eine  Ent- 
fermmg  haben  gleich  dem  Abstände  der  Srennpankte  der  ZentraitUipse 
vom  SchwerpunU,  in  einen  Kreis  über.  Der  i^iu«  diaes  Kreise  ist 
gleich  der  kalben  großen  Achse  der  Zeniraldlipse. 

Für  die  weiteten  Konstruktionen  ist  es  nur  nötig,  den  einen 
dieser  beiden  Ej^ise  zu  verwenden.  Derselbe  wird  der  Trdgheiisicreis 
oder  genauer  der  erste  Mohrsche  Trägheitskreis  oder  auch  der  Mohr- 
sclie  Trägheiiskreis  für  den  Schwerpunkt  genannt.  Die  beiden  Punkte  / 
und  f  werden  als  Brennpunkte  der  Fläche  F  bezeichnet,  um  deren 
Ti^heitsmomente  es  sich  handelt.^ 

1)  Die  kleine  Achse  der  CulmannBcben  Zentnlellipse,  auf  welcher  diese 
beideu  Punkte  f  und  /"  liegen,  wird  von  0.  Mohr  «la  die  er»t«  HKupttAgheitB- 
achae  fQi  deu  Schwerpunkt  bezeichnet.  Zeitochr.  d.  Arcti.  o.  Ing.  Vei.  in  Hannovec 
16  (18701  p.  48. 

2)  Diese  Bezeichnung  findet  sich  bei  Mohr  ent  in  einer  sp&teren  Atbeit, 
Civiling.  (2)  33  (188T)  p.  50.  unabhängig  Ton  Mohr  sind  später  diese  beiden 
Punkt«  Ton  G.  Jung  gefunden  und  als  Brennpnnkte  dee  AntipolariTiteniM  der 
Flüche  F  „Antifocbi  di  F"  bezeichnet  worden.  Daß  der  Ton  0.  Mohr  g«fandeDe 
Trrigheitekreis  eiue  «pexielle  TiftgheitsellipBe  ist,  ist  ent  von  G.  Jnng  nacfa- 
gewiesen.    lot,  Lomb.  Hend.  (2)  8  (1876)  p.  888—890. 
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Ist  der  Trägheitskreis  gezeichnet;,  so  lassen  sich  aus  demselben 
die  Trägheitsmomente  und  Trägheitsradien  für  alle  beliebigen  Achsen 
herleiten. 

Da  für  alle  Trägheitsachsen,   die   durch   den   Mittelpunkt  f  des 
Trägheitskreisea  gehen,  der  Trägheitsradius  den  Wert  a  hat,  ao  wird 
znoächst   sich   fQr   den   Trägheitradius  %, 
einer  Schwerlinie  ergeben 

(1)  i,.  _„._„., 

wenn  e  die  Entfemong  des  Pnnktes  f  von 

der  betreffenden  Scbwerlinie  s  ist.    Es  ist 

somit  t,  die  Kathete  eines  rechtwinkligen 

Dreieckes  mit   der   Hypotenuse  a  gleich 

dein  Radius  des  TrägheltekreiBes  und  der 

anderen  Kathete  a.     Um  daher  den  Träg- 

beitsradins  «,  fQr  eine   Schwerlinie  s   zu 

finden,   werde   auf  dieselbe   vom  Mittelpunkt  f  des   Trägheitskreises 

eine  Senkrechte    gefällt.     Ist  B^    der    Fußpunkt    derselben  und    B^ 

einer   der  Schnittpunkte    der    Schwerlinie  s  mit   dem   Trägbeitskreis 

(Fig.  162),  so  ist 

i.-B^B^, 
d.  h.  der  Trägheitsradius  »,  für  eine  Schwerlinie  ist  gleich  der  Sälfte 
der  Sehne,  welche  die  Schwerlinie  aus  dem  Trägheitskreis  schneidä. 

Es  sei  jetzt  eine  Trägfaeitsachse  g  angenommen,  welche  zur  Schwer- 
linie s  parallel  ist.     Dann  folgt  für  den  Trägheitsradius  i^ 
die  Qleichung: 


derselben 


oder  infolge  von  Gleichung  (1): 
C2)  i/=a» -«'  +  «», 

wo  u  die  Entfernung  der  Tmgheitsachse  g 
vom  Schwerpunkt  S  ist.  Aus  dieser  Glei- 
chung (2)  ergibt  sich  die  folgende  Kon- 
struktion far  den  Ti-^heitsradius  i^  einer 
beliebigen  Trägheitsachse  g. 

Von  dem  Pimkte  f  werde  die   Senk- 
rechte   auf    die    Trägheitsachse  g    gefällt. 
Der  Fußpunkt  derselben  sei  S  (Fig.  163). 
Schneidet  dann  die  durch  den  Schwerpunkt  S  zur  Tr^heitsachse  g 
gezogene  Parallele  den  Trägheitskreis  in  einem  Punkte  E,  so  ist 
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der  TrägheitsradiTiB  fSr  die   Acliae  g.     Die  Rii^tigkeit   dieser  £oii- 
Btrnktion  folgt  sofort  darauB,  daB 

«  -=  BH  und  i,  —  ES, 
alao  die  obige  Gleichung  erfOUt  ist. 

Die  Oleichoug  (3)   ^t   sich   noch   in  anderer  Weise  darBtellen. 
Ea  ist 

«'  —  ö*  —  (u  +  ff)  («  —  «). 
Werden   nun   die   Abetäude   der   beiden    Brennpunkte  f  and  f  'der 
FUche  F   von    der   Ti^heitsachse  ff 
mit    ßi    und    e,    bezeichnet,     so    ist 
(Kg,  164): 

«,-»  +  «, 
e,-«-» 
nad  daher 

»• -«•-«,«,. 
Aus  äleiehuDg  (2)  folgt  somit  fUr  den 
Trsgheitsradme  der  Acfase^: 

(3)  i,  -  Va'  +  «,«4 
und  ferner  fUr  das  Trägheitamoment; 

(4)  J,-f{»'  +  e,^). 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  lassen  sich  leicht  die  Haupttr^heits- 
achsen  für  einen  beliebigen  Punkt  M  finden. 

Es  sei  eine  durch  M  gehende 
Ti^heitsachse  g  betrachtet.  Der 
Winkel,  den  dieselbe  mit  der 
Halbierenden  l  desWinkels/'Jf/'^a 
einschließt,  sei  mit  ip  bezeichnet 
(Fig.  165).     Dann  ist 

e,-r,sin(y-^), 
ßj  =.  r,  sin  (iSO"  -  ?>  —  -f-) 
-r,sin(v  +  f), 
wenn    fM  —  r^  und  fM-^r^ 
gesetzt  wird.     Für  das  Trägheits- 
moment der  Achse  g  ergibt  sich 
daher 

Jg—I  (a»+ r,r,  sin  (9.  — y)  Biß  (v  +  t)  ) 
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oder 

Jg=F  (a*  +  r,  r,  [cos'  y  —  cob'  91])  ■ 

Bei  Äüderoiig  des  Winkels  ip  stellt  diese  Gleichung  die  Tr^heita- 
momeDte  dar  ftlr  alle  durch  M  gehenden  Achsen.  Die  Hauptträgbeits- 
achsen  f(lr  den  Punkt  M  ergeben  sidb  eomit,  wenn  <7^  als  Funktion 
von  9>  betrachtet  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  wenn  also 

ist     Nun  ist  aber: 

— -?  _  2  J'c,r,  sin  <p  cos  <p. 

Daher  wird  -3-*  =-  0  für  ^j  —  0  und  y  —  -s-  Es  folgt  somit  der  Satz 
von  0.  Mohr: 

Die  beiden  JSauptträgheäsachsen  eines  helü^gen  Punktes  M  halbieren 
die  Winkd  ewise^ien  den  von  M  »ocA  den  Brennpu,n3(ten  der  Fläche  F 
gehenden  SU-ahUn.^) 

Für  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  J^  und  t^  fOr  den  Punkt  M 

ergeben  sich  bei  Einsetzui^  von  <p  =^  0  und  9  ~  -ä-  die  Werte : 

Jj  =  F  (a*—  r^rj  sin*  yl, 

J,=  F(aHfi»-,  coa"y), 
sowie  f^T  die  Tt^heitsradien  dieser  beiden  Hauptträgbeitsachsen: 


i,  =  ya' 

i,^yä^ 


-r.r,  cos'-. 


Der  obige  Satz  liefert  eine  einfache  Konstruktion  der  Trägheits- 
ellipse  mit  einem  beliebigen  Mittelpunkt  M,  wenn  der  Trägheitskreis 
und  die  beiden  Brennpunkte  f  und  f  der  Fläche  F  gegeben  sind.  Zu- 
nächst seien  die  beiden  Geraden  g^  und  g^  gefunden,  welche  den 
Winkel  fMf  bzw.  dessen  Nebenwinkel  halbieren.   Dieselben  bestimmen 


1)  Dieger  Satz  iit  in  einem  ep&tei  gefundenen  allgen 
enthalteui  „Die  Brennpunkte  f,  f  der  Fläche  F  bestimmen  eine  konfokale  Kegel- 
flctuiitticbar;  jede  Kurve  der  Schar  (die  in  f,  f  ausgeartete  eiugeacUoBsen)  ist 
ein  Eegelschnitt  koaatanten  THlgheitsmonienteB".  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  12  (1870) 
p.  82Ö.  Die  HanpttriLgbeitaachsen  eines  Punktes  P  sind  die  Tangenten  in  P  der 
beiden  konfokalen  Kegelschnitte,  die  dnrcb  ihn  gehen,  und  halbieiea  dabei 
den  Winkel  zwischen  den  von  P  nach  f  nnd  f  gehenden  Strahlen.  /  -  -if-^nL' 
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die  beiden  Hsoptträgheitaachaen  fSr  den  Punkt  M.  Dann  lassen  sich 
aus  dem  Ti^heitskreis  die  beiden  Trägbeitsradien  fOr  die  Haupt- 
trSgheitsacIisen  finden.  Dadurch  sind  die  beiden  Halbachsen  der 
gesuchten  Ti^heiteeUipse  bestimmt,  sodaß  sich  dieselbe  leicht  zeich- 
nen läßt. 

Von  G).  Jung  wird  der  Mohrscbe  Trägbeitskreie  verwandt,  um 
fdr  alle  Schwerlinien  eine  Strecke  zu  finden,  welche  unmittelbar  dem 
Trägheitsmoment  proportionid  ist  and  so  ein  anschauliches  Bild  von 
der  Größe  des  Trägbeitsmomentes  liefert. 

Die  durch  den  Schwerpunkt  S  gelegte  Ti^beitsacbse  s  möge 
den  Ti^gbeitskreis  mit  dem  Mittelpunkt  f  in  den  Punkten  G  nud  C 
schneiden.     Dann  ist  der  Ti^heitsradius  i,  fSr  die  Achse  8'. 

i.=  00, 
wenn  0  der  Mittelpunkt  der  Sehne  CC  ist  (Fig.  166).     Nun  ist 
OC'-iGS+SO)(SC'~SO) 

-  GS -SC  +  80  ■  [SC-  CS  -  SO] 
and  daraus 

(6)  V-  0C*=  CS-SC'+  SOK 

Es  ist  aber  CS- SC  der  absolute  Wert  der  Potenz  des  Schwerpunktes  S 
in  bezug  auf  den  Tr^^eitskreis  und  daher 
CS- SC' -SD*. 
wenn  U  der  eine  Schnittpunkt  ist  der  durch  S  gehenden  und  zu  fS 
senkrecht  stehenden  Geraden   mit  dem  Kreis,   bzw.  der  eine  Schnitt- 
punkt ist  des  Trägbeitekreiees  mit  der  großen  Äcbse  der  Zeutralellipse. 

Aus   dem  rechtwinkligen  Dreieck  füJE,   wo  E  der  Schnittpunkt 
ist   der  Tangente   des  Trägheitskreises   in   U  mit   der  Linie  fS,   also 
der  kleinen  Achse  der  Zentralellipse,  folgt: 
Sö*'-fS-SE, 
also 

CSSC'=fS-SE. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  SOf  etgiht  sich  andererseits: 

SO'^SG-fS, 
wenn  G  der  Fußpunkt  ist  des  von  0  auf  die  Hypotenuse  fS  gefällten 
Lotes.     Demgemäß  folgt  bei  Einsetzung  der  fttr  GS  ■  SC'  und   SO* 
erhaltenen  Werte  in  Qleichung  (6) 

i^^~OC*=(SE+SG)-fS 
oder 
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ferner  folgt  für  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  fttr  die  Achse  «: 
(6)  J,~EG-f8-F. 

Wird  die  Trägheitsachse  s  um  den  Schwerpunkt  S  gedreht,  so 
ändert  sich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6)  nur  die  Strecke  EG. 

Das  TrägheUsmoment  ist  daher  der 
Stredce  EG  proportional.  Bei  Drehung 
der  Achse  s  um  den  Schwerpunkt  be- 
wegt sich  der  Mittelpunkt  0  der  von  s 
ausgeschnittenen  Sehne  CC  auf  einem 
Kreis  mit  dem  Dnrchmesser  Sf.  Der 
Punkt  G  bewegt  sich  somit  nur  von  S 
nach  f  und  wieder  zurflck.  Das  kleinste 
Trägheitsmoment  wird  sich  daher  er- 
geben, wenn  der  Punkt  G  in  £1,  als 
auch  0  in  iS  li^t,  wie  dieses  der  Fall  n«.  im. 

ist  ftlr  die  große  Achse  der  Zentralellipse.  Dieses  kleinste  Träg- 
heitsmoment ist  somit: 

J^-ES.fS-  F. 
Das  grSBte  Ti^heitsmoment  tritt  auf,  wenn  der  Punkt  G  in.  f  li^t. 
Die  Tn^heitsachse   fällt  dann   in   die  Linie  fS,   somit   in  die  kleine 
Achse  der  ZentralelÜpse,  und  es  wird 

J«^-EffSF. 

Ebenso  lassen  sich  aus  der  hergeleiteten  Konstruktion  bzw.  aus 
Formel  (6)  sofort  diejenigen  Trägheitsachsen  finden,  die  durch  den 
Schwerpunkt  gehen,  und  für  welche  das  Trägheitsmoment  einen  vor- 
geschriebenen Wert  rT  erhält.  In  diesem  Zwecke  werde  J*  auf  die 
Form  gebracht  • 

J'  =  pfS-F. 

Durch  Auftragen  der  erhaltenen  Strecke  p  folgt  der  Punkt  G,  durch 
den  dann  zwei  Punkte  0  und  damit  zwei  Ti^heiteachsen  bestimmt  sind. 

g  Ö3.  Bestimmnng  dar  Antipolare  eines  Punkten  in  besug  auf  die 
ZentraleUipBe  duroh  den  Trfigheitekreis. 
Da  die  Zentralellipse  und  der  Trägheitskreis  in  bezug  auf  die 
gemeinsame  Sehne  af&n  zugeordnet  werden  können,  so  folgt,  daß  alle 
Konstruktionen,  die  durch  die  Zentral ellipse  möglich  sind,  auch  mit 
Hilfe  des  Trägheitskreisea  ausgeführt  werden  können.  Für  die  tech- 
nischen Anwendungen  ist  eine  der  wichtigsten  derartigen  Konstruk- 
tionen die  Bestimmung  der  Antipolare  eines  Punktes  P  in  bezug  ^J|l,-,[., 
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die  ZenttaleUipM,  und  umgekehrt  die  Beetimmiuig  des  Antipoles  einer 
gegebenen  Geraden  in  bezng  auf  die  ZentralellipBe. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  werden  von  0.  Mobr  Methoden  ge- 
geben, die  bequemer  sind  als  diejenigen,  auf  welche  die  unmittelbare 
Benutzung  der  Affinität  zwiecben  Zentralellipse  nnd  Trägbeitakreis  fahrt 

Es  soll  zunächst  der  Antipol  ftir  i^end  eine  durch  den  Uittel- 
punkt  f  des  Ttägbeitskreises  gebende  Gerade  gefunden  werden. 

Da  zwischen  Aniipol  und  Antipolare  dieselben  Satze  wie  zwischen 
Pol  und  Polare  bestehen: 

Dreht  sich  die  Antipolare  um  einen  Punit  P,  so  betest  sich  der 
gugehörige  AnUpol  auf  einer  Geraden,  nämlich  OAif  der  Antgwlare  des 
Punktes  P. 

Bewegt  sich  der  Antipol  in  einer  Geraden  p,  so  dreht  sich  die 
eugehörige  Ajit^iolare  um  einen  Punkt,  nämli^  um  den  Aniipol  von  p, 
so  werden  die  Antipole  für  alle  durch  f  gehende  Geraden  auf  der 
Antipolare  des  Punktes  f  liegen,  Es  wird  daher  zunächst  die  Anti- 
polare  p  des  Punktes  f  zu  finden  sein.  Durch  dieselbe  ist  eine  Ge- 
rade bestimmt,  auf  welcher  die  Antipole  für  alle  durch  f  gehenden 
Geraden  liegen  mUssen. 

Da  der  Funkt  f  auf  der  kleinen  Achse  der  Zentraleilipse  liegt, 
so  ist  seine  Antipolare  jedenfalls  parallel  zur  großen  Achse.  Es 
wird  somit  nur  darauf  ankommen,  den  Schnittpunkt  A  dieser  Anti- 
polare  mit  der  kleinen  Achse  der  Zentralellipse  zu  finden.  Von 
diesem  Punkte  A  ist  ron  romherein  bekannt,  daS  er  auf  der  anderen 
Seite  des  Schwerpunktes  liegt  als  der  Punkt  f. 

Nun  sind  die  beiden  Endpunkte  Bi,  B^  der  kleinen  Achse  der 
Zentralellipse  harmonisch  zu  dem  Punkte  A  und  dem  dem  Punkte  f 
in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  S  symmetrisch  gegenüberhegenden 
Punkte  f,  da  ja  f  der  Pol  sein  muß  für  die  durch  A  parallel  zur 
großen  Achse  der  Zentralellipse  gezogene  Gerade  (Fig.  167).  Daraus 
folgt  die  Gleichang 

SASr-SB^' 
oder,  da 

sr-sf, 

die  Gleichung 

SA-Sf~SB^y 
Nun  ist  aber 


Diese  Gleichung  läßt  sich  leicht  geometrisch  deuten.        ^  , 
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Der  Trägheitstreis  möge  die  grofie  Acliae  der  ZentraleUipae  in 
den  Punkten  C,  und  C^  scfaneiden.     Dann  ist 

und,  da  der  Kadine  des  Trägheitskreises  gleich  i^  ist, 

SC, -»,-55,. 

Die  obige  Gleichung  fEIr  SA  kann  daher  geschriehen  werden 
SA-Sf=SC,\ 

Hiemach  iet  die  halbe  in  die  große  Achse  der  Zentralellipse  &1- 
lende  Sehne  des  Trägheitskreiees  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
SA  und  Sf.  Es  folgt  daraus,  daß  das  Dreieck  fC,A  bei  (7,  rechte 
winkl^  ist.  Die  Seite  C^A 
dieses  Dreieckes  berührt  den 
Tr^heitskreis  in  Cj  und  der 
Funkt  A  ist  der  Pol  der 
großen  Aefise  der  Zerdrcd- 
ellipse  in  begug  auf  dm  Träg- 
heitskräs. 

Nachdem  A  gefunden  ist, 
ist  die  gesuchte  Antipolare  p 
des  Punktes  /'in  bezug  anf  die 
ZentraleUipae  als  die  durch  A 
gehende  und  zurkleinen  Achse 
senkrecht  stehende  Gerade 
gegeben.    Es  fo]gt  der  Satz: 

Die  Aviipolare  des  Mittelpunktes  des  Trägheitskreises  in  heeug 
auf  die  Zenir(üdlipse  ist  die  Polare  des  Schwerpunktes  S  in  beetig 
auf  den  Tr&gheüshreis. 

Nachdem  die  Antipolare  p  des  Punktes  f  gefunden  ist,  läßt 
sich  leicht  der  Antipol  P  einer  jeden  Geraden  g  finden,  die  durch  f 
geht  (Fig.  167). 

Infolge  dea  Mohrschen  Satzes,  nach  welchem  der  Antipol  einer 
Geraden  g  auf  der  zu  g  gehörenden  und  auf  g  senkrechten  zweiten 
Hauptträgheitsachse  liegt,  muß  der  Antipol  einer  durch  f  gehenden 
.  Geraden  g  auf  der  Senkrechten  l  im  g  durch  f  liegen.  Da  nämlich 
ffir  den  Punkt  f  die  Trägheitseliipse  in  einen  Kreis  übergeht,  so  wird 
einer  Geraden  g  durch   f  als   eine  Hauptti^heitsachse   die   durch   / 
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gebende  Senkrechte  ata  zweite  Hauptträgheitsacfase  zugeordnet  werden 
müssen.     Ea  folgt  der  Satz: 

Der  Ajttipol  P  einer  durch  dm  Mitidpunki  f  des  Trägheitskreises 
Seienden  Geraden  g  in  hexug  auf  die  Zeniraleüipse  ist  der  Sehnittpunki 
der  Polare  des  SckwerpunJUes  S  %n  bemg  auf  den  Trägheitskreis  und 
des  «w  g  senkrechten  Durchmessers  l  des  Trägheitskreises. 

Es  werde  ein  Punkt  P  betrachtet,  der  auf  der  gefundenen  Änti- 
polare  p  des  Punktes  f  in  bezug  auf  die  Zentralellipse  liegt.  Da 
dann  die  Polare  dieses  Punktes  P  in  bezug  auf  den  Trägheitskreis 
einerseits  durch  den  Schwerpunkt  S  als  dem  Pole  von  p  gehen  muß, 
andererseits  senkrecht  steht  auf  dem  durch  P  gehenden  Durchmesser 
des  Tmgheitskreises,  so  folgt  der  weitere  Satz: 

Der  AtUipol  einer  durch  den  Mittelpunkt  f  des  Trägheitskreises 
gehenden  Geraden  g  in  hesug  auf  die  ZerUreUeUipse  ist  der  Pol  einer 
durch  den  Schwerpunkt  S  gehenden  und  nt  g  partülelen  Geraden  in 
heeug  auf  den  Trägheitskreis. 

Um  hiemach  den  Äntipol  P  einer  durch  f  gehenden  Geraden  in 

bezug  auf  die  Zentralellipse  zu  finden,   ist  es  nnr  erforderlich,    zu  g 

die  parallele  Schwerlinie  s  zu  ziehen  (Fig.  166j.     Dann  kann  dieser 

_  AntipoI  P  als  Pol  Ton 

y''''^         ^\^  dieser  Sohwerlinie  s  in 

/  ?      \  bezug    auf    den    Trag- 

/  /y^'''v\  heitskreisbestimmtwer- 

i^'''     /  \\  den.    Ist  so  fflr  eine  eiu- 

\        /</   ■   \\/*     /  ^  ^'B®   durch   f  gehende 

V//       ;  /\\  /      '  Gerade  der   AntipoI  P 

y^  X"  Yff      \r\     ':  gefunden,   so    gibt  die 

y^      /  — 1—        \       \^\  durch  diesen  Punkt  ge- 

— iT- /- 1__  \,  _  Js^ -_  p  zogene    Senkrechte  zu 

m    iß8  f^    ^'^'^    Äntipolare    p 

des  Punktes  f  in  bezug 
auf  die  Zentralellipse.  Der  AntipoI  irgend  einer  weiteren  durch  f 
gehenden  Geraden  g'  folgt  dann  als  Schnitt  P  des  zu  g'  senkrechten 
Durclunessers  des  Trägheitskreises  mit  der  gefundenen  Geraden  p 
(Fig.  168). 

Umgekehrt  ergibt  sich  für  irgend  einen  Punkt  P'  der  Geraden  p 
die  zugehörende  Antipolare  in  bezug  auf  die  Zentralellipse  als  der 
zu  fP'  senkrechte  Durchmesser  g'  des  Trägheitskreises. 

Handelt  es  sich  um  den  AntipoI  einer  Geraden,  die  nicht  durch 
einen  der  Mittelpunkte  der  beiden  Trägheitekreise  geht,   so   werden 

i;,Coot;^lc 


§  61.    Zweiter  Mohncher  Tr&gheiUlcteiB. 


311 


zweckn^fiig  die  beiden  Actipolaren  p  und  q  der  Mittelpunkte  f  und 
f  der  beiden  TrilgheitskreiBe  bestimmt.  Dieselben  sind  unter  sich 
parallel  und  liegen  s^mme- 
trJBch  zom  Scbwerp unkte. 
Schneidet  dana  die  Gerade  g 
die  beiden  Linien  p  und  q 
in  den  Punkten  F  und  Q 
(Fig.  169),  80  wird  sich  der 
Antipol  G  rou  g  ergeben 
als  Schnitt  der  beiden  An- 
tipolaren der  Punkte  P  und 

Q.  Dieser  Punkt  G  ist  da- 

her  der  Schnitt  der  beiden 
Ihirchmesser  der  Trägheits- 
kreise, die  senkrecht  stehen 
auf  den  DurchmesBem  fP 
und  fQ. 

Um  umgekehrt  zu  einem 
beliebigen  Punkt  G  die  Äntipolare  g  in  bezug  auf  die  Zentmlellipee 
zu  erhalten,  sind  die  beiden  Durchmesser  der  Tritglieitskreise  zu 
ziehen,  die  senkrecht  stehen  auf  den  Durchmesseni  fG  und  f'G. 
Dieselben  bestimmen  durch  die  Schnitte  mit  den  (Geraden  p  und  q 
zwei  Punkte  von  g. 


§  54.     Zweiter  Uobraoher  TrtLgheitakreia. 

Pör  die  technischen  Zwecke  kommt  statt  des  in  §  52  und  g  53 
untersuchten  Trägheitskreises  vielfach  ein  anderer  auch  Ton  0.  Mohr 
gefundener  Kreis  zur  Verwendung,  der  den  Vorteil  bietet,  daß  dnrcH 
denselben  unmittelbar  die  Trägheits-  and  Zentrifngalmomente  auf 
statische  Momente  zurOckgefilhrt  werden.') 

Es  BoU  das  Zentrifugalmoment  einer  Fläche  F  fQr  zwei   durch 
einen   Punkt    0    gebende   Achsen    OÄ   und    OB  hergeleitet   werden 
(Fig.  170).    Der  Radiusvektor  eines  Flächenelementes  df,  das  sich  in 
dem  Punkte  C  befindet,  sei  mit  ^  bezeichnet: 
e  -  OC, 

1)  Für  du  Studium  der  Arbeiten  tod  0.  Mehr  möge  inebeBondere  auf  du 
Bnch  venrieaeti  werdeD:  „Abb&Ddlungen  ftus  dem  Gebiete  der  techuiechen  Ue- 
chanik"  von  0.  Hobt,  Berlin  (1906).  In  demielben  sind  die  einzelnen  Abband- 
langen  ron  0.  Mobr  ineinander  verarbeitet,  wodurch  Abküiznngen  erzielt  and 
Wiedeiholnngen  vermieden  werden. 
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und  ferner  mit  tp^  und  qo,  die  Winkel,  welehe  dieser  RAdiuarektor  OC 
mit  den  beiden  Achsen  einschließt.  Hierbei  sind  dieae  Winkel  im 
Sinne  der  positiven  Drehung  toh  den  Achsen  aus  zu  messen. 

Wird,  nm  nicht  immer  einen  Faktor  mJtznschleppen,  das  Zentri- 
fugalmoment als  die  Summe  aus  den  Produkten  der  Flächenäemenie  in 
die  senkrecht  gemessenen  Ab- 
stände von  den  beiden  Äck^n 
eingeführt,  so  liefert  das  in 
C  befindliche  Flach  enelement; 
df  znm  Zentrifugalmoment 


q'  ein  ipi  ein  fp^df. 
Es  sei  jetzt  durch  den 
Schnittpunkt  0  der  beiden 
Achsen  ein  Kreis  gelegt 
von  beliebiger  Lage,  dessen 
EUdius  r  ebenfalls  zunächst 
willkürlich  gewählt  sein  möge  (Fig.  170).  Dieser  Kreis  [ttceiter 
Mohrscher  Trägheitskreis,  mitunter  auch  Mohr- Landscher  Trägheils- 
kreis  genannt]  sei  als  Trägheitskreis  eingeßlhrt.  Zn  diesem  Zwecke 
sei  der  Kreis  mit  Masse  bel^  gedacht,  und  zwar  so,  dafi  jedes 
Flächenelement  df  in  dem  auf  demselben  Radiusvektor  li^enden 
Punkte  C,  des  Kreises  eine  Masse 

hervormft. 

Der  Trägbeitskreis  möge  von  den  Achsen  OA  und  OS  in  den 
Punkten  A^  und  Si  geschnitten  werden.     Dann  ist: 
A^Ci  =  2r  sin  y^, 
BjC,—  2r  sin  ip^ 
und  daher  der  Abstand  q  des  Punktes  C,  von  der  Kreissehne  A^B^: 

q  —2r  sin  <p^  ein  {p^. 
Hierbei  ist  diesem  Abstände  q  das  durch 
sin  ipi  sin  ip^ 
bedingte  Vorzeichen  zu   erteilen.     Dieses  Produkt  aber  und  damit  g 
erhält  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  der  Punkt 
Cy   auf  der  einen  oder  auf  der  anderen  Seite  der  Sehne  A^JBi  liegt. 
Welche  Seite   der  Sehne  A^B,   bei  Bestimmung  des  Vorzeichens  Ton 
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g  als  die  positive  eingeßlhrt  wird,  ist  gleicbgiltig  und  hängt  nur  da- 
mit ziuammeD,  wie  bei  BildoDg  des  Zentrifagahnomentea  die  positiren 
BichtuDgen  der  beiden  Acbsen  OÄ  und  OB  aDgenommeii  sind.  In 
RDcksicht  auf  den  spSterea  Übei^ang  des  ZentrifagalmomenteB  zntn 
Trägheitsmoment  sei  jedoch  verfflgt,  daß  der  Abstand  q  des  Punktea 
(7,  von  der  Sehne  A^Si  dann  positiv  eingefQhrt  werden  soll,  wenn 
der  Punkt  C^  auf  derselben  Seite  der  Sehne  AjB^  Mögt,  wie  der 
Mittelpunkt  des  Trägheitskreises. 
Aus  der  Identit&t 

p'  sin  qo,  sin  ip^df—2r  sin  qji^  sin  ip^  •  ^-^ 

folgt,  daß  der  Beitri^,  den  das  Flächenelement  df  zum  Zeotrifugalmo- 
ment  liefert,  anch  geschrieben  werden  kann 

q  dm, 
d.  h.  der  Beitrag  des  Iläckenelementes  df  zum  Zentr^ttgalmoment  ist 
gleUii  dem  statischen  Momente  der  infolge  des  Flächenäementes  df  sich 
im  Kreispunkte  (7,  ergdenden  Masse  und  ewar  in  beeug  auf  die  Si^ne 
A,Bi  als  Achse. 

Das  gesuchte  Zentrifugalmoment  der  fUche  F: 

L  —J  p'  sin  y^  sin  (p,  •  df 
ist  daher 

L—  j q  dm, 
somit  gleich  dem  statischen  Momente  der  gesamten  auf  der  Krm^aeri- 
pherie  befindlichen  Masse  in  hezwg  auf  die  Kreissehne  A^B^  als  Achse. 
Wird  daher  von  der  gesamten  anf  der  Kreisperipherie  befindlichen 
Hasse  der  Schwerponkt  T  (Trägheitsschwerpunkt)  bestimmt,  der  im 
Inneren  der  Kreisfiäche  liegt,  so  ist  nach  dem  Satz  vom  statischen 
Moment  das  Zenlrifitgalmommt  L  gleich  dem  statiscfien  Momente  der 
gesamten  im  Trägkeitsschwerpunkt  koneentrierten  Masse  in  beeug  auf 
die  Sehne  A^B^  als  Achse.  Es  ist  somit: 
(l)  L  =  Mp, 

wo  M  die  gesamte   anf  der  Kreisperipherie  befindliche  Masse  und  p 
die  £ntfemung  des  Tr^heitsschwerpunktes  von  der  Sehne  A^B^  ist 
Die  gesamte  im  Trägheitsschwerpunkt  anzubringende  Masse  ist 
hierbei: 

Nun  aber  ist 

ft'df 
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das  polare  TrägheitBmomeat  J^  der  Fläche  F  für  den  Schnittpunkt  O 
der  beiden  Achsen  OA  und  OB  nnd  somit 


/(.■d/-. 


wenn  i^  den  Trögheitaradius  des  polaren  Tiügheitemomentes  bedeutet. 
Es  wird  daher 


Es  ist  somit  erforderlich,  einerseits  den  Tr^heiteradius  i^  des 
polaren  Trägheitsmomentes  für  den  Punkt  0  zu  finden,  und  anderer- 
seits die  Lage  des  Trägheitsschwerpunktes  T  zu  bestimmen.  Dadurch 
würde  dann  das  Zentrifugalmoment  gegäien  sein  für  zwei  beliebige  durch 
den  Punkt  0  gehende  Achsen.  Insbesondere  ei^bt  sich,  daß  das  Zentri- 
fugalmoment fOr  zwei  Achsen  OA  und  OB  gleich  Null  ist,  sobald 
die  Sehne .4,.^  des  Tiägheitakreises  vom  Trägheitssehwerpnnkt  die  Ent- 
fernung Null  hat,  also  durch  denselben  geht.  Da  aber  das  Zentri- 
fugalmoment  gleich  Xull  ist  für  die  konjugierten  Durchmesser  der 
Trägheitsellipse,  so  folgen  die  Sätze: 

Jede  durch  den  Trägheitss<Att!erpunkt  T  geiiende  Gerade  bestimmt 
durch  »Are  Schnittpunkte  mit  detn  Trägheüskreis  zwei  konjugierte  Durdt- 
messer  der  Trägheitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0. 

Die  Endpunkte  des  durch  den  TrägheilssdiKerpunkt  gehenden  Durch- 
messers des  Trägheitskreises  erg<^}en  die  Achsen  der  Trägheitsdlipse  mit 
dem  Mittelpunkt  0. 

In  dem  speeiellen  Kall,  in  dem  der  Trägheitsschwerpunkt  in  den 
Mittelpunkt  des  Trägheitskreises  fällt,  stehen  sämtliche  konjugierten 
Durchmesser  der  Trägheitsellipse  senkrecht  aufeinander.  Die  Träg- 
heitsellipse  ist  daher  ein  Kreis  und  der  Punkt  0  liegt  in  einem  der 
Brennpunkte  der  Fläche  F. 

Die  für  die  Zentrifugalmomente  gegebene  Darstellung  Väit  sich 
ohne  weiteres  auf  die  Trägheitsmomente  anwenden  fDr  alle  Achsen, 
die  durch  den  Punkt  0  gehen.  Fallen  nämlich  die  beiden  Achsen, 
für  welche  das  Zentrifiigalmoment  zu  bestimmen  ist,  zusammen,  so 
geht  das  Zentrifugalmoment  in  ein  Trägheitsmoment  über.  Da  aber 
bei  einem  Zusammenfallen  der  beiden  Achsen  OA  und  OB  die  Sehoe 
AiBi  in  eine  Tangente  des  Trägheitskreises  übergeht,  so  folgt  der 
Satz: 

Das  Träglteitsmoment  für  eine  durch  einen  Punkt  0  gehende  Träg- 
heitsacJise  ist  nach  Anmdime  eines  durch  0  gehenden  TrägJieitskreises 
das  Produkt  aus  der  Masse  des  Trägheüssthwerpunkies  wid  dem  Abstände 
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desseUten  von  der  Tangente  des  IVägheitshreises  im  Schnittpunkte  mit 
der  Trägheitsachse. 

Durch  diese  Mohrscbe  Darstellung  der  Zeutrifugalniomente  und 
Ti^Keitsmomente    sind  für  alle  durch    denselben  Punkt   0  gebende 
Achsen  Strecken  gefunden,  welche 
diesen    Momenten    direkt   propor- 
tional sind. 

Um  die  Darstellung  der  Zentri- 
fugal momente  und  Trägbeitsmo- 
mente  noch  auf  eine  etvas  ein- 
fachere Form  7.\x  bringen,  fBgt  0. 
Mohr  dem  Trägbeitskreia,  dessen  ■ 
Mittelpunkt  mit  C  bezeichnet  sein 
m(^,  noch  einen  weiteren  Kreis 
hinzu,  welcher  die  Strecke  CT  zum 
Durchmesser  bat  (Fig.  171). 

Wird   dann  von   dem  Mittel: 
pnnktCdesTrt^heitskreises  auf  die 

durch  die  Achsen  des  Zentrifugalmomentes  bestimmte  Ereissehne  A^By 
die  Senkrechte  gefällt  und  ist  C(,  der  FuBpunkt  derselben  und  C,  der 
zweite  Schnittpunkt  dieser  Senkrechten  mit  dem  Kreis,  der  über  CT 
als  Durchmesser  geschlagen  ist,  so  ist  der  Abstand  p  des  Trägheits- 
scbweipnnktes  T  von  der  Sehne  A^^^  auch  gleich  C^Gi-  Das  Zen- 
trifugalmoment ftlr  die  beiden  Achsen  ergibt  sich  somit  als 

(3)  L^-M-C^C,, 

wo  wieder  M  die  Masse  des  Trägheiteschwerpunktes  bedeutet. 

Ist  andererseits  das  Trägheitsmoment  für  eine  Achse  g  zu  be- 
stimmen, welche  den  Trägheitsfcreis  in  einem  Funkte  D^  achneiden 
möge,  eo  ist  der  Abstand  des  Trägbeitsschwerpunktes  von  der  Tan- 
geute in  7),  auch  gleich  der  Strecke  D^Dt,  wenn  Z),  der  zweite 
Schnittpunkt  des  Radius  CD,  des  Tri^beitskreises  mit  dem  zweiten 
Kreise  ist.     Infolge  davon  wird  das  Trägheitsmoment: 

(4)  J^-MD^B^. 

Auf  diese  Weise  können  mit  Hilfe  des  zweiten  Mohrschen  Tmg- 
heitskreises  nach  Bestimmung  des  Trägbeitsscbwerpunktes  T  und  der 
Masse  desselben  in  ein&chster  Weise  für  alle  durch  den  Punkt  0 
gehende  Achsen  die  Zentrifugalmomente  und  Trägheitsmomente  an- 
gegeben werden,  ebenso  aber  auch  die  konjugierten  Durchmesser 
und  die  Achsen  der  Trägbeitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0.       S 
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EonslrukHon  des  TrägheitsschwerjnMktes. 
Ist  der  durch  den  Punkt  0  gehende  Trägheitskreis  aageDommen, 
so  genügt  es  zur  Bestimmung  des  Trägheitsschwerpunktes  für  drei 
durch  0  gehende  Achsen  ffi,  g^,  g^  die  Tr^gbeitsradien  i|,  ^,  t,  zu 
finden.  Sind  nämlich  ^t,  A^,  A^  die  Schnittpunkte  der  drei  Träg- 
heitsachsen  mit  dem  Trägbeitskreis,  so  müssen  nach  Gleichung  (4) 
die  Abstände  des  Trägheitsacbwerpunktes  von  den  Ereistangenten  ia 
den  Punkten  j4,,  A^,  J,  pro- 
portional sein  den  drei  Qua- 
draten der  drei  Trägheitsradien. 
In  Verbindung  damit,  daß 
der  Trä ghei fcsBch wer p unkt  im 
Innern  des  Trägheitskreises 
liegt,  ist  derselbe  durch  diese 
Bedingung  bestimmt  und  leicht 
konstruier  bar. 

Da  zur  Bestimmung  der 
Masse     des    Trägbeitssohwir- 
punktes   die  Kenntnis  des  po- 
laren   Trägheitsmomentes    er- 
forderlich ist,   so  wird  es  bei 
Ausführung    dieser  Eonstruk- 
tionenzweckmäßig  sein,  von  den 
drei  Tiägbeitsachsen  pj,  g^,  p,,  für  welche  die  Tragheitsradien  gefunden 
werden,  zwei  zueinander  senkrecht  anzunehmen,  so  daß  sich  gleich- 
zeitig der  Radius  i^  des  polaren  Trägheitsmomentes  angeben  läßt. 

Es  sollen  die  beiden  Trägheitachsen  ^,  und  g^  senkrecht  aufein- 
ander stehen,  so  daß 

ip  =  Vh'  +  it* 
der  Radius  des  polaren  Trägheitsmomentes  ist  und  sich  aus  i,  und 
»',  als  HTpotennse  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  mit  den  Katheten 
i,  und  ij  ei^ibt.  Die  beiden  Schnittpunkte  Ai  und  A^  der  Tiägbeits- 
achsen g,  und  g^  mit  dem  Trägbeitskreis  liegen  sich  diametral  g^^n- 
Dber  und  die  Kreistangenten  ^,  und  ^  in  A^  und  A^  sind  unterein- 
ander parallel  und  senkrecht  zu  dem  Durchmesser  A^A^  (Fig.  172). 
Wird  daher  die  Strecke  A^A,  in  dem  Verhältnis  »i**V  geteilt: 

A,£:EAt=ii':it*, 
und  ist  E  der  innere  Teilpunkt,  so  wird  der  Trägheitsschwerpuikt  T 
auf  der  Senkrechten  k  durch  E  zu  A^A^  liegen  (Fig.  172). 
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£a  aei  jetzt  für  eine  dritte  TrägheitBachse  g„  die  aus  dam  Tisg- 
heitskreis  einen  Punkt  Ä^  scimeidett  der  TrSgheitaradins  ^  gefonden. 
Die  Tangente  in  A^  sei  mit  ^  bezeichnet.  Dann  mfleaen  die  Abetände 
des  Trägheitsschverpunktea  T  von  den  Tangenten  ^  and  ^  sich  Terh&lten 
wie  if' :  t,*.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  Äbatände  Ton 
den  beiden  Geraden  /,  und  ij  sich  verhalten  wie  *f^ '■*%*,  sind  aber  zwei 
leicht  zu  konstruierende  Gerade,  die  durch  den  Schnittpunkt  D  der 
beiden  Tangenten  ^  und  t^  gehen  and  in  den  beiden  von  ^,  und  t^ 
gebildeten  Winkelränmen  liegen.  Da  der  TrägbeitsBchwerpunkt  T  im 
Innern  des  Trägheitakreises  sieb  befindet,  so  wird  von  diesen  beiden 
Geraden  diejenige  k'  in  Betracht  kommen,  welche  den  Trägheitskreis 
schneidet.  Der  gesuchte  Trägheitsschwerpunkt  T  ist  dann  als  Schnitt 
der  beiden  Geraden  i  und  k'  bestimmt.  Behui^  Ausführung  dieser 
Konstruktionen  wird  es  zimSchst  zweckmäßig  sein,  Strecken  zu  finden, 
welche  den  Quadraten  i,*,  i,*,  i',*  proportional  sind.  Demgemäß  seien 
die  durch  i,*,  i,*,  i^*  dai^estellten  Quadrate  in  Rechtecke  mit  der- 
selben Grundlinie  b  verwandelt: 

I,*  =  6  ■  A, ,     I,*  —  ft  ■  Aj,     »,'  =■  fc  ■  A,, 
so   daß   diese  Quadrate   proportional   den   gefundenen  Höhen   A,,   /',, 
kj  sind. 

Anstatt  noch  das  Ti^heitsmoment  fUr  die  dritte  Trilgheiteacbse 
g^  zu  bestimmen,  kann  auch,  wie  R.  Land')  vorschlägt,  dag  Zentri- 
fugalmoment gefunden  werden  fQr  die  beiden  Achsen  g^  und  g^.  Ist 
dasselbe 

L-F  i„', 

SO  wird  die  Gerade  k',  welche  ans  k  den  Trägheitsschwerpunkt  T  aus- 
schneidet^ bestimmt  sein  als  geometrischer  Ort  der  Funkte,  deren  Ab- 
stände von  der  Tangente  t,  und  dem  Ereisdurchmesser  A^Aj  sich 
verhalten  wie  ii*:*«'. 

Vereinfachungen  ergeben  sich  bei  der  Konstruktion  des  Trägheit»- 
Schwerpunktes,  wenn  sich  von  vornherein  konjugierte  Durchmesser  der 
Tiägheitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0  erkennen  lassen,  wie  dieses 
der  Fall  ist,  wenn  die  Fläche  Symmetrien  besitzt. 

Sind  gg  und  g^  zwei  konjugierte  Dnrchmesser  der  Tr^heitsellipse 
und  schneiden  dieselben  aus  dem  Trägheitskreis  die  Punkte  A^  und 
A^  ans,  so  wtlrde  die  Kreissehne  Ä^A^  den  Trägheitsschwerpunkt  ent- 
halten. Zur  Bestimmung  desselben  auf  AgA^  genügt  es  die  Tragheits 
radien   für  die  beiden  zueinander  senkrechten  Tmgheitsachsen  g^  und 

1)  Civiling.  81  (188)  P-  123;  Zeitschrift  f.  Bauwesen  42  (1892)  p.  8*'J.       ^ 
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g^  und  die  sich  daraus  ergebende  Gerade  k  zu  finden.    Der  Trägheits- 
Bchwerpnnkt  ist  der  Schnitt  Ton  •A^Ä^  mit  h. 

Sind  zwei  Paare  von  konjugierten  Durchmesaern  (/,,  g^  und  g^, 
9t  g^S^l^BQ)  <^s  <^en  TrBgheitskreis  in  den  Punkten  A^,  Ä^  and  A^, 
Af  schneiden,  so  ist  damit  der  Trägheitsschwerpunkt  als  Schnitt  der 
beiden  Sehnen  A^A^  und  A^A^  bestimnit.  Dadurch  sind  dann  alle 
Trägheits-  und  Zentrifngolmomente  ffir  die  durch  0  gebenden  Achsen 
bis  auf  einen  Proportionalitätefaktor  gegeben.  Um  diesen  Propor- 
tionalitätsfaktor  zu  erhalten,  ist  die  Bestimmung  der  Masse  des  Träg- 
heitsBchwerpunktes  erforderlich.  Es  ist  daher  auf  ii^endeine  Welse 
das  polare  Tr^heitsmoment  fdr  den  Punkt  0,  bzw.  der  Radius  des- 
selben zn  konstruieren. 

Spe^iäU  Träglieitskreise. 

Da  jeder  durch  0  gehende  Kreis  als  Tr&gheitskreis  ftr  den  Ponkt 
0  verwandt  werden  kann,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  Trägheitskreises 
beliebig  wählbar,  doch  wird  unter  Umständen,  am  Vorteile  für  die 
Torzonehmenden  Eonstraktionen  zu  erreichen,  seine  Lage  in  ganz  be- 
stimmter Weise  festeuseteen  sein. 

Von  0.  Mohr  wird  mit  Vorliebe  ein  Kreis  als  Tr^heitskreis 
benatzt,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Radius  i'  des  polaren  Träg- 
heitsmomentes für  den  Punkt  0  ist: 

Für  einen  solchen  Trägheitskreis  wird  die  Masse  des  Trägbeitsschwer- 

puoktes: 

(6)  M-^f-Fi,. 

Bei  Einsetzung  dieses  für  M  gefundenen  Wertes  in  die  Formel 

J~Mp 
folgt 

J~Fi^p. 
Nun  ist  aber  das  Trägheitsmoment  J  für  eine  Gerade  g  anch 

wenn  %  der  Trägheitsradius  für  die  Achse  g  ist.    Aas  der  Vergleichnng 
der  so  gefundenen  beiden  Werte  von  J  folgt  die  Gleidinog 

*■*-  '>, 
welche  eine  einfache  Konstruktion  des  Trägheitsradins  i  liefert.      Da 
der  Durchmesser  des  TrägheitskreiBee  als  i'    vorausgesetzt  ist,  so  ist 
hiernach  der  Trägheitsradins  für  die  Achse  (/  die  mittlere  Proportionale 
aus  dem  Durchmesser  des  Trägheitskreises  and  der  Strecke  p, 
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Wird  daher  die  Strecke  p  durch  die  gleichgroße  Strecke  DA  dar- 
gestellt (Fig.  173),  so  ist  i  die  mittlere  Proportionale  der  Strecken 
D^A  —  *p  und  DA  ^p  und  somit 

wo  D^  der  Schnitfcpankt  ist  der  in 
J)  auf  dem  DnrcfameBser  ADj^  er- 
richteten Senkrechten  mit  dem  Träg- 
heitskreis. 

Ist  nnn  der  Trägbeitskreis  und 
der  Trägheitsschwerpunkt  der  Be- 
dingong  ^\- 

entsprechend  zu  konstmieren,  so 
sind  zunächst  für  zwei  durch  den 
Punkt  0  gehende  und  zueinander 
senkrechte  Tragheitsachaen  g^  und 
fft  die  Trägbeitsradien  i^  und  i^  zu  finden, 
des  polaren  Ti^heitamomentee 


Damit  ist  der  ßadius  i 


und   der  Durchmesser  des  Trägheitskreises  gegeben.      Der  TrSgheits- 
kreis,  dessen  Mittelpunkt  C  auf  einem  um  0  mit  dem  Radius  ^  ge- 
schlagenen Ereis  beliebig  gewählt  werden  dar^  kann  gezogen  werden. 
Die  beiden  Trägheiteachsen  /;,  und 
ffj  mdgen  denselben  wieder  schnei- 
den in  den  Punkten  A,  und  A,. 
Wird    einer     deijeuigen     beiden 
Punkte   Bj^   des   Trägheitekreises 
bestimmt,    die  von  dem   Punkte 
A^  die  Entfernung 

i,-Ä,B, 
haben,  so  liegt  der  Trägheits- 
Bchwerpunkt  auf  der  durch  B^  zur 
Tangente  i^  in  .4,  gezogenen  Par- 
allelen. Diese  Linie  ist  die  frü- 
here Linie  it  (Fig.  174).  ^» 

Wird   dann  für  eine    dritte 
Achse  9g  der  Trägheiteradius  tj  ermittelt,  und  wird  in  gleicher  Weise 
einer    deijenigen    Punkte    B^    des   Kreises    bestimmt,    die   Ton    dem 

d:>yCOOglC 


11.  Kapitel    Trfigheitoellipse  und  TrftgheitElcreia. 


Schnittpnnkt  Ä^  der  TrsgheitoachBe  9,  mit  dem  Ereise  die  Ent- 
femimg 

i.~A,lB, 

haben,  so  Hegt  der  TTsglieitsBchwerpuiikt  auf  der  Pandlelea  h'  durch 
B^  zur  Tangente  ^  in  A^.  Hierdurch  ist  der  Trägbeiteschwerpmikt 
T  als  Schnitt  zweier  Geraden  gefunden. 

Von   F.  Graefe*)    wird    als   Trägheitskreie   fdr   eineo   Pimkt    0 
^  ein  Kreis  eingeführt,  welcher  anSer 

durch  0  noch  durch  zwei  nicht 
g^enQberliegende  Eckpunkte  A  und 
B  ebtes  der  Ct^mannschen  Träg- 
Jteitsälipse  mit  dem  Mittelpunkt  0 
umschriebenen  Rechteckes  ABCD 
gehl  (Kg.  176). 

Um   diesen    Trägheitskreia    zu 

untersuchen,  sei  der  Punkt  0  zum 

Nullpunkt  des  Koordinatene^temes 

gemacht  and  die  Koordinatenachsen 

X  und  y  parallel  zu  den  Seiten  des 

der  Trägheitsellipse  umschriebenen 

"■*  ""■  Rechteckes  angenommen. 

Da  das  Trägheitemoment  für  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende 

Achse  g,  die  mit  der  x-Achse  den  Winkel  tp  eiuschlieBt,  den  Wert 

besitzt 

Jf  —  Jc  cos'  tp  +  Jf  sin*  9)  —  2  L  sin  qo  cos  tp, 

und  da  die  Radien  der  Ti^heiteellipse  proportional  sind  den  rezi- 
proken Werten  der  Wurzel  des  Trägheitsmomentes,  so  wird  die  Glei- 
chung der  Trägheitsellipse  sich  schreiben  lassen: 


V 

/' 

=. -^(7 

(ö) 


t^V-i-iVV-Zi^iy- 


wo  i,  und  iy  die  Tr^heitsradien  für  die  Koordinatenachsen  sind,  nnd 
wo  das  Zentrifugalmoment  L  für  die  beiden  Koordinatenachsen  auf 
die  Form  gebracht  ist 

L  =  Fil,. 

Die  Konstante  c  ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  daß  bei  der 
CWmannschen  Trägbeitsellipse  der  Trägheitsradius  für  eine  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Achse  gleich  ist  dem  Abstände  der  zu  dieser 


1)  Zeitfichr.  f.  Math.  d.  Pb7B.  iö  (ISOl)  p.  S48. 
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Achse  parsllfilen  Tangenten  vom  Mittelpantt«.     Die  Ellipse  (6)  muß 
d&her  bertlfart  werden  dntch  die  Gerade 

Hienus  ergibt  sich  fDr  e  der  Wert 

c  —  ilil  —  iif. 

Die  Gleichung  (6)  der  Cuimatmethen  TrägheitsellipBe  wird  daher: 
(7)  ilx'+  i;y>-  UI,xy  -  ili\  -  i%„ 

tuid   es  ergibt  aich  ferner,   dafi   der  Berührungspunkt  der  Taogeat« 
y  » t,  die  Koordinaten  hat: 

Da  die  Ellipse  von  den  vier  Geraden 

iE  —  ±  »„    y.->  ±  t» 
berQhrt  wird,  [so  kann  der  Tiägfaeitskreis   außer  durch    den  ITnll- 
pankt  dnreh  die  Punkte  mit  den  Koordinaten 

X  —  +  if,    y  —  »I     und    x^  —  if,    y  —  t« 
gelegt  werden.     Dann  ist  die  Gleichung  des  Trägheitskreiaes: 


x'+y'-''-'l^'y- 


and  der  Radius  r  desselben: 


Tvenn   wieder  mit  i'    der  Kadins   des  polaren  Trägheitemoraentes  be- 
zeichnet wird. 

In  dem  Ti^heitsschwerpunkt,  dessen  Koordinaten  mit  X,  und  y, 
bezeichnet  seien,  ist  eine  Masse 

Fii 

anzunehmen. 

Um  die  Koordinaten  des  Trägbeitsschwerpunktes  zu  erhalten,  sei 
einerseits  das  Tr^heitsmoment  für  die  x-Achse  und  andererseits  das 
Zexitrifugalmoment  X  fOr  die  beiden  Koordinatenachsen  betrachtet. 

Die  ar-Achae  berührt  den  Tragheitskreis  im  Nullpunkt  des  Ko- 
ordiastensystems.     Das  Trägheitsmoment  fQr  die  2-Achse 
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iet  äaiiet  &uch  gleich  dem  Produkte  der  Masse  des  Tr^lieitsscliver' 
pucktes  und  dem  Abstände  desselben  ron  der  ^e-Aclise.  Daraus  folgt 
die  Gleichung: 

Fi^'  =  My,  —  Fi,  ■  y, 
und  somit 

Vt  =  »«• 
Um  das  Zentrifugalmoment  fOr  zwei  Achsen  g^^  und  g^  aus  dem 
Trägheitskreis  zu  bestimmen,  ist  der  Abstand  p  des  Tri^^heitaschwer- 
puoktes  von  der  Ereissebne  zu  finden,  die  dur^  die  Schnittpunkte 
der  beiden  Achsen  g^  und  g^  mit  dem  Kreise  hindurchgeht.  Da  es 
sich  hier  um  daa  Zeutrifngalmomeut  für  die  Koordinatenachsen  bandelt, 
so  fällt  bei  der  spezieUen  La^  des  TriLgheitskreises  diese  Sehne  mit 
der  y-Acbse  zusammen.  Das  Zentrifngalmoment  fflr  die  Eordinaten- 
achsen 

L  -  Fil^ 

ist  daher  auch  gleich  dem  Produkte  aus  der  Masse  M  des  Trägbeita- 
schwerpunktes  und  dem  Abstände  x,  desselben  von  der  ^Acbae.  Es 
ist  somit 

L^Mx,-  Fi,x, 

und  daher  durch  Gleichsetzung  der  beiden ^Werte  von  L: 


Die  Koordinaten  des  Trigbeitsschirerpunktes: 

stimmen  überein  mit  den  schon  gefundenen  Koordinaten  (8)  des  Be- 
rührungspunktes der  Tangente  y  =  t,  der  Trägfaeitsellipse.  Der  Träg- 
heitsschwerpunkt  ist  daher  der  Berabrungapankt  der  Tangente  y  -^  i^ 
mit  der  Trägbeiteellipse.     So  ergibt  sich  der  Satz  von  F.  Qraefe: 

Wird  als  Trägheitskreis  ein  Kreis  angenommen,  der  außer  durtii 
den  PunH  0  noch  durch  zwei  ni^t  gegenüberliegende  Edcpunkie  A  und 
B  eines  der  Culmannschen  Trägheitsdlipse  mit  dem  Mittdpuniit  O 
umschriebenen  Beckteckes  ge/it,  so  i^  der  Trägheitss<Jiwerpurikt  der  Be- 
ruhrunffspunkt  der  JEUipseniangenie  AB. 

Dieser  Satz  liefert  folgende  Konatruktioii  d»  Trägbeitskreises  und 
des  TrägheitsBchwerpunktes  (_Fig-  176): 

DiQitizedoyGOOglC 
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Eb  Beiea  die  TrilgheitBradien  «i,  tj,  *s  beetimmt  für  dr«i "durch 
den  Punkt  0  gehende  TrSgheitsachsen  g^,  ffi,  gg,  wobei  g^  und  g^  senk- 
recht zn  einander  an- 
genommeneind.  Hier- 
durch sind  drei  Paare 
TOD  Tangenten  /j^', 
<,*,;  djV  der  Träg- 
heitaelüpse  gefanden, 
welche  den  drei  Ach- 
eenji,  ff„ff,P«raEel 
sind  nnd  toh  ihnen 
die  Abstände  \,  t,,  i, 
haben.  Die  zn  ^^ 
nDd^iparallelenTan-j^  - 
genten  ^^',  t^i,'  be- 
BtimmeneiaderTrSg- 

heitsellipse  am- 
Bchrieb  enes  Rechtet^ 
ABCD.    Wild  der 
Tr^heitekreiB  durch 
die  drei  Pnnkte  0, 

A,  B  gelegt,  bo  iet  der  Berflbrnngspankt  der  Tangente  AB  der 
TrägheitSBchwerpnnkt  T.  Es  ist  somit  nnr  erforderlich,  den  Be- 
rühmngspunkt  der  Tangente  AB  mit  Hilfe  des  Brianchonschen 
Satzes  zu  ermitteln. 


Beziehungen  eteischen  den  Trägheitätreisen  und  den  Träghätsschwer- 
punkten  für  eteei  verschiedene  PutMe. 
In  der  Regel  wird'  es  genügen,  den  Trägheitskreis  für  den  Schwer- 
punkt,   GruneBtreis,    and    den   Trägheitsschwerpunkt   desselben,    den 
TräghdtsgnMdpunki^) ,  anzugeben,  doch  kaim  leicht,  wenn  dieses  «t- 
forderlich  ist,  vom  Grundkreis  zu  einem  anderen  TiSgheitskreis  über- 
gegangen   werden.      Bei   der   ünterBuchnng    dieses   Überganges   vom 
prondkreis  za  einem  anderen  Trägheitskreis  m^j^  wie  bei  der  Unter- 
enchnng  von    0.   Mohr   der   Durcbmeaser   der   Ti^^eitskreise   stets 
gleich  dem  Radius  des  polaren  Trägheitsmomentes  angenommen  sein. 
Es  sei  (7  der  Hittelpoukt  des  Onmdkreises,  dessen  Dnrchmeeser 
gleich  dem  Badins  *    des  polaren  Tr^heitsmomentes  fQr  den  Schwer- 


1)  BeEdchnungen  von  R.  Land  Civiling.  84  (1888)  p.  160. 
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paukt  S  ibL    Fttr  einen  anderen  Punkt  0  wird  der  Badiaa  des  polaren 
Ti^heitomomentes : 

wenn  s  den  Abstand  des  Punktes  0  vom  Schwerpunkt  S: 

s-80 
bedeutet.     Der  Mittelpunkt  C  dea  TrägheitBkreiaea  filr  den  Punkt  0 
sei  ao  angenommen  daß 

C'O^CS, 
wobei  nacb  Annahme 

2-CS-»p,      2-C'O-J,' 
ist     Dann   ist   der  Schnittpunkt  P   dea    gemeinaamen  Dmchmessers 
GC  der  beiden  Kreise  mit  der  Xänie  S  0  der  äußere  Ähnlichkeitspnokt 
der  beiden  Ereiae  (Fig.  177). 

Die  Gerade  80  möge  die  beiden  Tr^heitskreise  außer  in  den 
Punkten  S  und  0  noch  in  den  Punkten  A  und  A'  achneiden.  Man 
mDssen  dieser  Geraden  SO  iu  der  Zentralellipse  und  in  der  TrBgheits- 


ellipae  mit  dem  Mittelpunkt  0  zwei  Durchmesser  konjugiert  aein,  die 
parallel  zu  einander  sind.  Wird  daher  der  Ttligbeit^prundpankt  mit 
T,  und  der  Ti^beitsschwerpunkt  für  den  durch  0  gehenden  Träg- 
heitakreis  mit  T  beseichnet,  so  werden  die  Geraden  AT^  und  A'T 
aus  den  beiden  Ereieen  Punkte  B  und  ff  ausachneiden,  fOr  welche 

SB  II  OB', 
was  der  Fall  ist,  wenn 

AT,  II  A'T. 

Damit  ist  nach  Bestimmung  des  Trägbeitagrundpunktea  T,  eine 

gerade  Linie  g^eben,  auf  der  der  Trägheitaachwerpunkt  T  des  zum 

Punkte  0  gehörenden  Tr^heitskreises  liegt.    Um  die  L^e  von  T  auf 

der  zu  AT,  dnrch.il'  gezogenen  parallelen  Linien  zu  ermitteln,  braucht 
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nur  berücksichtigt  zu  werden,  daß  sicli  fQr  die  Gerade  SO  sowohl 
aus  dem  Grandkreia  wie  aus  dem  anderen  Trägheitekreia  derselbe  Wert 
fOr  das  TrSgheitsmoment  ergeben  mofi. 

Da  in  den  Fonkten  T,  und  T  nach  Gleichong  (ö)  die  Maasen 
M=Fi^    und    M' —  FiJ 
anzunehmen  sind,  so  wird  eich  das  Tr^heitsmoment  fOr  die  Achse  SO 
einerseits  als 

Fi^-p 
und  andererseits  als 

Fi,'  p' 
ergeben,  wenn  p  mid  p'  die  Abstände  der  beiden  Tr^heitsßchwerpunkte 
T,  und  T  Ton  den  Ereistangenten  in  A  und  A'  sind.     Es  folgt  daraus 

FipP-Fij,'  p' 
and  somit 

£.=  ifl 
p'       ip  ' 
Da  aber  die  Tasgenten  in  Ä  und  A'  parallel  sind,  eo  ist  auch 

j>'  ~  A'T 
und  somit 

A'T        i^- 
Durch   diese  Gleicbui^;  ist  die  Lage    des  Punktes  T  auf  der  durch 
A'  zn  AT^  parallel  gezogenen  Geraden  bestimmt.     Da 

PA       ip 

PA' "  ip  ' 
so  ist  es  nur  erforderlich  auf  der  Geraden  S  0  von  A'  aus  auf  der  dem 
Punkte  0  entgegengesetzten  Seite  die  Strecke  PA  aufzutragen: 

FA'  =  PA. 
Dann  wird  der  gesuchte  Tr^heitschwerpunkt  T  durch  die  Linie  P'T, 
ans  der  durch  A'  zu  AT,  gezogenen  ^larallelen  Linie  geschnitten. 


1  der  A^pdlare  durcli  den  Trägheitskreis. 
In  §53  ist  die  Anfgabe  gelöst,  mit  Hilfe  des  ersten  Mohr  sehen 
Trägheitskreises  die  Antipolare  eines  Punktes  in  bezug  auf  die  Zentral- 
ellipse zu  bestimmen.  Es  soll  gezeigt  werden,  daß  sich  auch  der 
3wmte  Mahrsche  Trägheitskreis,  und  insbesondere  der  Grundkreis  fBr 
den  Dämlichen  Zweck  verwenden  läßt.^) 
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Es  Bei  C  der  Mittelpunkt  des  GTundkreiaes,  dessen  Darchmesser 
gleich  dem  Radius  des  polaren  TrägheitsmomenteB  angenommen  ist. 
Der  SclLwerpnnkt  sei  wieder  mit  5  bezeichnet. 

Die  Antipolare  eines  Punktes  Ä  wird  zui^hst  dem  zu  SA  kon- 
jugierten Durchmesser  der  Zentralellipse  pandlel  sein.  Ist  D^  der 
Schnittpunkt  des  Strahles  SA  mit 
dem  Trägheitskreis  (Fig.  178),  so 
ist  der  zweite  Schnittpunkt  D^  der 
^  Geraden  B^T,  mit  dem  Gnindkreis 
ein  Punkt  dieses  konjugierten  Durch  - 
messen.  Die  gesuchte  Äntipolare 
des  Punktes  A  ist  daher  parallel 
zu  SDj,  und  zwar  liegt  sie  auf  der 
anderen  Seite  Ton  SD,  als  der 
Punkt  A.  Es  ist  daher  nor  er- 
forderlich, den  Abstand  s  der  Anti- 
polaren Toa  der  Geraden  SD^ 
bzw.  vom  Schwerpunkt  S  za  er- 
mitteln. 

Wird  der  Abstand  des  Punktes 
A  TOQ  dem  Durchmesser  SD^  der  Zentralellipse  mit  a  bezeichnet,  so 
ist  das  Produkt  s-a  gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  der  zu  SD, 
parallelen  Tangenten  der  Zentralellipse  von  S,  somit  anch  gleich  dem 
Quadrate  des  Trägheitsradius  t  für  die  Achse  SD^.  Daraus  folgt 
die  Qleichnng 


Dieser  Trägheitsradius  i  aber  läßt  sich  leicht  in  der  oben  angegebenen 
Weise  finden,  und  zwar  ist  derselbe 

i  —  D^G, 
wenn  G  der  Schnittpunkt  ist  der  Senkrechten  durch  T,  zum  Ereia- 
radins  D^C. 

Nachdem  i  gefunden  ist,  ist  es  zur  Bestimmung  tod  s  und  damit 
der  Antipolaren  von  A  nur  nötig,  das  Quadrat  aus  dem  Ti^heits- 
radius,  nämlich  **,  in  ein  Rechteck  von  der  Grundlinie  a  zu  verwandeln. 
Die  Höhe  dieses  Rechteckes  liefert  dann  den  Abstand  $  der  gesuchten 
Antdpolaren  von  dem  Schwerpunkt  S.  Diese  Konstruktion  ist  in 
Fig.  178  durch  das  bei  L  rechtwinküge  Dreieck  ALN  ausgefOhrt, 
dessen  Höhe  KL  gleich  dem  Trägheitsradius  i  ist: 
XL^i^D,G. 
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Dann  ist 

KN-s 

und  der  Pnnkt  N  iat  ein  Punkt  der  gesuchten  Antipolaren.  Die 
Antipolare  des  PnnkteB  A  ist  daher  die  durch  H  panllel  za  SD^ 
gezogene  G-erade. 

In  amgflkehrt«r  Weise  laßt  [sich  die  Aufgabe  lösen,  zu  einer 
gegebenen  Geraden  den  Antipol  zu  ermitteln. 

Daß  sich  diese  Aufgaben  auch  durch  einen  Trägheitskreis  lösen 
lassen,  dessen  Durchmesser  nicht  gleich  dem  Radios  des  polaren  Träg- 
heitsmomentes ist,  bedarf  keiner  weiteren  Begründung. 

§  55.    Weitere  SarsteUungen  der  Trtlgheitsmomente  duroh  Kreise. 

Die  beiden  in  §  52  und  §  54  untersuchten  Uoh rächen  Trägheits- 
kreise  leisten  im  wesentlichen  das  Nämliche.  In  theoretischer  Richtung 
hat  vielleicht  der  in  §  53  behandelte  ersie  Mohriehe  Trägh^tskrm  den 
Vorzug,  daß  er  mit  der  Tr^heitsellipse  zusammeniiängt,  da  er  eine 
spezielle  Trägheitsellipse  ist  Der  Bweite  Mohrsche  Trägheitskreia  liiert 
jedoch  in  unmittelbarer  Weise  di^  koigugierten  Durchmesser  der 
Trägheitsellipse  und  päegt  daher  von  den  Technikern  vorgezogen 
za  werden. 

An  weiteren  Kreisen,  durch  welche  sich  die  Ti^heitsmomente 
darstellen  lassen,  sind  in  erster  Linie  die  von  G.  Jung  und  A.  Lodge 
KU  erwähnen. 

Trägheitskreis  von  G.  Jung. 

Von  G.  Jung  ist  als  Trägheitskreis  ein  EJreis  verwandt,  der  Über 
der  großen  Achse  der  Culmannschen  Trägheitsellipse  als  Durchmesser 
geschlagen  ist.*)  Für  Trägheitsachsen,  die  durch  den  Mittelpunkt  der 
Culmannschen  Ti^heiteellipee  und  damit  auch  durch  den  Mittel- 
punkt des  Jungschen  Trägbeitskreises  gehen,  ei^bt  sich  der  Satz: 

Für  eine  bdiäyige  durch  den  Mittdpankt  0  des  Jungsehen  Träg- 
heittäcreises  gehende  Achse  g  ist  der  Trägheüaradius  halb  so  groß  ofe  die 
durch  den  einen  Brennpunkt  der  Trägheüs^ipse  eu  g  senkrechte  Sehne 
des  Jungsehen  Trägheitshreises. 

Der  Funkt  0  sei  zum  Nullpunkt  und  die  große  Achse  der  Träg- 
heitsellipse des  Punktes  0  zur  y-Achse  des  Koordinatensystems  ge- 
macht. Dann  ist  der  Jangscbe  Trägheitskreis  ein  um  den  Nullpunkt 
mit  dem  Badlas  »,  geschlagener  Kreis,  und  die  beiden  Brennpunkte  f 


I)  Brit  Am.  Bep.  (181«)  p.  26. 
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und  f  der  Colmaunschea  Trägbeibsellipee  liegen  saf  der  y-Aclue  in 
der  Entfernung 

Tom  Nullpunkte  (Fig.  17f>). 

Die  durcli  den  einen  Brenn* 
pnnkt  f  der  Träglieitsellipae 
zur  TrägbeitBacbae  g  senkrechte 
Kreisseime  DxD^  hat  vom  Null- 
paakt  die  £ntfemnng 
OE—Ofsiafp 


oder 


— yt/—  y  ■  sin  9, 

wenn   tp   der   Winkel    ist,   den 

die  Trägheiteacbse  mit  der  x- 

Achse  des  Koordinatensystems 

bildet.     Dann    folgt    aus    dem 

i^»  m.  rechtwinkligen  Dreieck  OED,: 

EDx*-OD*-OE* 

nnd  darans  in  Berücksichtigung,  daß 

0  A  =  Ü 
ist,  bei  Einsetzung  des  fSr  OE  erhaltenen  Wertes  die  Gleichimg 
ED*~i*-{i*-^^9ui?v 
ED*  =  i*  COB*  tp  +  i/  sin  tp. 
Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  tatsächlich  du  Quadrat 
des  Trägbeitsradius  *  der  Achse  j;.    Es  ist  somit  dem  Jungschen  Satz 
entsprechend 

£D,  -  i, 
wodurch  derselbe  bewiesen  ist. 

Die  durch  2>i  parallel  zu  g  gezogene  Gerade  ist  dann  eine  Tan- 
gente der  Culmannschen  Trägheitsellipse,  was  auch  aus  elementaren 
Kegelschnittssätzen  folgt. 

Soll  der  Jungsche  Ttägbeitskreis  verwandt  werden,  so  genügt 
es  denjenigen  für  den  Schwerpunkt  S  zu  zeichnen,  da  von  den  Schwer- 
linien leicht  zu  parallelen  Trägheitsachsen  übergegangen  werden  kann. 
Dieser  Jungsche  Ti^beitskreiB,  der  den  Schwerpunkt  S  zum  Mittel- 
punkt hat,  also  über  der  großen  Achse  der  Cnlmannschen  Zentral- 
ellipse als  Durchmesser  gesohlten  ist,  wird  der  Zentralkreis  genannt 
Es  sei  der  Zentralkreis  gezeichnet  und  die  beiden  Brennpunkte  f 
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ond  f  der  Zentralellipse  bestimmt.  Um  den  TrägheitsradiiiB  fQr  eine 
Schwerünie  s  zu  erhalten,  ist  es  erforderlich  durch  den  einen  der 
Brennpunkte  z.  B.  durch  f  die 
Senkrechte  zur  Schverlinie  s  zn 
ziehen  (Fig.  180).  Schneidet  die- 
flelbfl  die  Schwerlinie  s  in  dem 
Funkte  E,  und  den  Kreis  in 
den  Punkten  D^,  D,,  so  ist  der 
Trägheitsradius  t,  der  Schwer- 
linie 8 

i,  -  E.D,  -  E,J)t  -  E,E^. 
Um  den  Ti^heitsntdius  t  fQr  die 
sur  Schwerlinie  8  parallele  Ge- 
rade g  zu  erhalten,  sei  die  durch  f  zur  Schwerlinie  s  gezogene  Senk- 
rechte verlängert  hie  zum  Schnittpunkt  E  mit  der  TrägheitBachse  g. 
Dann  ist  EE^  die  Entfernung  der  Trägheitsachse  g  vom  Schwer- 
punkt S,  und  daher  folgt  för  den  Trägheibsradius  i  der  Achse  g  die 
Gleichung 

i*~i*-\-E,E* 
oder 

i^~E,E*  +  E,E\ 
•omit 

i  -  EE^. 
Daß  rilmtlicbe  weiteren  Konstruktionen,  die  mit  Hilfe  der  Zentral- 
ellipse möglich  sind,  sich  unter  Benutzung  des  Jungschen  Zentral- 
Jtrei8ea  aueftlhren  lassen,  folgt  sofort  daraus,  daß  der  Jungsche  Zentral- 
jfcrm  orthogonalaffin  zur  Zentralellipse  ist.  Es  ist  somit  nicht  er- 
forderhch  die  Zentralellipse  za  zeichnen,  es  genügt  vielmehr  deren 
Hauptachsen  zu  finden.  In  gleicher  Weise  kann  statt  des  Zentral- 
kreises ein  anderer  Jnngscher  Trägheitekreis  mit  einem  beliebig  ge- 
wählten Mittelpunkt  0  zur  Verwendung  gelangen,  da  derselbe  eben- 
falls orthogonalaffin  ist  zu  der  Trägheitsellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0. 
Jedenfalls  aber  hat  der  zweite  Mohrsche  Trägheitskreis  vor  dem 
Jungschen  Trägheitskreis  den  Vorzug,  daß  er  in  einfacherer  Weise 
auf  die  Hauptträgheitsachsen  und  die  Haaptträgheitsradien  fObrt. 

Erster  Träghettshreis  von  A,  Lodge. 
FQr  die  durch  einen  Punkt   0  gehenden  Trägheitsacbsen  kommt 
bei  Ä.  Lodge^)  ein  Kreis  zur  Verwendung,  der  durch  den  Punkt  0 
1)  Phil.  Hkg.  (6)  S8  (lese)  p.  463,  BOwie  Brii  Ais.  B«p.  (1886)  p.  US. 

ii.yCoog[e 


330 


lt.  Kapitel.   TAgheitaetlipse  und  Tifigbeitikreis. 


gebt,  und  dessen  Durchmesser  d  die  Oröße 

<'-*.+  '» 
besitzt,  wenn  i,  nnd  i^  die  Radien  der  beiden  Eanptträgheitsmomente 
für  den  Punkt  0  sind.  Im  Übrigen 
ist  der  Mittelpunkt  M  des  Krei- 
ses beliebig  wählbar. 

Die  beiden  Hanpttrigheite- 
achsen  mögen  ans  dem  Kreise 
die  Punkte  A  und  B  ausschnei- 
den. Wird  dann  auf  dem  Daroh- 
messer  AB  des  Kreises  ein 
Punkt  P  durch  die  Bedingung 
bestimmt 

4P-t„     BP^i,, 
so  ist  der  Trägbeitsradins  t  fOr 
eine  beliebige  durch  0  gebende 
Achse  g,  welche  ans  dem  Kreise  einen  Punkt  K  ausschneiden  möge 
(Fig.  181),  durch  die  Strecke 

i  =  PK 


Der  Winkd,  den  die  Ti^beitaachse  g  mit  der  x-Achse  eimobließt^ 
sei  mit  ip  bezeichnet     Dann  ist  anch: 

'^ABK=g,. 
Wird  nnn  von  P  das  Perpendikel  P^auf  die  Sehne  AK  geföUt, 
so  ist 

^APH=ip 
und  daher 

PH  —AP'  coB  <p  ^  ix  cos  (p, 
HK  —  BP  ■  sin  y  —  »,  sin  q>. 
Daraus  folgt  die  Gleicbnng: 

PK'-  PH*  +  HK'  =  ij  cos»  9  +  t;*  sin*  ip. 
Da  aber  der  Ansdrock 

i,'  cos'  <p  +  1^*  sin*  91 
das  Quadrat  des  Tri^heitsradius  i   der  Achse  g  darstellt,    so   ist   tat- 
sächlich durch  die  Strecke  PK  der  Ti^heitsradius  i  fflr  die  Achse  g 
gegeben. 

In  gleicher  Weise  folgt  für  den  Trägheitsradius  einer  durch  0 
gehenden  und  zu  g  senkrechten  Achse  l,  welche  aus  dem  Kreise  den 
Punkt  L  ausschneiden  möge  der  Wert  PL. 
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Um  ancb  die  Zentrifugalmomente  für  zwei  zu  einander  aenkrecht 
stehende  Achsen  zu  erhalten,  sei  der  Inhalt  des  Dreiecks  KPL  unter- 
sucht, bzw.  der  Inhalt  des  durch  die  beiden  Seiten  FK  und  PL  be- 
stimmten Parallelogrammes  PKQL.    Es  ist: 
2QM-2-PM-i,~i„ 

und  daher  der  Inhalt  des  Parallelc^rammes  PKQL,  bzw.  der  doppelte 
Inhalt  des  Dreieckes  KPL: 

2-AKPL  =  i{i^+  i,)  (,,-  i,)  sin  2ip 
oder 

2  -AKPL  =  (iV—  O  "i"  9  eo8  <p. 
Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck 
läßt  sich  sofort  auf  das  Zentrifugalmoment  für  die  beiden  auf  ein- 
ander senkrechten  Achsen  g  und  I  zurBckfahrea.  Sind  lüUnlich  x  und  y 
die  Eoordinaten  eines  Punktes  inbezug  auf  die  Hauptträgheitsachsen  OA 
und  OB,  ao  sind  die  Koordinaten  desselben  Punktes  inbezag  auf  die 
Geraden  g  und  I  ab  Koordinatenachsen: 

I  —  ar  cos  qo  -)-  y  sin  9; , 

ij  =  —  X  sin  9>  +  J  cos  <p. 

Das  2^trifugaLmoment  der  Fläche  F  fBr  die  Achsen  g'jand  l  wird  daher 

L^  f  ii\df  —  /  (a:  cos  9  +  y  ain  y)  (—  a;  sin  91  -|-  y  coa  <p)  df 
oder 


Nun  ist  aber 

■^  —  r(y*  —  ar*)  Bin  9)  coa  9)  df. 

und  daher 

j^-Fi,'~fz'df. 

L  =  F  (ij  —  »  ■)  sin  <p  cos  qo. 
Durch  die  Ve^lei(^ung  dieser  Formel  mit  der  Formel  fQr  den 
Bilialt  des  Dreieckes  KPL  ergibt  eich  fQr  das  Zentrifugalmoment  L 
in  bezog  auf  die  beiden  zu  einander  senkrechten  Achsen  g  und  I  der 
Wert: 

L^Fil,~2F-AKPL. 
IhiTch  den  Inhalt  dea  Dreieckes  KPL  ist  somit  das  Zentrifugalmoment 
ftlr  die  beiden  Achsen  g  und  l  bestimmt. 
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Sind  die  Richtungen  der  durch  den  Punkt  0  gebenden  Hanpt- 
trügheitsacheen  nicht  von  vornherein  gegeben,  so  kann  die  Eonetruktion 
dea  Lodgeschen  Trägheitekreiaes  auch  in  folgender  Art  erfolgen. 

Es  seien  f^r  zwei  durch  0  gehende  und  auf  einander  aenkrechte 
Achsen  g  und  l  die  Ti^heitsmomente  und  das  Zentrifugalmoment 
bestimmt.  Durch  die  beiden  Tr^heitsmomente  sind  die  Strecken  PK 
und  PL  gegeben,  durch  das  Zentrifugalmoment  der  Inhalt  des  Drei- 
eckes KPL.  Das  Dreieck  KPL  kann  somit  gezeichnet  verden.  Die 
gefundene  Seite  KL  liefert  den  Durchmesser  des  Tr^heitskreises. 
Derselbe  kann  somit  durch  den  Paukt  0  gelegt  werden.  Die  Schnitt- 
punkte desselben  mit  den  Achsen  g  und  l  bestimmeD  die  Punkte  K  and 
L  und  damit  ancb  die  la%e  des  Punktes  P.  Der  durch  den  Punkt  P 
gezogene  Durchmesser  des  Tr^heitskreises  liefert  dann  die  Punkte  A. 
und  B  und  damit  die  Hauptträgbeitsachsen  wie  die  Radien  der  Haupt- 
trägheitsmomente. 

Ton  der  Voraussetzung,  daß  der  Lodgesche  Ti^heitskreis  den 
Durchmesser 

rf  —  j,  +  i, 

haben  soll,  ist  es  möglich  sich  frei  zu  machen,  wenn  darauf  verzichtet; 
wird,  daß  die  Strahlen  PK  un- 
mittelbar den  Tiügheitsradius 
liefern  sollen. 

Wird  nämlich  an  die  Stelle 
des  Kreises  mit  dem  Durch- 
messer i,  +  t  und  dem  Mittel- 
punkt M  ein  anderer  auch  durch 
den  Punkt  0  gebender  Kreis 
mit  dem  beliebigen  Durchmesser 
d'  und  einem  Mittelpunkt  M.' 
gesetzt,  wobei  der  Punkt  3f' 
auf  dem  Strahl  03f  li^^n  möge, 
so  befinden  sich  diese  Kreise  in 
bezng  auf  den  Punkt  0  in 
ähnlicher  Lage  (Fig.  182).  Werden  nan  mit  A'  und  B'  die  Schnitt- 
punkte des  zweiten  Kreises  mit  den  Hanptträgheitsacbsen  bezeichnet, 
so  ist  Ä'B'  ein  Durchmesser  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  Jlf', 
und  es  ist 

A'B-  ;>  AB. 

Aus  diesem  Durchmesser  AB'  schneidet  der  Strahl  OP  einen  Punkt  f 
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aoB,  fOr  deesen  Abstände  von  den  beiden  Punkten  Ä'  und  B'  sich 
ei^bt: 

Ä'P':  B'P'  -AP:BP^  »,:  i^. 
Wird  dann  der  Schnitt  der  Trägheitsache  g  mit  dem  zweiten  Kreis 
mit  K'  bezeichnet,  bo  ist 

P'K'  II  PK, 
und  daher  verhalten  sich  die  Strecken  P'K'  und  PK  wie  die  Duroh- 
measer  der  Kreise.    Es  ist  somit: 

P'E'  (f 

PK    ~i,+  i/ 
Da  aber  PK  der  Trägheitsradius  t  für  die  Tiägheiäaehse  g  ist, 
flO  folgt 

»j  +  V 

Die  Strecken  P'K'  werden  hei  BenuUmng  des  Kreises  tnii  dem  he- 
Hängen  Bvrchmeasar  d'  den  TrdgheÜaradien  direkt  proportional. 

Die  nämliche  einfache  Darstellung  der  Ti^heiteradien,  wie  durch 
den  Kreis  mit  dem  Durebmeeser 

wird   erreicht  bei  Yerwendnug   eines   durch   den   Punkt  0   gehenden 
Kreues  mit  dem  Durchmesser   . 


wobei  wieder  i,  und  t^  die  Trägheitsradien  der  HauptträgbeitBacbsen  sind. 
Die  beiden  Hauptträgheitsachsen  mögen  den  Tr^heitskreis  mit 
dem  Durchmesser  t,  —  t^,  in  den 

Punkten    Ä  und   B    schneiden.  | ^-^ 

Dann  ist  AB  ein  Durchmesser         '. -^z^^^^^^^^Z.,^^  ''/' '/^  ■ 

des  Tr^heitskreiseB.    Auf  dem-    ff      \    /"^  -'''''^\i/\ -V 

selben   sei   derjenige    Punkt    P        }M:^^—~ V'/'lx 

bestimmt,  fttr  den  /|     ^  /^    I  \ 

^P  =  »,.    BP  =  i^.  1         x/         I 

Dieser  Punkt  wird  au&erhalb  der  VI    y/^     \.         /    / 

Strecke  AB   liegen    (Fig,  183). J^:^^-^^^^~jJ_ 

Der  Schnittpunkt  der  beliebigen  ^ — 

durch    0    gehenden    Tragheits-  I 

achse  g  mit  dem  Kreis  sei  wieder  ^ 

mit  K  bezeichnet  und  mit  ^j  und  ^^,  die  Fußpunkte  der  von  P 
aas  auf  AK  and  BK  gefällten  Perpendikel.    Dann  ist: 
PA;  -  j,  cos  y,     PiVj  -  Jff^■,  =  t   Bin  y 
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und  daher 

PK*"  i,*  cos'  «p  +  i*  aiü*  9). 
Der  TrägheitBradius  der  Achse  g  ist  wieder  gleich  der  Strecke  PüT. 
Aoch  hier  k&nn  an  die  Stelle  des  Kreises  mit  dem  DorchmeBser 


ein  £rei8  mit  beliebigem  Dnrchmesaer  gesetzt  werden. 

Zweiter  Trägheitskreis  von  A.  \Lodge. 
Als  TrägbeitskreiB  wird  ein  darch  0  gehender  Kreis  eingeführt, 
dessen  Durcbmeseer  proportional  zu 

attgenommen  ist. 

Za  diesem  Zwecke  seien  die  Quadrate  t,'  und  i^'  in  Rechtecke 
mit  derselben  GrandÜDie  p  verwandelt,  so  daß 

*«*  "•  *■'  ■  P)  V  ~  V  ■  P 

und  dann  die  Strecke 

d  —  ij  —  i^ 
als  Dnichmesser  des  Tr^heitskreises  angenommen,  so  daß  (Fig.  184) 

AB-i:-i;, 
ÄM-i(i:-i;). 

Aof  dem  Dnrcbmesser  AB  sind  die  beiden  Ponkte  U  und  V  bestimmt 
dnrch  die  Bedingnagen: 
AU-'BV-iJ, 
BU-AV-i;. 
Schneidet  die  TrägheitBa<^e  g, 
welche  mit  der  Hauptti^heits- 
achse  OA  den  Winkel  9»  ein- 
schheßt,  den  Trägheitskreis  in 
dem  Punkte  K  und  ist  N  der 
FuBpunkt  des  von  K  auf  den 
Durchmesser  AB  gefällten  Per- 
pendikels, 80  ist: 
UN^  ÜM  +  MN-^  (»;+  »/)  +  i  (C-  i,!  cos  2,p 

P^  =  ^  coB»9  4- Vsin'v 
VN  —  VM  —  MN  =-  ij  sin'  y  +  i^'  cos*  <p 
KN  =  ME  ■  sin  29  -  I  (t,'  -  i,')  sin  29». 

ii.yCoog[e 


oder 
Fftrner  ist; 
und 


§  56.   Weitere  Dustellang  der  Tiftgheitsmomente  durch  Eieige.         335 

Darch  Multiplikation  dieser  drei  GleicbuDgea  mit  p  ■  F  folgt: 

F-VN'p  —  Fii*  coB»  if>  +  »,*  Bin»  tp) 

F  ■  VN-p^  F{ijain*q>  +  i^'cos*^) 

F  ■  KN-p  —  ^F(i^'-i/)  sin  2p. 

Nun  sind  aber  die  Trägheitsmomente  fOr  die  Achse  g  nnd  die  zu  g 

senkrechte   Achse  I,   sowie    das   Zentrifagalmoment    fOr    die   beiden 

Achsen  g  und  1: 

(^—  F(i/fioa*  q>  +  i^*  sin*  9))  =  J^  cos'  y  +  «^  sin*  p, 

Jf-~F(ij9m'<p  +  »,*coa*9i)  — /,  sin*  9 +  .r^cofl*  91, 

i,j_  F(i,»—  i/)  sin  29  -  (J,—  J^)  sin  2y._; 

Es  ist  daher  _      „    „„ 

Jg—  F  ■  UN  -p, 

J,~F-  VN-p, 

L-2F-KN-p\. 

Es  'lind    somit  Strecken    gefunden,    welche  [den    beiden  Trägheil»- 

momenten  sowie  dem  Zentrifngalmomeat  direkt  proportional  sind. 

Ist  der  Trägheitsradius  i,  fflr  die  Achse  g  zu  bestimmen,  so  ist 
das  Rechteck 

UN-p 
in  ein  Quadrat  zu  verwandeln,  und  die  Quadratseite  wird  diesen  Trä^ 
heitsradiuB  darstellen. 

Da  bei  AnsfQhrung  dieser  Konstruktionen  die  Strecke  p  beliebig 
wählbar  ist,  imd  dann  durch  p  der  Durchmesser  d  des  Kreises  be- 
stimmt ist,  so  kann  auch  umgekehrt  der  Durchmesser  d  beliebig 
gei^hlt  werden.  Jeder  beliebige  durch  den  Punkt  0  gebende  Kreis 
darf  daher  auch  als  eweiter  Lodgescher  Trägheitsfireis  zur  Ver- 
wendung gelangen. 

Es  ergibt  sich  ans  den  vorstehenden  Untersuchungen,  dafi  ein 
beliebiger  durch  den  Punkt  0  gehender  Kreis  in  manuigColtiger  Weise 
als  Tn^heitskreis  benutzt  werden  kann. 

Weäero'  Trägheüshreis. 
Während  die  Trägbeitskreise  von  A.  Lodge  wie  der  zweite 
Trägheitekreia  von  0,  Mohr  Ereiae  sind,  die  durch  dbn  Punkt  0 
gehen,  um  dessen  Trägheitsmomente  es  sich  handelt,  war  der  Träg- 
heitskreis  von  Q.  Jung  ein  solcher,  der  nicht  durch  den  Punkt  O 
ging.  Auch  hier  zeigt  es  sich,  daß  verschiedene  Kreise,  die  nicht 
durch  den  Punkt  0  gehen,  als  Tragheitskreiee  zur  Verwendung  ge- 
langen können. 
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Ein  weiteres  einfaches  Beispiel*)  für  einen  solchen  nicht  dnrch 
den  Punkt  0  gehenden  Trägheitekreie  gibt  Fig.  185.  Hier  iat  ab 
TrSgheitakreis  ein  Kreis  angeBommen,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
zur  x-Äcbae  des  KoordinatensystemeB  gewählten  einen  Hanpttr^heits- 
achse  liegt,  dessen  Durchmesser  d 
die  Größe  t,  und  dessen  Mittelpnnki 
M  von  dem  Punkte  0  die  Entfemnug 

besitzt,  wo   i,>  i^  vorausgesetzt   ist. 
Sind  J„  A^,  B^,  B^  die  Schnitt- 
punkte   des   Kreises    mit   den   Koor- 
dioatenachsen,  so  ist 

A^A^^i^,  B^B,^i^. 
Es  möge  eine  durch  0  gehende  Trägheitsachse  g  betrachtet  werden, 
welche  mit  der  x-Achse  den  Winkel  fp  einschließt  und  den  Ti^heita- 
kreis  in  den  Punkten  £,  und  K^  schneidet.  Der  Fußpunkt  des  von 
dem  Kreismittelpunkt  M  auf  die  Tri^heitsachse  g  gefällten  Lotes  sei 
mit  X  bezeichnet.     Dann  ist 

ML  —  OJf  sin  qs  ■•  ■  sin  y. 

Daher 

K,K,*=  4LZ,*-  4  (JfZ,*-  3fi*) 

oad  BOmit  bei  Einsetzung  der  Werte  ron  JfZ,  und  ML: 

Kl  K^  —  i*  —  {i*  —  i*)  sin'  tp  "  i*  cos*  tp  +  i*  sin*  tp. 

Die  Irägheitsachsen  durch  0  schneiden  aus  dem  Kreis  direkt  die 
TrägheUsradien  aus. 

Ist  in  dieser  Weise  der  Ti^heitskreis  für  den  Schwerpunkt  S 
und  aus  demselben' der  Trägheitsradius  fUr  eine  Scbwerlinie  8  ge- 
funden, so  kann  leicht  der  Trägheitsradius  für  eine  beliebige  zu  s 
parallele  Achse  konstruiert  werden. 

1)  Siehe  Abbtuidlungen  aus  dem  Gebiet«  dei  tecbniBcben  Mecbuiik  Ton 
O.  Mobr,  Berlin  (I90ti]  p.  91.  In  mannigfoltigater  Weise  luaen  sich  die  Tr^ 
heitBrnomente  durch  Kreise  darstellen.  So  kma  i.  B.  jeder  Kreis  als  Trägheita- 
kreia  zur  Verwendung  gelangen,  der  zur  Tragheiteellipse  in  eindeutige  gsome- 
toiache  Verwandtschaft  gebracht  werden  kann.  Insbesondere  ist  dieaes  der  Fall 
bei  einem  Ereia,  der  zur  TiägbeitseUipse  afBn  liegt,  wie  dieses  auch  bei  der 
Zentralellipse  und  dem  Zentralkreis  von  G.  Jung  der  Fall  ist.  Natürlich  haben 
Bolche  Darstellnngen  nur  dann  Zweck,  wenn  aie  nicht  allein  einfach  sind,  sondern, 
wenn  auch  alle  Eonatraktioaen ,  die  mit  Hilfe  der  ZenttaleUipae  mOglich  sind, 
sich  in  einfacher  Weiae  durch  den  eingeffihiten  Tr&gheitakieia  ergeben. 
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§  56.  Anwendung  aus  der  Fertigkeltslelire.  Zentralkem. 
Die  technisclLe  ifestigkeitsleliTe  geht  bei  der  Untersuchung  eine« 
stahförmigen  Körpeni,  Balken,  der  anf  Bi^^ong  in  Anspruch  genommen 
is^  von  der  Annahme  aas,  daß  jeder  zur  LängaachBe  des  Balkens 
senkrechte  Qaerschniti  eben  bleibt  and  nur  eine  Drehong  um  eine 
Achse  erleidet,  die  in  der  Ebene  des  Querschnittes  liegt,  und  die  sich 
als  eine  Schwerlinie  ergibt.  Diese  Drehungsachse  des  QuerBchnittea 
wird  die  Btegungsaehse  genannt  Wird  das  bekannte  Näherangsgesetz 
von  Hooke  zagrunde  gdegt,  nach  dem  die  Spannongen  proportional 
den  Ansdehnungen  sind,  so  w^en  die  Spannungen  in  den  Punkten 
des  Querschnittes  direkt  proportional  den  Entfernungen  von  der  Bie- 
gungsachse. 

Es  möge  nun  ein  Balken  sowohl  auf  Biegung  wie  auf  Zug  oder 
Druck  in  Anspruch  genommen  sein.  Infolge  der  Zug-  bzw.  Druck- 
kraft erleidet  der  zur  Balkenachse  senkrechte  Querschnitt  eine  Parallel- 
Terschjebang,  infolge  der  Biegung  eine  Drehung  um  eine  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  und  im  Querschnitt  beende  Biegungsachse. 
Diese  beiden  Bewegungen  des  Querschnittes  setzen  sich  zu  einer  ein- 
zigen Drehung  zusammen  um  eine  Achse,  die  auch  in  der  Ebene  des 
Querschnittes  liegt,  aber  nicht  mehr  durch  den  Schwerpunkt  geht. 
Unter  den  gemachten  Voraassetzungen  ist  somit  bei  Biegung  und 
Zug  oder  Biegung  und  Druck  auch  eine  in  der  Querschnittebene  lie- 
gende Biegungsachse  vorhanden,  um  die  sich  der  Querschnitt  dreht. 
Die  im  Querschnitt  auftretenden  Spannungen,  die  unter  Veraach- 
läseigung  der  Schubspannungen  senkrecht  zum  Querschnitt  angenommen 
werden  dQrfen,  sind  somit  nach  dem  Hookeschen  Gesetze  wieder 
proportional  den  Entfemongen  von  der  Biegungsachse. 

Es  soll  nun  bei  einem  Balken,  der  auf  Biegung  and  Zug  oder  Bie- 
guxig  und  Druck  beanepmcht  ist,  die  Lage  der  Bi^ungsachse  für  einen 
zor  Längsachse  des  Balkens  senkrechten  Querschnitt  bestimmt  werden. 
Der  betreffende  zur  Längsachse  des  Balkens  senkrecfate  Quer- 
schnitt sei  zur  Koordinatenebene  e  -^0  gemacht.  Der  Nullpunkt  des 
Koordinatensjstemes  sei  in  den  Schwerpunkt  8  und  die  Koordinaten- 
achsen der  X  und  y  in  die  Hauptträgheitsachsen  gelegt,  so  daB  die 
Gleichungen  bestehen: 

Jxdf   =0, 

<1) 


t,  OnphlHh*  Statut 


fxe 

fyif  -0, 
fxydf-0. 
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Die  Gleicliuiig  der  BieguDgsaclise  sei  in  der  HeSBeechen  Nor- 
malfbrm 

(2)  X  cos  gj  +  yainy  —  #  —  0 

angenommen. 

Die  Spaimnngen  sind  seakrecbt  zum  Qnersclmitt  und  proportional 
den  Entfernungen  von  der  BiegungaacbBe  eiuzaföhren.  Demgemäß 
kann  die  Spannung  tf.^  in  einem  Funkte  x,  y  des  Qaersclmittes  ge- 
Bchrieben  werden: 

*■»  —  i(:c  cos  9  +  y  Bin  9  —  S). 

Die  größte  Spannung  tritt  im  Queraclinitt  an  deijenigea  Stelle 
auf,  die  am  weitesten  Ton  der  Biegungsachse  entfernt  ist,  bzw.  in  der- 
jenigen Längsfaser  des  Balkens,  welche  die  größte  Entfemong  von 
der  Bi^pingsacbse  hat.  Diese  Faser  pÖ^  die  äußert  Faser  genannt 
zu  werden. 

Ist  e  die  Spannang  in  der  äußersten  Faser  nnd  e  deren  Abstand 
von  der  Biegungsachse,  so  ei^ibt  sich 
a  =  ke, 
also 


Bei  Einsetzung  dieses  Wortes  von  i,  folgt  fElr  die  Spannang  «^^ 
in  dem  Punkte  x,  y  des  Qaerschnittes: 

(3)  ff,^  =^  ~(x  cosqi  +  ysintp  —  d). 

Die  durch  die  sämtlichen  Spannnngen  tf,^  hervorgerufenen  Span- 
nuDgskräfte  mfiasen  nun  mit  den  äußeren  Kräften,  die  auf  den  Qaer- 
sehnitt  wirken,  im  Gleichgewicht  stehen. 

Die  auf  den  Querschnitt  wirkende  und  in  die  f-Äcbse  fallende 
Zug-  bzw.  Druckkraft  sei   mit  P  eingeführt.     Das  Biegungsmoment 
sei  mit  M  bezeichnet  und  mit  a  der  Winkel,  den  die  in  der  Qner- 
schnittsebene  liegende  Achse  des  Bi^piogsmomentes  mit  der  z-Achse 
des  Koordinatensy Sternes  einschließt.     Dann  sind: 
M^^  McoBcc, 
M^=  M  sin  u 
die  Drehmomente,  die  das  Biegnngsmoment  um  die  Koordinatenachsen 
herrorruft. 

Das  Ilächenelement  df  des  Querschnittes  mit  den  Koordinaten 
X,  y  liefert  eine  Spannungskraft 

ff,//' 
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in  der   Richttmg  der  ^-Acluie.     Die   Drehmomente  dereelben  um  die 
KoordinatenachseD  der  x  und  y  sind: 

aad 

-  e^^xdf. 

Damit  Qleichgewicht  zwisclieii  den  äußeren  Kräften  und  den 
Spanniuigskräften  vorlianden  ist,  müssen  jedenfalls  folgende  Be- 
dingungen erfDllt  sein: 

1)  Eb  maß  die  Sumine  aller  Kräfte  in  der  Sichtung  der  «-Adue 
gleich  Nnll  sein; 

3)  Eb    muß    die    Summe    der   Drehmomente    aller    Kräfte    (der 
äußeren  Kräfte,  wie  der  Spannungskräfte)  ftlr  jede  der  beiden  Koor- 
dinatenacheen  der  x  und  y  verschwinden.^) 
Daraas  folgen  die  Gleichungen: 

P  +/V.V  ■  df~Q, 
Jf  coe  a  +  Co;,,-  ydf=-  0, 
Jlf  sina  —  { <fxy- xdf=-0. 

Bei  Einsetzung  des  Wertes  Ton  6^^  ans  (3)  und  in  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (1)  ei^eben  sich  somit  die  Gleichungen 

p  _  "-  Ji-d  =  0, 

(4)  M  cos  a  +  Ji-8in9)  =  0, 

M  sin  a  —  J^»  —  cos  qo  —  0, 
wo  F  der  Inhalt  des  Querschnittes  ist  und 

J^-fv'df    und    J^  =  f'x'df 

die  Trägheitsmomente  für  die  Koordinaten&chBen  der  x  und   y,  also 
di«  beiden  Hanptti^beitsmomente  sind. 

Durch  Einsetzung  der  aus  (4)  folgenden  Werte: 

Me  Blatt 
cos  9)  —  -  -v-—  , 


1}  In  dieaen  Paragnipbeii  weiden  scbon  die  SUse  fibei  du  Oluahgewicht 
Toa  panJlelen  EifiAen  im  Baume  benutzt,  die  erat  im  folgenden  Kapitel  be- 
wiesen werden.  , 
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in  di«  Oleichnng  (3)  der  BiegangsacliBe  wird  dieselbe: 

Es  soll  Bon  die  Biegnngsacbee  in  Bexieliang  gebracht  werden 
znr  Cnlmann  Beben  Zentralellipse,  deren  Gleichong  war: 

Die   Oleiobnng  der  Polare  eines    Punktes  x',  y'  in  bezog  anf  die 
Calmannscbe  ZentraleUipse  ist: 

Bei  Yet^leichnng  der  beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt,  daS  die- 
selben vollständig  Qbereinstitnmen,  sobald 


y  =  —    „  COB  «■ 
Darans  ei^bt  sich  der  Satz: 
Die  Biegungsachse  ist  die  Pdare  des  Punktes: 

(7) 

y' p  C08  a 

in  iejeug  auf  die  Cultncmnsdie  ZeniraleUipse. 

Ans  diesen}  Satze  folgt,  daß  die  Bichtung  der  Biegungsachse  nor 
abhangt  von  dem  Winkel  a,  somit  nur  abhängig  ist  von  der  Achse 
des  Biegnngamomentes.  Die  Eutfemnng  der  Biegungsachse  vom 
Schwerpunkt  ist  dann  durch 

M 

P 
bestimmt  Wächst  -p  bei  konstantem  a,  so  nähert  sich  die  Polare  des 
Pimktes  (7)  ond  somit  die  Bi^^ngBachse  dem  Schwerpunkt  Ist  ins- 
besondere  JP  —  0,  so  daß  reine  Biegung  vorhanden  ist,  so  ist  der 
Pnnkt  (7)  oneudlich  fem.  Die  Biegungsachse  geht  als  Polare  eines 
aneudlich  fernen  Pnnktes  dnrch  den  Mittelpunkt  der  Zentralellipse 
und  ist  der  zur  Achse  des  Biegungsmomeutes  konjugierte  Durch- 
messer. Ist  andererseits  Jf  — 0,  somit  nnr  Zog,  bzw.  Druck  vor- 
handen, so   fällt   der  Punkt  (7)  in   den  Mittelpunkt  der  Ellipse,  die 
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BiegtiQgescbae  ist  daher  die  unendlich  ferne  Gerade,  d.  h.  der  Quer- 
schnitt rerschieht  sich  parallel 

Der  Fall  von  Biegung  und  Druck  erledigt  sich  durch  die  ror- 
stehende  TTntersachnng,  indem  —  P  au  die  Stelle  tou  P  gesetzt  wird. 

Ein  besonders  -wichtiger  Spezial&U,  bei  dem  Zug  nnd  Biegung, 
bzw.  Druck  und  Biegung  vorhanden  ist,  ergibt  sich,  wenn  auf  den 
Querschnitt  nur  eine  einzige  zur  Balkenachse  parallele  Ersft  wirkt, 
die  nicht  im  Schwerpunkt  des  Querschnittes  angreift  Dieser  Fall 
soll  speziell  untersucht  -werden. 

Die  Zugkraft;,  bzw.  Druckkrafl^  welche  die  Sichtung  der  £-Ächee 
hat,  sei  wieder  mit  P  bezeichnet  und  die  Koordinaten  ihres  Angriffs- 
punktes mit  x^j  gf^.  Die  Drehmomente,  welche  dieselbe  um  die  Koar- 
dinatenachsen  der  x  und  y  hervorruft,  sind: 

Mx  =  M  cos«  =  Py^, 
JK"^  =  Jlf  sin  a  —  —  Px^. 

Für  den  Punkt  (7),  dessen  Polare  die  Biegungsachse  ist,  ergibt  sich 
somit: 

x' Xa, 

d.  h.  WirU  aaif  den  Banken  eine  nieht  vm  SckwerpiaJct  des  Quer- 
schnittes angreifende  Zug-  oder  Dmckkraß,  so  ist  die  Bteyungsachse  die 
Antipolore  des  Ängri/f^Mmktes  der  Kraft  t»  heeng  aiaf  die  Zeniralälvpse. 

Durch  diesen  wichtigen  Satz  erhalten  die  in  §  53  und  §  54 
gegebenen  Konstruktionen,  welche  die  Antipolare  eines  beliebigen 
Ponktes  in  bezug  auf  die  Zentralellipse  liefern,  eine  größere  Bedeu- 
tung. Durch  diese  Konstruktionen  ist  nämlich  die  Biegnugsachse  bei 
einer  exzentrisch  angreifenden  Zug-  oder  Druckkraft  bestimmt. 

Schneidet  die  Biegungsachse  den  Querschnitt  des  Balkens,  so  ist 
der  auf  der  einen  Seite  der  Biegungsachse  liegende  Teil  des  Quer- 
schnittes auf  Zug,  der  auf  der  anderen  Seite  liegende  Teil  d^gen 
anf  Druck  in  Anspruch  genommen.  Schneidet  die  Biegnugsachse  den 
Querschnitt  nicht,  so  ist  in  amtlichen  Punkten  des  Querschnittes  die- 
selbe Art  der  Spannung  vorhanden  und  zwar  Zug,  wenn  der  Balken 
dnrch  eine  exzentrisch  liegende  Kraft  anf  Zug  in  Anspruch  genommen 
ist,  im  anderen  Falle  Druck.  Es  kann  ge&i^  werden  nach  der  Lage, 
welche  der  AngriSepunkt  der  Kraft  haben  mufi,  damit  die  Biegungs- 
achse  den  Querschnitt  nicht  schneidet,  damit  also  der  ganze  Quer- 
schnitt durch  dieselbe  Art  der  Spannung  in  Anspruch  genommen  wird. 
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Da^enige  Oänet  der  Ebene  des  Querscknittea,  in  wdchem  der  An- 
griffspunkt der  exeetUrisch  wirkenden  Zug-  oder  DruckJcraft  liegen  mujß, 
damit  die  Siegumgsachse  den  Querschnitt  nidit  schneidet,  wird  der  Zentral- 
hem  des  Qf*a-sehnittes  genannt. 

Da  der  Angriffspunkt  als  Antipol  der  Biegungsachse  in  bezng  auf 
die  ZentralellipBe  sich  dem  Schwerpunkt  nähert,  wenn  die  Biegnngs- 
schse  sich  vom  Schwerpunkt  entfernt,  und  echließUcb  in  den  Schwer- 
pnnkt  füllt,  wenn  die  Biegangeachse  nnendUch  fern  ist,  so  wird  der 
Zentralkera  aus  einem  Oebiet  bestehen,  das  den  Schwerpunkt  nmgibt 
nnd  ihn  enthalt.  Die  Begrenznngsknrre  des  Zentralkemes  wird  sich 
ergeben  für  diejenigen  Biegungsacbsen,  welche  den  Querschnitt  be- 
rühren.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Begreneungskurve  des  Zentralkemes  ist  die  antipolare  Kurte 
der  Begreneungskurve  des  Querschnittes}) 

Ist  der  Querschnitt  ron  geraden  Linien  begrenzt,  so  ist  es,  um 
den  Zentralkem  zu  erhalten,  nur  erforderlich,  die  Antipolaren  der  Eck- 
punkte oder  statt  dessen  die  Antipole  der  Seiten  zu  bestimmen.  Der 
Zentralkern  ist  dann  die  Poljgonääche,  die  durch  die  gefandenenen 
Autipolaren  als  Seiten  b^renzt  ist. 

In  Fig.  186  ist  der  Zeutralkem 
eines  Rechteckes  ABCß  beBtimmt.  Die 
Achsen  der  Zentralellipse  bzw.  die  bei- 
den durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Hauptträgheitsachsen  fallen  in  die  bei- 
den durch  den  Mittelpunkt  des  B«cht- 
eckes  gehenden  Geraden,  die  parallel 
zu  den  Seiten  des  Rechteckes  sind 
Der  Zentralkem  ist  ein  Parallelogramm, 
dessen  Eckpunkte  die  vier  Aj^tipole 
der  Seiten  des  Rechteckes  sind.  Ds 
aber  die  Seiten  des  Rechteckes  parallel 
sind  zu  den  beiden  Hauptträ^heits- 
aohsen,  so  werden  die  Antipole  der 
Seiten  AB  und  DC  auf  der  Haupt 
trägheitaachse  Hj^Sf  und  zwar  in  gleicher  Entfernung  Tom  Hittelpunkt 
des  Rechteckes  liegen.  Ebenso  befinden  sich  die  Antipole  der  Rechteeks- 
seiten  BC  nnd  AD  auf  der  Hauptträgheitsachse  £iK,  in  dermlben 

1)  Der  Zentralkem  int  Bchoii  in  der  ersten  Auflage  der  gntphitäien  Statik 
TOD  Cnlmann  als  antipolate  Figar  der  Begreaznng  de«  QaencbnittM  in  bang 
anf  die  ZentralellipBe  festgelegt. 
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£ntfeniimg  vom  Bfittelpunkt.  Um  diese  vier  Antipole  der  Bechtecbe- 
seiten  za  erhalten,  ist  es  nicht  erforderlicli,  die  Zentralellipse  zn  zeichnen. 
Es  genügt  vielmehr  die  Radien  der  beiden  Hanpttr^heitsacbseB  und 
damit  die  Endpunkte  D„  D,  und  E„  E^  der  großen  und  der  kleinen 
Ächae  der  Zentralellipse  zu  finden.  Dann  ergibt  sich  der  Antipol 
der  Bechtecksseite  AB  als  der  vierte  harmonische-  Punkt  zu  den 
Punkten  D,,  D»,  fl,,  wobei  U,,  D,  ein  Paar  entspreohender  Punkte 
sind.  In  derselben  Weise  werden  die  drei  anderen  Pole  erhalten. 
Der  so  gefundene  Zentralkem  ist  in  Fig.  186  durch  Sehraflfor  hervor- 
gehoben. 

In  Fig.  187  ist  der  Zentralkem  fttr  das  gleichschenklige  Dreieck 
ABC  mit  Hilfe  der  ZentraleUipse  bestimmt  Auch  hier  ist  die  Lage 
der  beiden  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreieckes 
gehenden  Haaptträgheitsachsen  von  vornherein 
durch  die  SymmetrieverhältniBse  g^^ben.  Um 
die  Zentralellipse  zu  erhalten,  genügt  es  daher,  die 
Tragheitsradien  zu  finden  fQr  die  zur  Seite  AO 
parallele  Schwerlinie  und  fQr  den  durch  B  ge- 
henden Höhen  perpendikel  des  Dreieckes.  Ist  so 
die  Zentralellipse  gefunden,  so  sind  die  Anti- 
polaren  der  drei  Eckpunkte  A,  B,  C  die  Polaren 
der  drei  Ponkte  A',  "B,  C,  die  den  drei  Punkten 
A,  B,  C  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Drei- 
eckes symmetrisch  gegenflberliegen.  Nachdem  in 
dieser  Weise  die  drei  Antipohure  der  Eckpunkte 
A,  Bf  C  bestimmt  sind,  ist  der  in  Fig.  187  dnrch 
Schiaffor  hervoi^hobene  Zentralkem  gegeben  als  die  von  des  drei 
Antipolaren  begrenzte  Dreiecksöäche. 

In  Fig.  188  ist  der  Zentralkem  eines  ^Eisens  bestimmt  Würde 
die  Bi^^gsachse  in  eine  der  den  Querschnitt  b^enzenden  Geraden 
BK,  KC,  EH,  HF  fallen,  so  vrürde  dieselbe  allerdings  den  Quer- 
schnitt berühren,  an  anderer  Stelle  aber  achneiden.  Wird  daher  der, 
Zentralktrn  definiert  als  diejenige  Fläche,  in  der  der  Angri&punkt 
der  Kraft  liegen  muß,  wenn  die  Biegungsachse  den  Querschnitt  nicht 
schneiden  soll,  ao  ergibt  sich  der  Zentralkem  nicht  als  antipolare 
Figur  der  gegebenen  Z-Form,  sondem  vielmehr  als  antipolare  Figur 
des  Seidiaeckee  ABCDEF,  wel»dies  aus  der  Z-Porm  erhalten  wird, 
indem  an  die  Stelle  der  begrenzenden  G-eraden  BK  und  KC  die  Ge- 
rade BC  und  an  die  Stelle  der  Geraden  EH  und  HF  die  Gerade  EF 
gesetzt  ist. 
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In  allen  derartigen  Fällen,  bei  denen  die  Begrenzung  des  Qaer- 
8clmitt«B  nach  Innen  gekrümmt  ist,  sind  diese  Teile  der  B^renznng 
darch  Gerade,  die  den  Qaerschnitt  berühren,  abzuschneiden,  so  daß 
sich  eine  Fläche  ergibt,  deren  Tangenten  nicht  gleichzeitig  den  Qaer- 
Bchnitt  schneiden.  Der  Zentralkem  ist  dann  die  emtipolare  Figur  der 
so  erhdUmen  umgeänderten  Fläche. 

Da  das  in  Fig.  188  gezeichnete  ^-Eiaen  nur  eine  zentnde  Sym- 
metrie besitzt,  so  lassen  sich  die  Haaptti^heitsachBeii  nicht  von  Tom- 
herein  angeben.  Um  die  Haupttragheitsachsen  und  die  Badien  der 
Hanptti^heitemomente  zu  erhalten,  sind  daher  die  Trägheitsmomente 


bzw.  die  Trägheiteiadien  für  drei  Achsen  zu  bestimmen,  was  nach  den 
Methoden  des  §  46  oder  §  47  geschehen  kann.  Hierdurch  sind  drei 
Paare  von  Tangenten  der  Zentralellipse  g^eben  und  damit  die  Rich- 
tuDgen  und  die  Längen  der  Halbachsen.  Nachdem  so  die  Endpunkte 
der  Achsen  der  Zentralellipse  gefunden  sind,  ist  in  Fig.  188  der  Zentral- 
kem des  Z-Eisens  bzw.  die  antipolare  Figur  des  Sechseckes  ÄBCDEF 
mit  Hilfe  des  ersten  Mobrschen  Trägbeitskreises  bestimmt  Es  sind 
beide  Tragheitskreise  verwandt.  Die  Punkte  f  und  f  sind  die  Mittel- 
punkte  derselben   und  p  und   q  deren  Antipolaren  in   bezug  aof  die 
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ZentralellipBe.  Es  sind  daiui  die  Antipolaren  der  seclis  Eckpunkte 
A,  B,  G,  D,  E,  F,  wie  dieses  sua  Fig.  169  herrorgeht,  bestimmt. 
(In  Fig.  188  sind  nur  die  KonstniktionBlinien  für  die  Antipol&re  des 
Ponktes  D  imgegeben.)  Der  Zentralkern  ist  die  achriiMerte  SecliBeck- 
fläche,  die  dnrcli  die  sechs  Antipolaren  begrenzt  ist. 

In  Fig.  1S9  ist  der  Zentralkem  für  ein  gleichschenkliges  Winkel- 
eisen  gezeichnet.  Die  beiden,  den  Querschnitt  begenzenden  Geraden 
EH  nnd  HC  sind  durch  die  Gerade  BC  ersetzt.  Der  Zentralkem  ist 
begrenzt  durch  die  antipolare  Figur  der  FOnfeckfläcbe  ABGDE. 
Infolge  Aet  SymmetrieTerbältnisse  liegt  der  Schwerpunkt  auf  der 
45<'-Linie  g^,  welche  auch,  da  orthc^onale  Symmetrie  vorhanden  ist, 
die  eine  Haupttntgheitsachse  sein  wird.    Nach  der  BesÜmmni^  des 


SchwerpTinktes  ist  auch  die  andere  Hauptträgheitsachse  g^ 
Um  die  Endpunkte  der  Achsen  der  Culmannachen  Zentralellipse  zu 
erhalten,  ist  es  nur  erforderlich,  für  die  beiden  Achsen  ji,  und  jj,  die 
Trägheitsmomente  bzw.  die  Tr^beitsradien  zu  finden,  was  wieder 
nach  den  Methoden  von  §  46  und  §  47  geschehen  kann.  Zur  Be- 
stimmang  des  gesuchten  Zenti^kems  ist  der  zweite  Mohrsche  Träg- 
heitfikreis  verwandt  Der  Durchmesser  des  Trägheitskreises  ist  gleich 
i  gewählt,  der  Hittelpunkt  M  ist  auf  der  Hauptträgheitsachse  g^ 
angenODimen*  Dann  wird  auch  der  Trägbeitsschwerpunkt  T  auf  g^ 
liegen.  Um  denselben  zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich,  denjenigen 
Punkt   des  Trägheitskreises   zu  finden,  welcher  TOtn   Schnittpunkt  K 
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der  Achse  t/,  mit  dem  Tragheitskreis  eine  Entfeniimg  gUidi  dem 
Ti^beitsradias  i'i  flir  die  Achse  g^  bat.  Der  Trägheitsschverptmkt  T 
ist  dum  der  Faßpunkt  des  von  dem  ao  erhaltenen  Punkte  aaf  g^  ge- 
fällten Lotes.  Um  den  Zentralkern  zu  erhalten,  der  sich  als  die 
schraffierte  FünfeckSache  ergibt,  ist  es  erforderlich,  die  ^f  Anti- 
polaren  der  Eckpunkte  A,  B,  C,  D,  E  oder  statt  dessen  die  Anti- 
pole  der  ffinf  Seiten  AB,  BC,  CD,  DE,  AE  zu  bestimmen,  wag 
wie  in  Fig.  178  geschehen  kann.  (In  Fig.  189  sind  nnr  die  £on- 
stmktionslinien  für  die  Bestimmong  der  Antipolaren  a  des  Punktes  A 
angegeben.)  Eine  Vereinfachung  fQr  die  Konstruktion  des  Zeutral- 
kemes  ergibt  sich  daraus,  daß  derselbe  in  bezug  auf  die  Linie  g^  ortho- 
gonal symmetrisch  liegen  muß. 
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Dritter  Abschnitt. 

Das  räumliclie  Kräftesystem. 

Zwdlftes  Kapitel. 
Analytisclie  Untersocliaiig  des  ränmlielien  KrSftesystemes/) 

§  57.   Kr&fte  im  Baume  mit  demselbeii  Angriff^nnkt. 

Für  die  ZuBammensetzimg  der  Kräfte  im  Räume  mit  demselben 
Angri&ponkt  leistet  der  Sats  vom  Krö^teparäUdepiped  das  Nämliche, 
wie  der  Sats  vom  Kri^leparaUelogramm  für  die  Kräfte  in  der  Ebene: 

Sind  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,  mit  demselben  Ängrifispunkt  0  ge- 
geben, wobei  die  drei  Kräfte  nicht  in  derselben  Ebene  liegen  sollen, 
80  lassen  sich  zanäebst  P^  nnd  P,  zu  einer  Resultanten  S^  vereinigen, 
die  durch  das  Parallelogramm  aus  P^  und  P,  bestimmt  ist.  Bei  Zu- 
sammensetzung Ton  £j  nnd  Pg  abermals  nach  dem  Saie  vom  Kräfte- 
paraUelogramm  ergibt  eich,  daß  die  Eesattante  E  der  drei  Kräfte  P^, 
P„  P,  eUe  vom  Angriffspur^  0  ausgehende  Sauptdiagonaie  ist  des  durch 
die  drei  Kräfte  als  Kanten  hestimmten  Paralldepipedes. 

Mit  Hilfe  dieses  Sattes  vom  Farallelepiped  lassen  sich  sowohl 
drei  an  einem  Punkte  angreifende  und  nicht  in  einer  Ebene  liegende 
Kräfte  sn  einer  einzigen  Kraft  vereinigen,  wie  auch  umgekehrt  eine 
Kraft  in  drei  Kräfte  von  gegebener  Richtung  zerlegen.  Insbesondere 
kann  mit  diesem  Satze  jede  Kraft  in  drei  Komponenten  zerlegt  werden, 
die  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen  eines  räumlichen  Koordinaten- 
systems haben. 

Sind  n  Kräfte  gegeben,  so  werde  der  gemeinsame  Angriffspunkt 
zam  Nullpunkt  eines  rechtwinkligen  räomlichen  Koordinatensystemea 


1)  BecQglicfa  der  LiteratumachweiBe,  die  dieses  Kspit«!  bebreffen,  welches 
noi  in  Bflcksicbt  auf  die  Abrnndung  des  ganzen  yonufahrendeD  Stoffes  in  du 
rorliegende  Buch  rafgenommen  i«t,  mOge  auf  Band  *  der  „Enzjklopädie  d«r 
mathematiBchen  Wissenscbaften"  venriesen  werden. 
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gemacht.  Die  f  Kraft  P,  möge  mit  den  Koordinatenacbeen  die  Winkel 
"o  ßi>  7t  einschlieOen.    Dann  sind 

Zf  —  Pj  COB  y^ 
die  Komponenten  von  P^  in  den  Richtnngen  der  Kooidinatenacheen. 
Dnrch  Veremignng  der  in  den  nämlichen  Koordinatenachsen  liegen- 
den Eomponenten  der  sämtlichen  Kräfte  P^  ergehen  sich  drei  Kräfte: 

X-^X,-^P,  cos«,, 

r-2y,-2P,<x"ß„ 

Z_^Z,_^'p,cos,, 
in  den  Koordioatenachaen.     Da  diese  Kräfte  X,  Y,  Z  sich  wieder 
nach  dem  Saii  vom  KräfteparaUdepiped  zu  einer  einzigen  Kraft  rer- 
einigen  laseen,  so  liefern  die  g^ebenen  Kräfte  P,  eiiLe  Resultante  R 
von  der  Oröße: 

n  -Yx*  +"r'  +  2*  -  V(£WnWW+Wz;)* 

-  Y{2P,  cos  cj)'  +  (£7^,  cos  ß^*  +  {EP^  cos  yj« 

nnd  den  durch  die  Gleichungen: 

X  ,       T  Z 

C08  y  —  ^- ,     COB  1(1  —  ^- ,     cos  X  —  ^ 

bestimmten  Richtungswinkeln  qt,  ^,  2- 

Sollen  die  g^ebenen  Kräfte  P^  im  Gleichgewicht  stehen,  so  mufi 

die  Resultante  JS  verschwinden.     Dies  ist  nur  möglich,  wenn: 

X-2;X,-i:P(COBa,  =  0, 

r  =  2;r,-.2;p,coBft-o, 
ir  -  rz, -- 2;Pj  cos /(- 0 , 

d  h.  Kräfte  im  Räume  mit  demselben  Angriffspunkt  steten  im  Gleidi- 
geicickte,  sobald  die  algebraischen  Summen  aus  den  Komponenten  der 
Kräfte  in  drei  xueinander  senkrechten  Richtungen  gleich  Null  sind. 

§  58.  Die  Theorie  der  BComente. 
Wie  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  Ebene  kann 
bei  den  Kräften  im  Räume  die  Theorie  der  Momente  und  Eräftepaare 
mit  Nutzen  verwandt  werden.  £s  sind  daher  diese  Theorien  fQr  Kräfte 
im  Baume  zu  erweitern.  Während  es  sich  bei  Kräften  in  derselben 
Ebene  nm  Momente  handelt  ftir  einen  Punkt  der  Ebene  E,  in.  der 
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die  Ki&fte  li^^,  als  Drehpontt,  bzw.  um  Momente  fQr  eioe  zur 
Ebene  E  senkrechte  Drebungsacbse,  kann  bei  Kräften  im  Raome  die 
Drehungsachse  eine  beliebige  Lage  besitzen. 

Wird  eine  Gerade  g  eines  starren  Systems  festgelegt,  so  kann 
jede  Kraft  P,  die  auf  das  System  virkt,  nur  eine  Drehung  desselben 
nm  ff  herrorrafen.  Ist  die  £raft  P  parallel  zu  Achse  g,  so  ist  sie 
das  Gleichgewicht  in  keiner  Weise  zn  beeinflossen  imstande.  Wird 
eine  nicht  xa  g  parallele  Kraß;  P  in  zwei  Komponenten  P'  und  P" 
zerl^,  von  denen  die  eine  P*  senkrecht  zn  Achse  g,  die  andere  P" 
parallel  zn  g  ist,  so  kann  nur  die  Komponente  P'  einen  EinfloB  auf 
die  Drehung  des  Systemes  besitzen.     Es  sei  demgemäß  deflniert; 

ünier  dem  Momente  oder  dem  siatischen  Momente  emer  gegd>etten 
Krafi  P  »»  beet^  auf  eine  Achse  g  als  Drehungsachse  sä  nach  Fest- 
igung des  Drehungssinnes  das  Produkt  verstanden   attö  der  er*  g  senk- 
rediten  Komponente  P  und  deren  Entfernung  a  von  g: 
M-P'a. 

Das  Moment  von  P  in  bezog  auf  eine  Achse  g  ist  somit  gleich 
dem  Drehmoment  der  einen  Komponente  P'  in  bezug  auf  den  Schnitt- 
punkt 0'  von  g  mit  der  durch   P'  senkrecht  zu  g  gelegten   Ebene, 

Graphisch  ist  das  Moment  der  Größe  nach  durch  den  doppelten 
Inhalt  eines  Dr^eckes  dargest^,  welches  die  Komponente  P'  evr  Basis 
und  den  Punkt  0'  zur  SpUze  hat,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  den 
doppelten  Inhalt  der  Projektion  eines  Dreieckes,  welches  die  Kraft  P 
mar  Basis  hat  und  dessen  Spitze  beliebig  auf  g  angenommen  werden 
darf,  auf  eine  beliehige  eu  g  senkrechte  Ebene  E. 

Das  Moment  einer  Kraß  P  in  begug  auf  eine  Gerade  g  als 
Drelrnngsachse  ist  somit  auch  gleich  dem 
Drehmoment  der  Projektion  P'  von  P  aw/" 
eine  bdi^ige  eu  g  senkredUe  Ebene  E  und 
ewar  für  den  Schnittpunkt  0  dieser  Ebene 
mit  der  Achse  g  als  Drehpunkt  (Fig.  190). 

Das  Moment  von  P  in  bezug  auf 
eine  Achse  g  soll  graphisch  durch  eine 
gerichtete  Strecke  und  zwar  einschließlich 
des  DrehungsBinnes  dargestellt  werden. 

Es  sei  das  Moment  M  der  Kraft  P 
für  g  als    Achse    auf  einen   vorgeschriebenen  Hebelarm  h  gebracht: 

M~mh. 
Dann  stellt  das  auf  den  Hebelarm  h  gebrachte  Moment  m  die  «bso- 
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lute  Größe  des  Momentes  M  dar.  Wird  nun  die  Strecke  m  auf  der 
Achse  g  auf  getragen,  sodann  dnrch  den  einen  Eadpnn]d;  der  auf- 
getragenen Strecke  die  Ebene  E  gelegt,  anf  welche  die  Kraft  P  pro- 
jiziert werden  soll,  nnd  in  den  anderen  Endpunkt  das  Auge,  so  wird 
die  Ebene  E  je  nach  der  Wahl  des  ersten  Endpunktes  im  positiven 
(d.  h.  im  Sinne  des  Uhrzeigers)  oder  im  n^ativen  Sinne  gedreht  er- 
scheinen. Um  nnn  durch  eine  begrenzte  Strecke  das  Moment  voll- 
ständig, also  einschließlich  des  Drebnngssinnes  darzustellen,  möge  der- 
jenige Endpunkt  der  auf  g  aufgetragenen  Strecke  m  als  der  Anfangs- 
punkt aufgefaßt  werden,  welcher  dadurch  bestimmt  ist,  daS  die  durch 
ihn  gelegte  Ebene  E  von  dem  anderen  Endpunkt  aus  betrachtet  im 
positiven  Sinne  gedreht  erscheint.  Nach  dieser  Übereinkunft  ist  das 
Moment  einer  Kraft  in  bezug  auf  eine  Achse  g  durch  eine  mit  Rich- 
tungspfeil versehene  Strecke  dargestellt,  also  in  derselben  Weise  wie 
eine  einzige  Kraft. 

Durch  demselben  Punkt  0  seien  verschiedene  Geraden  g  als 
Achsen  gelegt.  Es  ist  dann  klar,  daß  für  die  verschiedenen  Achsen  g 
die  Momente  verschiedene  Werte  erhalten.  Das  Moment  verschwindet, 
wenn  die  durch  0  gelegte  Achse  sich  in  der  durch  0  und  die  Kraft 
P  bestimmten  Ebene  befindet.  Den  größten  Wert  erhält  das  Moment 
filr  die  auf  P  senkrecht  stehende  Achse  g.  Für  diese  spezielle  Achse, 
die  Linie  des  größten  Momentes  für  den  Funkt  0,  stimmt  das  Moment 
Uberein  mit  dem  Drehmoment  der  Kraft  P  in  bezag  auf  den  Pnnkt  O 
als  Drehpunkt.  Wird  der  Angriffspunkt  von  P  mit  A,  der  Endpunkt 
mit  B  bezeichnet,  so  hat  dieses  größte  Moment  iüj  die  durch  0 
gehenden  Achsen  den  Wert 

Dasselbe  möge  als  das  Maximalmoment  f^r  den  Funkt  0  bezeichnet 
werden. 

Die  durch  den  Punkt  0  gehende  Achse  g'  möge  mit  der  Linie  g 
des  größten  Momentes  den  Winkel  ^  einschließen  (Fig.  191).  Da  das 
Moment  M'  far  die  Drehungsachse  g'  gleich  ist  dem  doppelten  In- 
halt der  Projektion  des  Dreieckes  A  OB  auf  eine  zu  g'  senkredite 
Ebene,  so  folgt 

M'  •^  2AA0BcoBip 
oder 

M'  =  M  eos  <p . 

Sind  m  und  m'  die  auf  den  Hebelarm  h  gebrachten  Momente 
M  und  M': 
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M—  mh, 
M'  =  m'h, 
80  ist 

m'  —  «I  coe  ip. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Ist  in  der  durch  0  gehenden  Linie  g  des  größten  Momentes  das 
om/"  den  3^>elarm  h  gebraekie  Maximalmoment  durch  eine  mit  iftcA- 
tungspfeü  versehene  Strecke  m  dargesteUt,  so  ist 
das  Moment  dersdien  Kraft  F  in  heaug  auf 
eine  andere  durch  0  gehende  Achse  g'  dur<A  die 
orthogonale  Projektion  m'  der  Strecke  m  auf  die 
Gerade  g'  einsdiließich  des  Drehungssinnes 
gegdten. 

Dafi  die  Projektion  m'  «ach.  den  Dreliimgs- 
siiia  des  Momentes  M'  liefert,  läßt  sicli  aus 
der  Anscbaanng  leicht  erkennen,  aber  auck  in 
aller  Strenge  analytisch  beweisen.') 

Ist  die  durch  den  Punkt  0  gehende  Linie  des  größten  Momentes 
und  das  Maximalmomeot  einschlieBlick  des  DrehungsHinnes  gegeben, 
so  sind  damit  die  Momente  für  alle  durch  0  gehenden  Achsen  be- 
stimmt 

Ist  die  Linie  des  größten  Momentes  nicht  gegeben,  d^egen  die 
auf  denselben  Hebelarm  gebrachten  Momente  »t,  —  OA,  n»,  —  OB, 
ntj  —  ÖC  för  drei  Achsen  ^t,  g^,  g^,  die  durch  0  gehen  aber  nicht 
in  derselben  Ebene  Uegen,  so  ist  damit  die  Linie  des  größten  Mo- 
mentes für  den  Punkt  0,  das  Maximalmoment,  sowie  das  Moment  för 
jede  durch  0  gehende  Achse  bestimmt.  Stehen  insbesondere  jT],  g^, 
ffg  senkrecht  aufeinander,  so  stellt  die  Di^onale  des  aus  OA,  OB, 
OC  als  Kanten  konstruierten  rechtwinkligen  Parallelepipedes  die 
Linie  des  größten  Momentes  wie  das  Maximalmoment  einschließlich 
des  Hrehnugssinnes  dar. 

£8  sei  eine  Eraft  P  gegeben  durch  die  Komponenten  X,  Y,  Z 
und  die  Koordinaten  x,  y,  z  des  Angriffspunktes.  Das  Koordinaten- 
system sei  hierbei  so  gewählt,  daß  von  einem  Punkt  der  positiven 
Seite  der  z-Achse  aus  gesehen  sich  die  positive  y-Achse  aus  der  poai- 
tiren  a^Achse  durch  eine  positire  Drehung  von  der  Größe  r  ergibt. 
Da  fOr  das  Drehmoment  einer  in  der  Ebene  e  —  0  liegenden  Kraft 
schon  der  Wert 


1)  Siehe  L.  Henoeber^,  „Statik  der  8talTeIla7Rt«me",DanIlstaat(ISSe^p.  70. 
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hergeleitet  iat,  bo  wird  derselbe  Wert  sich  jetzt  fOr  das  Drehmoment 
der  Kraft  P  fOr  die  «-Achse  ergeben,  falls  das  KoordinatenBystem  der 
obigen  Bedingimg  entsprechend  angenommen  ist.  Die  drei  Dreh- 
momente der  gegebenen  Kraft  P  für  die  Koordinatenachsen  aU 
DrehnngaachBen  werden  somit: 

M,-Zif-  Tz, 

M^=-  Xe~  Zx, 

M,~Tx~  Xy, 
wobei  M^,  M^,  M^  positive  oder  negative  Werte  erhalten,  je  nach- 
dem die  betreffende  Koordinatenebene  ron  einem  Punkte  der  positireD 
«der  der  negativen  Seite  der  zu  ihr  eenkrecht  stehenden  Koordinaten- 
achse ans  gesehen  positiv  oder  negativ  gedreht  erscheint  Die  redu- 
zierten Momente  sind  daher  in  dem  durch  die  Vorzeichen  der  Aus- 
4rQcke  M^,  M^,  M^  bestimmten  Sinne  auf  den  betreffenden  Koordi- 
natenachsen aufzntr^en. 

Die   durch  den  Nullpunkt  gehende  Linid  des  größten  Momentes 
wie  das  Mazimabnoment  sind  durch  die  Qleichongen  bestimmt: 


C0Bg>~  ^,     cost--^',     cosx=j^-. 

Ist  so  die  Linie  des  größten  Momentes  und  das  Mazimalmoment 
fOr  den  Pnnkt  0  dnrch  die  Diagonale  des  aus  3f„  M  ,  M,  kon 
stmierten  Parallelepipedes  gefunden,  so  ergibt  sich  das  Moment  filr 
irgendeine  durch  0  gehende  Achse  g',  indem  die  gefundene  Diagonale 
des  Parallelepipedes  anf  g'  projiziert  wird.  Anstatt  diese  Diagonale 
selbst  zu  projizieren,  kann  auch  das  Moment  M'  tili  die  Achse  g' 
durch  Addition  der  Projektionen  von  Jf,,  MM,  auf  die  Achse  g' 
erhalten  werden.  Schließt  daher  die  Achse  g'  mit  den  Koordinaten- 
achsen die  Winkel  a,  ß',  y  ein,  so  wird  das  Moment  M': 
M'  —  Jlf,  cos  a  -V  M^  cos  ^'  -f  M,  cos  /. 

Es  seien  zwei  Kräfte  P  und  ,Q  gegeben,  welche  denselben  An- 
griffspunkt X,  y,  z  haben.  Die  Komponenten  der  ersten  Kraft  seien 
X,  T,  Z,  die  der  zweiten  X",  Y",  Z'.  Die  Resultante  B.  der  Krfifie 
P  und  Q  hat  dann  den  nämlichen  AngrifFspmikt  x,  y,  b  and  ihre 
Komponenten  werden  sein: 

X  -  r  +  X", 
y=  r-t-  r; 

Z~Z'  ^  Z'. 
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Für  die  Drelunom«nt«  der  Kräfte  P  oud  Q,  sowie  der  ReBultanten  R 

für  die  Koordinatenadisen  als  DreliungsachMD  e^^ben  sich  die  Werte: 
MJ^Z'y-T'e,     MJ'-Z''y-T'0,    M^'-Zy-Yt, 
M^  —  X't  -  Z'x,     M^'  —  X"b  -  Z"x,    M^~Xb—  Zx, 
M;  -  T'x~  X'y,     M,"  -  T"x-  X"y,    M,-Yx-  Xy. 

In  BerQckBichtigiuig  der  fDr  die  Komponenten  X,  T,  Z  der  Resnl- 

tante  ü  gefandenen  Werte  folgt: 

m,-m;  +  m,", 
M^  -  m;  +  m;', 
M,  -  m;  +  M", 

d.  Il  daa  Drehmoment  der  ßesoltante  för  eine  der  KoordinatenachseD 
als  Drehongsachse  ist  gleich  der  Snmme  der  Drehongsmomente  der 
EompoDonten.  Da  keine  Yoraaasetznng  über  die  Lage  des  Koordinaten- 
systems gemacht  ist,  so  gilt  dieser  Satz  fflr  jede  beliebige  Achse: 

Bas  Drt^tmoment  der  Resultate  eweier  Kräfte  mit  äemsdben  An- 
griffspuftkt  ist  für  eine  Miebige  Drehungsachse  gleich  der  Swnme  der 
Drf^momente  der  Komponenten, 

Für  die  Endpunkte  der  vom  NoUpunkt  aus  auf  den  Linien  der 
größten  Momente  der  Er^te  P,  Q,  R  aufeatr^enden  Strecken  er- 
geben eich  ftlr  den  Hebelarm  A  —  1  die  Koordinaten: 

j,  —  Jf,',    a^  —  M,",    x  —  M^~'  Mj  +  -Jfa"  —  Ä,  +  %, 

»1  =  ^^,  vt  =  ^v'>  y' ~^y~ ^1  +  ^v' '^yi+  yi> 

*,  =  M,';    Xt  =-  ■^.";    ii'  =~  M,  =  M,'  +  M,"  — «,  +  z,. 
Der  Punkt  x',  y',  /  ist  somit  der  vierte  Eckpunkt  des  durch  den  Null- 
punkt  und  die  Punkte  x^y^e^,  ^i9t^i  bestimmten   Parallelogrammes. 
Daher  folgt  der  Satz: 

Wenn  auf  den  durch  einen  Punkt  0  gehenden,  tu  ewei  Kräften  P 
und  Q  mit  demselben  Angriffspunkt  gehörenden  Linien  des  größten  Mo- 
menies  von  0  aus  in  der  durch  den  Dr^ungssinn  bestimmen  Rich- 
tung die  reduzierten  Maximalmomente  aufgetragen  werden,  so  stellt  die 
Diagontde  des  aus  denselben  konstruierten  Paraüdogrammes  die  durch  0 
gehende  Linie  des  größten  Mometües,  sowie  das  reduzierte  Maximal- 
momeni  der  Resultante  der  Kräfte  dar  und  eioar  einschließlich  des 
Drehunys^nnes. 

Diese  ^tze  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  beliebig  viele  Kräfte 
mit  demselben  Angriffspunkt  ausdehnen: 
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Das  Moment  der  SesuItatUe  hdiAig  vider  Kräfte  mit  demselben 
AngriffsgpwJU  für  irgendeine  Drämngsadhse  g  ist  gleieh  der  Summe  der 
Dr^vmomente  der  Komponenten. 

Wenn  auf  den  durch  einen  Punkt  0  gehenden  Litnen  der  größten 
Momente,  die  sicA  für  eine  Beihe  von  Kräften  mit  demseB)en  Angriffs- 
punkt ergeben,  von  0  cU&  Änftmgspunkt  aus  die  redugierten  Maximal- 
momente tMfgdragen  werden,  so  stellt  die  Scfdußlinie  des  aas  diesen 
Strecken  konstruierten  Polggones  (Momentenpolygon)  die  lAnie  des  größten 
Momentes  für  die  Besultanie  der  Kri^te  soteie  das  Maximalmoment  der 
Resultante  einsehließich  des  DreJaatgssinnes  dar  (Satt  vom  Momenten- 
polygen). 

Für  du  Gleichgewicht  von  Kräften  im  Baum  mit  demselben  An- 
griSbpankt  folgen  dantns  die  Sätze: 

SeW  ein  System  von  Kröten  im  Saum  mit  demsdben  Angriff s- 
pufJct  im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Stanme  der  Momente  sämUieher  Kräfte 
für  eine  hdidtige  Dr^amgsaehse  gleich  Null. 

Stehen  Kräfte  im  Saum  mit  demseü}en  Angriffspunkt  im  Gleich- 
gewicht, so  ist  das  Momentenpolggon  für  jeden  Punkt  0  als  Anfangs- 
putikt  geschlossen. 

%  59.  Die  Theorie  der  KiAftepaare  im  Baum. 

Da  ein  Knftepsar  dnroh  ein  anderes  Eräftepaar  in  derselben  Ebene 
ersetzt  werden  kann,  welches  dasselbe  Uoment  einchlie&lich  des  Drehnngs- 
sinnes  besitzt,  so  ist  ein  Eräftepaar  vollkommen  bestimmt,  wenn  die 
Ebene  E  gegeben  ist,  in  der  es  li^,  die  QrSße  des  Momentes  und 
der  Drehungeainn  der  Ebene. 

In  der  Ebene  E  des  Eröftepaares  sei  ein  Pnnkt  0  festgelegt,  in 
0  eine  Senkrechte  g  za  E  errichtet  und  auf  derselben  von  0  aus  das 
auf  einen  gegebenen  Hebelarm  h  gebrachte  Moment 

Jlf  —  mh 
des  Eröftepaares  in  der  Weise  aufgetragen,  dafi  von  dem  Endponkte 
der  aufgetr^enen  Strecke  m  auB  die  Ebene  des  Kräftepaares  in  posi- 
tivem Sinne  gedreht  erscheint.  Dann  ist  durch  diese  auf  der  Senk- 
rechten g  aufgetragenen  Strecke  m  und  durch  Fixierung  des  Richtungs- 
einnes  derselben  dnrch  einen  Pfeil  das  Eräftepaar  einschließlich  des 
Drehongssinnes  bestimmt.  Diese  in  0  errichtete  Senkrechte  g  zur 
Ebene  des  Eräflepaares  wird  als  die  Achse  des  Kräßtpaares  bezeichnet. 

Es  seien  zwei  Eraftepaare  gegeben,  welche  in  zwei  verachiedenen 
Ebenen  E,  und  E,  liegen,  und  es  seien  beide  Eräftepaare  auf  den- 
selben Hebelarm  k  gebracht.     Werden  dann  in  der  Sdinittliuie  I  der 
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beiden  Ebenen  zwei  Paukte  A  und  B  angenommen,  welche  die  Ent- 
fernung h  TOneinander  besitzen,  bo  läßt  es  sieb  so  einrichten,  daß 
von  jedem  Eiäftepsar  je  eine  Kraft  durch  A  und  eine  durch  S  geht, 
und  zwar  li^en  diese,  die  Eräftepaare  bildenden  Ej^fte  in  je  zwei 
zu  l  senkrechten  Geraden  der  Ebenen  Ej  und  E^.  Die  beiden  Eräfte 
des  Er&ftepaares  in  der  Ebene  E^  seien  mit  P^'  und  P^",  die  beiden 
Ei&fte  des  anderen  Eräfteparee  mit  Pj'  und  P,"  bezeichnet,  nnd  zwar 
sollen  Pj'  und  P/  den  Angriffspunkt  Aj  P,"  und  Pj"  dagegen  den 
Angri&pnnkt  B  besitzen. 

Die  beiden  in  Ä  ai^reifenden  Eröfte  P^'  und  P,'  vereinigen  sich 
zu  einer  Resultanten  R,  die  beiden  in  B  angreifenden  ErSfte  P,"  nnd 
P,"  zu  einer  Resultanten  iT  (Fig.  192).     Da  aber  die  beiden  Eräfte 
Pj'  und   P|"  dieselbe  GrSBe  und    entgegengesetzte    Richtung  haben, 
ebenso  die  beiden  Eräfte  Pj"  und  P,"  dieselbe  Größe  und  entgegen- 
gesetzte Richtung,    so 
werden  auch  die  beiden 
Resultanten  R  und  R' 
dieselbe  Größe  and  ent- 
gegengesetzte Richtung 
erhalten.  Infolge  davon 
bilden  R  und  R'  eben- 
falla  ein  Eriiftepaar.  Es 
folgt  der  Satz: 

Zwei    Kri^tepaare 
in  vers<^iedenen,   nicht 
paraüdm    Ebenen    E,  ''-- 
und  El  seieen  sich  sa 
einan    einzigen    rcsuZ- 

Herenden  Kräfi^paar  Bosammen,  d&sen  Ebene  durch  die  Schnitäinie  von 
E,  und  Eg  geht. 

In  dem  Punkte  S,  der  den  Ebenen  der  drei  Knlftepaare  angehört, 
seien  die  Achsen  der  Eräftepaare,  also  die  drei  zu  den  Ebenen  senk- 
rechten Linien  ^,,  g^,  g  konstruiert  und  auf  denselben  in  den  be- 
treffenden Richtungen  von  B  aus  die  reduzierten  Momente  nij,  m,,  m 
der  drei  Eräftepaare  aufgetragen.  Dann  stimmen  die  drei  Achsen 
9x1  9t>  9  ^herein  mit  den  durch  0  gehenden  Linien  des  gröBten 
Momentes  für  die  Enfte  P/,  P,',  P',  und  die  Strecken  m,,  m,,  m 
stimmen  ebenso  Sberein  mit  den  auf  den  Hebelarm  h  gebrachten 
Maximalmomenten  der  Er&fte  P,',  P,',  R.  Da  aber  R  die  Resul- 
tante   Ton    P,'    und   Pj'   ist,    so   ist   m   die  Dif^onale   des   ans   m, 
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nnd    »tj    kotutrnierten    ParaUelogrammeB.     Es    ergibt    sich    daher 
der  Satz: 

Werden  in  einem  Punkte  B  der  Sdinitäinie  der  Ebenen  gweier 
KriifU^aaire  die  Achsen  derselben  kongruiert  und  auf  denadben  von  B 
aus  in  den  ietreff'enden  Biehiar^en  die  auf  den  nimlüAen  HAdarm  h 
gätrachten  Momente  der  Kr^tepaare  aufgetragen,  so  stcUt  die  Diagonale 
des  aus  densdben  konstruierten  Paraüetogrammes  [Achsenparalldogramm 
oder  MomeHtenparaädogramm)  das  resultierende  Kräflepaar  einsdUießlidt 
des  Drdnmgssinnes  dar. 

Dieser  Satz  läßt  eich  ohne  weiteres  saf  eine  ganze  Reihe  toq 
Kräftepaaren  ausdehnen,  deren  Ebenen  dnrch  denselben  Punkt  B  gehen. 

Sind  eine  B^he  von  Kräfl^aaren  gegäien,  deren  Ebenen  durtk 
denselben  Punkt  B  gehen  tMd  werden  aiuf  den  durdi  B  gärenden  Achse» 
der  Kräftepaare  die  auf  denselben  Hebdarm  gebrachten  Momente  von  B 
aus  avfgd/ragen,  so  stellt  die  Scklußinie  <je«  aus  diesen  Momenten  kom- 
siruierten  Polygones  (Achsenpolggon,  Momentenpolygon)  das  resfdtierende 
Eretfiepaar  dar.  Sollen  die  Kräftepaare  unter  sich  im  Gleichgewicht 
stehen,  so  muß  das  Achsenpolggon  ein  geschlossenes  sein. 

Ea  ist  leicht  möglich,  sieh  von  der  Annahme,  nach  welcher  die 
Ebenen  der  Kr&ftepaare  durch  denselben  Punkt  B  gehen  sollen,  Ter- 
mittels  des  Nachweises  frei  zu  machen,  daB  Kräfliepaare  in  paral- 
lelen Ebenen  mit  demselben  Momente  nnd  Drehungssinn  einander 
gleich  sind. 

Es  sollen  zwei  Kräftepaare  in  zwei  parallelen  Ebenen  E^  und  E, 
gegeben  sein,  deren  Momente  dieselbe  GröBe  aber  entgegengesetzten 
Drehnngssinn  haben.  Dann  mttssen  die  Kräftepaare,  falls  der  an- 
geföhrte  Satz  richtig  ist,  sich  aufheben.  Die  beiden  Kräftepaare  seien 
nun  auf  denselben  Hebelarm  gebracht  und  so  in  den  beiden  Ebenen 
E^  und  Ej  verschoben,  daß  die  Endpunkte  der  vier  gleich  groBen  die 
Kräftepaare  bildenden  Kräfte  P/,  P,"  und  P,',  P,"  in  die  Eckpunkte 
eines  rechtwinkligen  Parsllelepipedes  zu  li^^  kommen.  Die  beiden 
Kräfte  Pj'  nnd  P,'  können  zu  einer  im  Mittelpunkt  0  des  Parsllel- 
epipedes angreifenden  Kraft  (Fig.  193): 

B-P,-+  P,'  -  2P 
vereinigt  werden;   ebenso   die   beiden  Kräfte  P^"  und   Pf"   zu   einer 
in  0  angreifenden  Kraft: 

B"  -  Pi"  -I-  P," 2P. 

Hierbei  follen  die  beiden  gleich  großen  Kräfte  B'  und  B"  in  dieselbe 
durch  0  gehende  und  den  Kräften  P/,  P,",  P,',  Pj"  parallele  gemAe 
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Linie  und  heben   sich  bei  dem  eotgegengeaetzten  RichtangHsinn  aa£ 
Es  fol^  somit  der  Satz: 

Zwei  Kräftepaare  in  pariälelen  Ebenen  mit  verschiedenem  Drehungs- 
sirm,  aber  Momenten  von  der  nämlichen  absotuten  6röße,  heben  sich  ou^. 


lieben  Drehmigesinn  gleichwertig  sein,  da  jedes  derselben  mit  dem 
nämlichen  Eräftepaar  in  da§  Gleichgewicht  gesetzt  werden  kann.  Es 
ergibt  sich  daher  der  weitere  Satz: 

Ztcei  Kräftepaare  in  paraUelen  Ebenen  mü  dem  nämlichen  Mo- 
mente und  demselben  Drehungssinn  sind  einander  gleich. 

Sind  eine  ganze  Reihe  von  EJräftepaaren  in  den  parallelen  Ebenen 
Ej,  Ef,  ...  gegeben,  so  können  dieselben  in  eine  den  Ebenen  E, 
parallele  Ebene  E  verschoben  nnd  in  derselben  2U  einem  einzigen 
Eiaftepaar  vereinigt  werden.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

Kräftepaare  in  paraUden  Ebenen  setzen  sich  eu  einem  eimigen 
restitierenden  Kräfiepaar  in  ^ner  parallelen  Ebene  eusammen,  dessen 
Moment  gleich  ist  der  algebraischen  Summe: 

m~2m^ 

der  Momente  sämüiiiier  Kräftepaare.  Verschwindet  diese  a^ebraisdte 
Summe  der  Momente: 

^M^  =  0, 

so  sielten  die  Kräftepaare  im  Gleichgewicht. 

Sind  jetzt  eine  ganze  Keihe  von  Kmftep&aren  gegeben,  deren 
Ebenen  nicht  parallel  sind  und  eine  beliebige  Li^e  haben  können,  so 
werden  sich  nach  den  hei^eleiteten  Sätzen  die  Ebenen  der  Kräftepaare 
so  parallel  verschieben  lassen,  daß  sie  alle  durch  den  lündichen  und 
beliebig  angenommenen  Punkt  B  gehen.  Dann  wird  auf  diese  Kräfte- 
paare der  obige  sich  auf  die  Zusammensetzung  von  Kräftepaaren,  deren 
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Ebenen  dorch  denselben  Punkt  gehen,  beziehende  Satz  angewandt 
-werden  därfen.     Es  folgt  somit  der  allgemeine  Satz: 

Werden  auf  den  durch  änen  Funkt  B  gehenden  Achsen  einer  Beate 
von  KrSfU^>aaren  von  S  ais  Anfangspunkt  aus  die  redtmerten  Momente 
der  Kräftepaare  aufgetragen,  so  si^  die  Schlußinie  des  aus  diesen 
reäiuierten  Momenten  konstruierten  Aehsenpolygones  das  residiierende 
Kräfiepaar  dar.  /sf  das  Achsenpolygon  geschlossen,  so  stehen  die  Kräfte- 
paare im  Glächgewidit. 

DnrclL  diesen  Satz  ist  die  Znsammenaetznng  von  Sj^ftepaaren,  die 
in  beliebigen  Ebenen  des  Raumes  liegen  können,  zn  einem  einzigen 
reanltierenden  Kräftepaare  erreicht  Umgekehrt  kann  mit  diesem  Satz 
die  Zerlegimg  eines  Kräftepaares  in  eine  Reihe  von  anderen  KrSfte- 
paaren  erfolgen. 

Sind  insbesondere  in  den  Koordinatenebenen  drei  Kräftepaare  mit 
den  Momenten  M^  M^,  M,  gegeben,  so  lassen  sich  die  Koordinaten- 
achsen als  Achsen  dieser  Kräftepaare  betrachten.  Werden  demgemäß 
auf  den  drei  Koordinatenachsen  die  drei  auf  denselben  Hebelarm  A 
gebrachten  Momente  oder  statt  dessen  unmittelbar  die  drei  Momente 
M^,  M^,  -3f,  selbst,  indem  nämlich  A  =  1  gesetzt  wird,  vom  Nullpunkt 
aas  aufgetragen,  so  ergibt  sich  das  resultierende  Kräftepaar  durch  die 
SchlnBlinie  des  gezeichneten  Achsenpolygones.  Diese  Schloßlinie  stimmt 
aber  überein  mit  der  Diagonale  des  ans  den  drei  Strecken  M^,  M ,  M, 
gezeichneten  Farallelepipedee.  Das  resultierende  Kr|ftepaar  ist  daher 
nach  Größe  and  Achsenriclittmg  durch  die  Gleichongen  bestimmt: 


m~Ym*+m*+m,\ 

coso-^,    C086-5,     cosc-:^-. 

Umgekehrt  ergeben  sich  ffir  die  drei  Kräftepsare  in  den  Eoor^ 
dinatenebenen,  in  die  sich  ein  gegebenes  Kräftepaar  zerlegen  lifit, 
die  Formeln 

M^^  Mco&a,      Jtf^=  3f  cos  6,      Jf, --  Jlf  cos  c. 
Diese  drei  Kräftepare  können  auch  unmittelbar  erhalten  werden,  indem 
das  g^ebene  Kräftepaar  auf  die   drei  Koordinatenebenen   orthi^onal 
projiziert  wird. 

Bei  Zusammensetzung  einer  Reihe  von  Kräftepaaren  ist  es  nicht 
zweckmäSig,  das  resultierende  Kräftepaar  unmittelbar  mit  Hilfe  des 
Achsenpolygones  zu  bestimmen.  Es  empfiehlt  sich  vielmehr,  sämtliche 
Kräftepaare  in  je  drei  Kräftepaare  zu  zerlegen,  die  in  den  Koordi- 
natenebenen U^en.    Das  i"  Etäftepaar  möge  drei  Kiäftepaare  in  den 
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EoordinateDebeneoi  ei^eben  haben  mit  den  Momenten  M^,  M*,  M*. 
Sämtliche  Ki^ftepsare  in  der  n&mlichen  Koordinatenebene  vereinigen 
sich  dann  za  einem  einzigen  Kräftepaar  in  dieser  Koordinatenebene. 
Ea  ergeben  sich  somit  die  drei  Eräitepaare: 

in  den  Eoordinatenebenen,  welche  znsammei^eBetzt  ein  einziges  Krftfte- 
paar  liefern  mit  dem  Momente 

-af ,-  VmJ+'m*  +  M} 

und  der  dnrch  die  Gleiohnngen 

COS  a  —  ■— ,     cos  0  —  -^ ,     008  c  —  ~ 

bestimmten  Achsenrichtnng. 

Sollen  die  Kraftepaare  unter  sich  im  Gleichgewicht  stehet,  ao 
muß  das  Moment  des  resnltierenden  Kräftepaares  verBchwinden.  Dies 
i«t  der  Fall,  wenn: 

%  60.  AnalTtlaohe  Znaammepaetrong  von  KriUten  Im  Baum  mit 
ToraobiedMien  Angrifl^onkteii. 

Hit  Hflfe  der  heigeleiteten  Sätze  über  Momente  und  Kiftftepaare 
kann  die  analjtische  Znsammensetzong  der  an  einem  räamlichen 
starren  Systeme  angreifenden  Kräfte  bei  beliebigen  Angriffspunkten 
genau  in  derselben  Weise  durchgefDhrt  werden,  wie  bei  den  Kräften 
in  derselben  Ebene. 

Die  (}rSBen  der  gegebenen  Kräfte  seien  mit  Pj,  P,, . . .  P„  die 
Koordinaten  der  Angri&punkte  mit  a^^i',,  ^i^i^,  ■  ■  •,  ^n^n^n  '""'  <^^ 
Bichtungewinkel  mit  Oifiiy^,  «tß^yti  ■  ■  -i  '^»ßnYn  bezeichnet. 

Werden  sämtliche  Kräfte  P^  nach  dem  nämlichen  Punkte,  z.  B. 
nach  dem  Nullpunkt  des  Eoordinatensystemes  parallel  rerschoben,  so 
tritt  an  die  Stelle  jeder  Kraft  P^  die  nach  dem  N^ullpunkt  parallel 
Terschobene  Kraft  und  ein  Kräftepaar,  das  in  der  durch  den  Nollpnnkt 
nnd  die  Kraft  P,  bestimmten  Ebene  liegt  und  durch  die  in  dem  Punkte 
^ir!f4r''i  angreifende  Kraft  Pf  and  dnroh  eine  zweite  im  Nullpunkt  an- 
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greifende    Tind    der   Kraft    i^^  entgegengesetzt  gerichtete   aber  gleich 
große  Kraft  gebildet  ist. 

Die  nach  dem  Nullpunkt  rerachobene  Kraft  P,  kann  in  die  drei 
in  den  Koordinatenachsen  liegenden  Komponenten: 

Xf-m  P,  COS  «j,       Y,  —  Pt  008  ßt,       Z,=  P,  cos  y„ 
das  abrigbleibende  Kräftepaar  in  drei  Eräftepaare  in  den  drei  Koordi- 
natenebenen  zerlegt   werden,    deren  Momente   gleich    sind  den  Dreh- 
momenten der  Kraft  P^  fOr  die  Koordinatenachsen  als  Drehungsachsen. 
Diese  Momente  sind  somit: 

■äf,*  — -P*  (jfi  COB  ?"(  -  «j  C08  A) , 

M^'  =-=  Pj  (Xf  cos  «( —  ij  0O8  y,) , 

Mf=  Pf  (Xf  cos  ßf  —  y^  COB  aj, 
oder  bei  EinfObrong  der  Komponenten  von  P^: 

M*=Y,x,-X,y,. 
Die  so  nach  dem  Nnllpunkt  verschobenen  Kräfte  lassen  sich  zu 
einer  einzigen  im  Nullpunkt  angreifenden  Kraft  vereinigen,    deren 
Komponenten  sind: 

|X-^X,  =  ^P,cos«„ 
(1)  W^^Y.-^P.eoBß,, 

[z-^Z,-2P,coar„ 
und  deren  G^Öße  und  Richtung  durch  die  Formeln  bestimmt  sind: 

I      R  -  yx*  +  Y*  +  Z* , 

(^)  \  X  ^        Y  Z 

[cosy--^,       cos*  =  -^,       ccsju  — ^. 

Die  &äftepaare,  welche  sich  in  der  nämlichen  Koordinatenebene 
ergeben  haben,  lassen  sich  za  einem  einzigen  Kiäftepaar  vereinigen. 
Die  Drehmomente  dieser  drei  so  in  den  Koordinatenebenen  erhaltenen 
Bj-äftepaare  werden  sein: 

I-M,  =  ^'^i  =  ^C^i Vi  -  Yi",)  ■=  2Pi {Vi  eo3  Y^  ~  «( cos  ft) , 
J»f,  -  ^3f,' -  ^(X(*,  -  Z.a:,)  =  ^PX«(  cos  «, -  «,  cos  yj, 
M,  -  ^M*  =  2{  Y,Xt  -  X,yt)  -  ^Pii^t  cos  /J,  -  y,  cos  «J . 
Diese   drei  Kräftepaare   setzen  sich  wieder  zu   einem   einzigen   resul- 
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tierenden  Enftepaar  zusammen  mit  dem  Momente  und  der  Achsen- 
richtung:  

(  cos  a  -  ^,       cos  6  =  y  ,       cos  c  =  -^  . 

Diese  Achse  des  resultieretiden  KräftepaareB  schließt  mit  der  im  Null- 
punkt angreifenden  Kraft  B  einen  Winkel  a  ein,  dessen  Kosinus  ist: 

cos  a  —  cos  <p  cos  a  +  cos  ^  cos  6  4*  cos  x  ^oa  c 
oder 

,-,                                                    XM.+  YM.+  ZM, 
(o)  cos  a jfV    ^■ 

Das  TBumliohe  Kraftesjstem  ist  so  auf  eine  einzige  resultierende 
im  Knllpunkt  angreifende  Kraft  B  nnd  auf  ein  Eröftepaar  M  zorfick- 
geführt  Eine  weitere  ZurÜckfOhmog  des  räumlichen  Kräftesjstemes 
ist  im  allgemeinen  nicht  möglich.  Soll  die  Kraft  B  mit  dem  Eräfte- 
paar  M  zu  einer  einzigen  Kraft  vereinigt  werden  können,  so  müssen 
beide  in  derselben  Ebene  liegen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Achse 
des  Kräftepaares  senkrecht  steht  anf  der  resultierenden  &aft,  wenn 
cos  (D  ->  1  ist,  bzw. 

XJf,+  rjtf^+ZJtf.-O. 

Bei  einem  ränmlichen  Kräftiesystem  können  daher  folgende  Fälle 
auftreten : 

1.  Es  ist  B>0,  Jf^O  und 

Die  Kräfte  lassen  sich  vereinigen  zu  einer  eimigen  resultierenden 
Kraft  und  einem  resultierenden  Kräft^aar.  Eine  Zurückfüh-ung  auf 
eine  anäige  Kraft  oder  ein  einziges  Kräfiepaar  ist  nickt  möglich. 

2.  Es  ist  B>  0,  dagegen  M=0,  oder  statt  dessen  M^O, 
aber 

Die  Kräfte  lassen  sich  eusammenselaen  zu  einer  einzigst  resui- 
tierertden  Kraft. 

3.  Es  ist  ü  -  0  und  Jf  ^  0:] 

Das  räumliche  Kräflesystem  hann   zu  einem   einzigen  Kräft^aaar  zu- 
sammengesetri  werden. 

4.  Es  ist  Ü-O  und  M  ^  0: 

Das  räundiche  Kräftesystem  statt  im  Gleichgewidit. 
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Die  BfldingnDgen  für  das  Oleicbgewicht  eines  räumücliei]  Eräfte- 
sfgtameB  werdea  somit: 

Y-2T,-0, 

if.-^(r,i,-2,j,)-o, 

d.  h.  Em  räwnliches  Kräftesystem  steht  im  GläehgemtM,  warn  die 
Summen  der  Komponenten  der  Kräfte  in  drei  eu  eäumder  senh-eiAten 
lUchiungen  va-schtrinden,  und  wenn  außerdem  die  Summen  der  Dreh- 
momente gleich  NuU  sind  für  drei  durch  einen  Punkt  g^iende  Achsen, 
die  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Die  Qleichimgen 

sagen  aus,  daß  die  Projektioaen  der  Kräfte  des  räamlichen  Kififte- 
flystemes  auf  die  Ebene  ?  —  0  ein  GleicfagewichtsBystem  bilden.  In 
gleicher  Weise  ergibt  sich  ans  den  Oleichm^n: 

bzw. 

daS  die  Projektionen  des  Kräftesystemes  auf  die  Ebenen  x  —  0  und 
jr  ■*  0  ebene  Eräftesysteme  liefern,  die  im  Qleicbgewicht  stehen.  Sind 
daher  die  Gleichungen  (6)  erfQllt,  so  werden  die  Projektionen  dei 
räamlichen  Eräftesystemes  anf  die  drei  Eoordinatenebenen  Gleich- 
gewichtssjsteme  bildeu.  Bilden  umgekehrt  die  drei  ProjektioneD 
Qleichgewichtssysteme,  so  ist  auch  bei  dem  räumlichen  Eräftesystem 
Qteichgewicht  vorhanden,  da  dann  die  Gleichungen  (6)  erfQUt  sind. 
Es  folgt  daher  der  Satz: 

Eitt  räumliches  Kräfte^stem  steht  im  Qläehgemdtt ,  tcen»  die 
orthogonalen  Projektionen  der  Kräfte  auf  drei  eu  einander  senkrechte 
Ebenen  Glächgewichtssysteme  bilden. 

Zeniralacfise  wnd  Hauptkräfttpaar. 
Bei  der  hier  durchge^hrten  Zurückftihrung  des  räumlichen  Erftfte- 
eystemes  auf  eine  resultierende  Eraft  R  und  ein  ErKftepaar  sind  sämt- 
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liehe  Kräfte  nach  dem  Nullpankt  des  Koordinatensystemes  ver- 
sotoben,  bo  daß  sich  aafier  einem  Kräfl«paar  eine  im  Nullpnnkt  an- 
greifende Kraft  R  eigeben  hat  Da  aber  der  Nullpunkt,  bzw.  der 
Punkt,  nach  welchem  die  Kräfte  parallel  Terschobeu  werden,  beliebig 
wählbar  ist,  so  ist  es  möglich,  das  räumliche  Kräftest/stem  anfunendlieh 
viele  Arten  aaf  eine  resuHi^ende  Kraft  rmd  jem  restdH^endes  Kräfte- 
paar gurikJamführen.  Die  Größe  und  Richtung  der  resultierenden 
Kraft  JR  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Kräfte  nach  einem  anderen  Punkte 
bin  Terschobea  nnd  dort  zn  S  vereinigt  werden,  dagegen  tritt  bei  dem 
Kräftepaar  eine  Änderung  ein. 

Ist  nicht  der  Nullpunkt,  sondern  ein  Punkt  mit  den  Koordinaten 
^f  Uo>  "o  '^l"  derjenige  Punkt  angenommen,  nach  welchem  die  Kräfte 
P,  Terschohen  werden,  so  daß  aleo  auch  in  diesem  Pimkte  die  Kraft  R 
angreifl^  so  ei^eben  sich  in  den  Koordinatenebenen  drei  Eräftepaare 
mit  den  Momenten: 

äR,  -  2lx,(,,  -  ,,)  -  z,(,z,  - 1,)], 

3)i.  -^i'.C« .-».)-  X,(j,,-,.)], 
oder 

iw.-jif,-(Zfc-r».), 

(7)  Sm,-JH,-(X«,-Zi,), 

\<a-M.-(Yx,-X9,), 
WO  M^fJUfM,  die  Momente  der  drei  Kräftepaare  sind,   die  in   den 
Koordinatenebenen  erhalten  werden,  weun  die  Kräfte  nicht  nach  dem 
Punkte  Sg,  y„,  g„,  sondern  nach  dem  Nullpnnkt  des  Koordinatensjstemes 
rerschoben  werden. 

Die  drei  Eräftepaare  (7)  lassen  sich  dann  wieder  zn  einem  einzigen 
Kräftepaar  vereinigen  mit  dem  Moment  und  der  Ächsenrichtung: 

[coso— -^,       coso— -g^,       coec— jj'-. 

Unter  den  verschiedenen  ZurQckfQhrungen  eines  ränmliehen 
Eräftesystemes  auf  eine  Kraft  und  ein  ICräftepaor  ist  diejenige  be- 
sonders wichtig,  bei  der  die  Ebene  des  reBoltierenden  Eräftepaares 
senkrecht  steht  zur  resultierenden  Kraft,  so  daß  die  Achse  des  resul- 
tierenden Kräftepaares  in  die  Wirknngelinie  der  resultierenden  Kraft 
hineingelegt  werden  kann.  Das  sich  dann  ergebende  Kräftepaar  wird 
das  Ecaiptlcr^iepaar,-  äaB  Moment  desselben  das  S<wj>tmommt  genaimt, 
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während  die  gerade  Linie,  in  welche  die  resultierend«  Kraft  za  li^en 
kommt^  als  die  Zenträladise  des  Kräftesystemes  bezeichnet  wird. 

Eb  ist  klar,  daß  eine  solche  ZorückfQhning  des  räumlichen  Enfte- 
syatemes  stets  möglich  ist^  da  ja,  nachdem  das  Kräflesystem  auf  eine 
im  Nullpunkt  angreifende  Kraft  R  und  auf  ein  Kräftepaar  M  zurück- 
gefQhrt  ist,  dieses  Kräftepaar  sich  in  zwei  Kräftepaare  zerlegen  läßt, 
von  denen  das  eine  in  einer  zn  R  senkrechten  Ebene  liegt,  während 
das  andere  mit  R  in  derselben  Ebene  sich  befindet,  also  mit  R  za 
einer  zu  R  parallelen  Kraft,  die  in  der  Zentralaehse  liegen  wird,  zn- 
eammengesetzt  werden  kann.  Für  das  Moment  des  ersten  Kräftepaares, 
welches  das  Haaptkr&flepasr  liefert,  ergibt  sich  der  Wert: 

(9)  9Ä  —  Jf  cos  ra 

oder  bei  Einsetzung  des  für  cos  <a  erhaltenen  Ausdruckes: 

(10)  ^_XM.+  Y^,  +  ZM, 

Aus  der  Oleichung  (9)  folgt  eine  wichtige  Eigenschaft  des  Hanptr 
momentes:    Es  ist  stets 

d.  b.  das  Hauptmoment  ist  kleiner  als  das  Moment  jedes  anderen  Kr^ie- 
paares,  auf  welches  sük  das  Kräßesystem,  abgesehen  von  der  skJi  nodi 
€rgä)enden  Kraft  R,  zwückfuhren  läßt 

Da  die  Achse  des  Hauptkräftepaares  in  die  resultierende  Kraft  R 
gelegt  werden  kann,  also  mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel 
tf),  ij/,  X  einsclüieBt,  so  sind: 

iSK,-  aS  cos  9)  -^  ■  {XM,+  TM^+ZM,), 
3n,-SWcos^-;J-(2Jlf,+  YM^+ZM,), 
3R,  -  an  cos  X  -;J  ■  (XM,+  YM^  +  zm;) 

die  Momente  der  drei  Kräftepaare,  die  sieb  bei  der  Zerl^ping  des 
Hauptkräftepaares  in  drei  Kräftepaare  in  den  Koordinatenebenen 
ergeben. 

Der  Punkt  x^,,  y^,  2^,  nach  welchem  bei  der  Zusammensetzung  die 
Kräfte  verschoben  sind,  sei  auf  der  Zentralaehse  angenommen.  Dann 
werden  in  den  Gleichungen  (7)  und  (11)  die  Werte  von  SW,,  SR  ,  SW, 
tlbereisBtimmen.  Durch  Oleichsetzung  dieser  Werte  folgen  daraus  ßlr 
die  Punkte  der  Zentralaehse  die  Bedingungen: 
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(12)         \x{,.-^^'^^)- z{..-^^.i^), 

-o-/  TM,  —  ZM,\       _  /  ZM,  —  XM,\ 

Jede  dieser  Gleichnngen  stellt  eine  Ebene  dar,  welobe  dnrdi  die 
Zentralachse  geht  Darch  zwei  der  GleiclLuiifi^  ist  somit  die  Zeatml- 
aclise  beBtimmt,  die  dritte  Gleichung  ist  eine  Fol^  der  beiden  anderen. 

SaU  vom  statischen  Mommt. 

Ans  den  hier  gegebenen  Entwicklungen  über  die  Znsammen- 
aetzting  der  Kräfte  können  einige  allgemeine,  die  Theorie  der  Momente 
betreffende  Sätze  hergdeitet  werden. 

Es  hat  sich  oben  ergeben,  daß  bei  einem  räumlichen  Gleich- 
gewichtssystem  von  Etäften*  die  Summe  der  Drehmomente  fiir  jede 
der  Koordinatenachsen  verschwindet.  Da  nun  das  Koordinatensystem 
beliebig  gewählt  werden  kann,  so  folgt  diese  Eigenschaß  fQr  jede 
Adise  g: 

Stellt  ein  System  von  Kräften  im  Gleichgewicht,  so  verst^windet 
die  Summe  der  Drehmomente  der  Kräfte  für  jede  hdi^nge  Achse  g. 

Ist  ein  Kräftfisystem  P^^,  P,, . . .  P^  zurückführbar  auf  ein  Kräfte- 
system  Q^,  ft, . . .  Q„,  eo  werden  die  Kräfte  P,,  Pj, . . .  P„,  —  $,, 
—  C  ...  —  ^^  ein  Gleichgewichtasystem  bilden,  auf  welches  der  Satz 
anwendbar  ist.     Daraus  ergibt  sich  der  weitere  Satz: 

Sind  zwei  Kräftesysteme  aufeinander  zttrUckführbar,  so  sind  die 
Summen  der  Momente  der  Kräfte  für  beide  Kräftesgsteme  einander 
^eich  ßr  jede  beli^nge  Dräiungsachse. 

Dies  ist  der  SatB  vom  statischen  Momente  der  Kräfte  In  der  all- 
gemeinsten Fassung.     Im  speziellen  folgt:] 

Läßt  sich  ein  räumliches  Kräftesystem  der  Kräfte  P^,Py,...P^ 
atsammenseteen  m  einer  einzigen  BesuUanten  JR,  «o]  ist  für  jede  he- 
liefnge  Drehungsachse  das  Moment  dieser  Beaultanfen  gleich  der  Mo- 
mentensumme der  Komponenten. 

§  61.    Spesialiaiening  für  parallele  Eräfte. 

Li^en  die  Eräfte  P,,  P,, ...  in  parallelen  Geraden,  so  haben  die 

Bichiungswinkel  «„  ß„  y,  der  Ei^fte  nur  zwei  voneinander  verschiedene 

Werte  a,  ß,  y  und  a-^  k,  ß  -V  %,  y  -\- %.     Es  ist  dann  zweckmäßig, 

die  Yotzeichen  in  die  P^  hineinzuwerfen,  wie  dieses  bei  dem  ebenen 
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System  von  parallelen  Kräften  geechehen  ist,  also  diejenigeD  Kräfte, 
deren  Richtung  mit  den  Koordinatenacbsen  die  Winkel  a  +  x,  ß  +  x, 
■y  -^  X  bildet,  als  negative  Kraft«  einzufahren,  die  mit  den  Koordinaten- 
achaen  die  Winkel  a,  /3,  y  einschliefien.  Es  ist  dieses  gestattet,  da 
die  Pf  in  den  hergeleiteten  (Gleichungen  nur  in  den  Verbindungen 
PjOOs  «j,  P,cos  ß^,  PjCos  ■y^  vorkommen. 

Werden  sämtliche  Kräfte  nach  dem  Nullpankt  TerBchoban,  so 
folgt  eine  im  Nullpunkt  angreifende  resultierende  Kraft  if  mit  den 
Komponenten: 

IX  =  cos  a  ^P„ 
r-cos/J^P,, 
^-coay^P,. 
Die  Resultante  R  ist  somit  den  Kräften  P^  parallel  und  hat  die  Größe 

(2)  E-2r,- 

Außerdem  ergeben  sich  drei  Kräftepaare  in  den  KoordJuatenebenen, 
deren  Momente  sind: 

IJlf,-  coB  y^P^Uf—  cos  ^^P,*„ 
3f^—  cos  a^Pj3(—  cos  y^PjÄj, 
Jlf,  =  coa ß ^PfXf—  cos  a^Pfyi- 
Diese  drei  Kräftepaare  vereinigen  eicb  wieder  zu  einem  einzigen  resul- 
tierenden Kräftepaar  mit  dem  Momente: 


(4)  M  -YM^'  +  Jf/  +  M* 

und  der  Ächseniichtung 

(4«)  cos  o  -  -j^,       cos  fr  -  -^-,        coac  -  -^-. 

Es  können  nau  folgende  Fälle  eintreten: 

l.   Es  ist  ^P^^O.     Da    dann   bei  Einsetzung   der  Werte  roo 
X,  Y,  Z,  lf„  M^,  M,  sich  ergibt: 

XM,+  YM^+ZM,-0, 
80  liegt  die  resultierende  Kraft  R  mit  dem  resultierenden  Kräftepaar 
Jil  in  einer  Ebene.  Kraft  und  Ki^ftepaar  könnrai  daher  zu  einer 
einzigen  parallel  verschobenen  Kraft  vereinigt  werden.  Diese  so  dnrdt 
Zusammensetzung  von  R  mit  dem  Kräftepaar  3f  erhaltene  resultierende 
Kraft  liegt  in  der  frfiheren  Zentralachse  des  Kräftesjstemes.  Die 
Gleichungen  der  geraden  Linie,  in  welcher  diese  Resultante  der  par- 
allelen Kräfte  zu  liegen  kommt,  werden  sich  aus  den  fOr  die  Zmtnl- 

I  .CooqIc 


§  61.   Spezialisierang  fOr  parallele  ErOft«.  367 

aclise  erbalteneu  Gleichungen  durch  Sinaetzung  der  Werte  Ton  X,  T,  Z, 
M,,  Mg,  M,  ei^eben.  Auf  diese  Weise  folgen  fdr  die  Wirkungalinie 
der  Beaultante  der  parallelen  Kräfte  die  drei  Gleichungen: 

cos  Yb^^i-  2Phf^  -  C03  ^  [^  ^P.  -  ^P,»J, 
(5)  cos  a  >  ^P,  -  ^P,»J  -  cos  y  [* ^P,  -  ^P,arJ, 

COB  ß  [x  ^P,  —  ^PjiJ  -  008  a  [y  ^P^  -  2,  ^(?J , 
Ton  denen  schon  zwei  die  Wirkungslinie  der  Resultante  darstellen. 

Der  spezielle  auf  dieser  Resnltante  liegende  Funkt  mit  den  Ko- 
ordinaten: 

wird  der  Mittelpunkt  des  Systemes  der  paraÜden  Kräfte  genannt.  Die 
Koordinaten  desselben  hängen  nicht  ah  Ton  den  Bj(ditnngswinkeln 
a^  ß,  y.  Werden  daher  die  Kräfte  nm  ihre  festgelegten  Angrifb- 
piuücte  gedreht,  aber  so,  daß  sie  sich  stets  parallel  bleiben,  so  dreht 
sieh  die  Besoltante  nm  den  Hittelpunkt  des  Sjatemes  der  parallelen 
Kräfte.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

X/in  Sysiem  von  paraHdm  Kri^te»,  für  welches  die  alg^aisiAe 
Summe  EP^  der  Kräfte  von  Ntdl  verschieden  ist,  laß  sich  stets  o«/ 
eine  einzige  Kraß  IR  =-  SPf  etiräck führen,  tcelche  diesdbe  Sichtung  wie 
die  Kräfte  hat.  Diese  Beaultante  dreht  sich  um  einen  gang  bestimmten 
Punkt,  den  Mitte^unkt  des  Systemes  der  parallelen  Kräfte,  wenn  sich 
die  Sräfte  unter  BeibehaiüiHg  ihrer  Pmräüdüät  und  ihrer  Größe  um 
die  fes^ehalienen  Angriffspunkte  drehen. 

2.  Es  ist  £P,=  0,  M^O.  Dann  läßt  sich  das  Kräftesystem  auf 
ein  einsiges  Kri^lepaar  euriickfOhren,  dessen  Achse,  da 

cos  K  cos  a  +  cos  (3  cos  ft  +  cos  j»  cos  c  =  0,5 
Beakrecht  steht  zu  der  Richtung  der  Kräfte  P,. 

3.  Ss  ist  XP,  —  0  und  Jlf  —  0.  Dann  steht  das  System  der 
paraBelen  Kräfte  im  Gleichgewicht.  Daraus  ergehen  sich  fQr  das 
Gleichgewicht  die  Bedingungen: 

2;p,=  o, 

cos  y  2;P(y,  —  cos  j3  2;P(je,  -  0, 
cos  tt  SPttt  —  cos  y  SPfXf  —  0. 
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Die  weitere  Oleichung: 

aoKßSP,Xt~  cosaSPfi/t—  0, 
die  auB  den  Qleichangen  (3)  folgt,  ist  alsdann  Ton  selbst  erfüllt. 

§  62.  ZorfioUQhnuig  eines  rilmnlioben  BJrUtesyBtemeB  aaf  swoi 
aioh  krensende  ErtUte.    Do«  USbinjMChe  ynUayetem. 

Ist  ein  räumliches  Eröftesystem  auf  eine  reBuItierende  Kraft  R 
mit  der  Wirkungalinie  g  und  auf  ein  in  einer  Ebene  E  übendes 
reanltierendes  Kräftepaar  zurQokgefQlirt,  so  kann  die  eine  Kraft  des 
Kräftepaares  durch  den  Schnittpunkt  A  der  Geraden  g  mit  der  Ebene  E 
gel^  nnd  dann  mit  R  zn  einer  einzigen  Kraft  vereinigt  werden. 
Hierdurch  ist  das  Kräftesjstem  auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte 
(Eraf&sreue)  zarüokgefnhrt.  Da  das  Kräftepaar  in  der  Ebene  E  durch 
jedes  andere  Kräftepaar,  welches  dasselbe  Moment  hat  nnd  in  dieser 
Ebene  h^,  ersetzt  werden  darf,  so  ist  die  eine  durch  A  gehende 
Kraft  des  Kräftepaares  nach  GröSe  nnd  Bichtong  in  E  beliebig 
wählbar.  Infolge  davon  kann  dos  Kräftesystem  auf  unendhch  viele 
Arten  auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  znrOckgefOhrt  werden,  wie 
dasselbe  auch  auf  unendlich  viele  Arten  durch  eine  resultierende 
Kraft  und  ein  resultierendes  Kräftepaar  sich  ersetzen  läßt.  Es  folgt 
daher  der  Satz: 

Ein  räumliches  Kräftesystem  kann  im  allgemeinen  auf  unentCuVi 
viele  Arten  auf  ewei  sich  kreuzende  Kräfte  eurüchgeführt  werden. 

Es  sollen  die  beiden  sich  kreuzenden  Kräfte,  auf  welche  ein 
gegebenes  räumliches  KräfteBystem  zurückfuhrbar  ist,  analytiBch  be- 
stimmt und  die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedeneu  sich  er- 
gebenden Eraftkreuzen  gefunden  werden. 

Ein  räumliches  Kräftesystem  sei  zurückgeführt  auf  eise  im  Null- 
punkt des  Koordinatensystemes  angreifende  Kraft  mit  den  Kompo- 
nenten X,  r,  Z  und  auf  drei  Kröftepaare  in  den  Eoordinatenebenen 
mit  den  Momenten  M^,  JH  ,  M,.  Soll  nun  das  Kräftesystem  auch 
ersetzt  werden  können  durch  die  beiden  sich  kreuzenden  Kräfte 
X',  ¥',  Z'  und  X",  Y',  Z"  mit  den  Angrifispunkten  x',  y',  e' 
und  x",  y",  e",  so  müssen  die  beiden  in  denselben  Punkten  an- 
greifenden Kräfte  —  X',  —  T,  -  Z'  und  X",  -  Y\  -  Z"  Gleich- 
gewicht hervorrufen.  Daraus  ei^eben  sich  für  die  beiden  sich  kreu- 
zenden Kräfte  infolge  der  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  die  Glei- 
chungen: 

■       Disitized^yGOOgle 


(1) 


§  es.  Zniückfahiiuig  eiBCB  räumUclien  KiaftetTstemee 
X-X'-X"-0, 
T-r-Y"-0, 

z-z'-z"-o, 

M,  -  Zy'  +  r«'  -  Z"<i"  +  Y"!"  -  0, 

Jf,  —  X'»'  +  z '»' — X"«"  +  z"i"  -  0, 
M,  —  r'»'+  zy—  r"i"+  X'y"—  o, 

aoB  denen  durch  Elimination  Ton  X",  F",  Z"  folgt: 

3f.+  r»"-zj("-z'(y'- !(••)+  r(.--o-o, 

Jf,+  Zx"~  Xt"-X'{i'- 1")  +  Z'Ci'  -  »'■)  -  0, 
».+  Xj,"-  Tx"-  Y\,'-x-)+  Xy-  y-)-0. 


(X-- 


(»■-!(' 


.   Darch    Multiplikation    dieser    drei    GleichangeD    mit    (x' —  x"), 
(y'— y"),  {e'—z")  und  oaehherige  Addition  ergibt  sich: 

(2)      M,{x'-  a;")  +  3f^(y'_  j/")  +  M,{s' -  b")  +  Z(^'i/"-  y'O  + 

r(a:'/"  —  s'x")  +  ^(y'a:"  —  x'f)  =  0. 


In  dieser  Gleichung  (2)  sind  die  Komponenten  X',  Y',  Z'  und 
X",  7",  Z"  der  beiden  sicli  kreuzenden  Kräfte  nicht  mehr  enthalten, 
sondern  nur  noch  die  Koordinaten  der  Angriffspunkte  derselben,  und 
zwar  die  Koordinaten  jedes  der  Angriffspunkte  linear.  Wird  der 
Punkt  x',  y',  e'  als  Angriöspunkt  der  ersten  Kraft  X',  Y',  Z'  festgelegt, 
so  stellt  Gleichung  (2)  eine  ganz  bestimmte,  durch  den  Punkt  x',  y',  z' 
gehende  Ebene  dar,  auf  der  der  Angriffspunkt  der  zweiten  Kraf: 
X",  T",  Z"  liegen  muß.  Diese  Ebene  wird  die  INull^ene  des  Punktes 
x',  y',  z'  genannt^  umgekehrt  wird  der  Punkt  x',  y',  z'  als  der  NwUpunkt 
dieser  Ebene  bezeichnet.  Auf  dieser  NuUebene  muß  die  zweite  Kraft 
X",  Y",  Z"  liegen,  da  jeder  Punkt  der  zweiten  Kraft  als  ihr  Angriffs- 
punkt x",  y",  z"  angeseheo  werden  kann. 

Durch  die  Gleichung  (2)  ist  jedem  Punkte  A  des  Raumes  als 
Angriffspunkt  der  Kraft  X',  Y',  Z'  eine  ganz  bestimmte  durch  A 
gehende  Ebene  A  als  Nullebene  linear  zugeordnet  und  amgekehrt 
jeder  Ebene  A  ein  ganz  bestimmter  auf  A  liegender  Punkt  A  als 
Nnllpunkt  Dieses  System  von  entsprechenden  Punkten  und  Ebenen 
wird  «Is  Nt^»f^em  oder  genauer  als  MiSmssches  Nullsystem  beseichnet. 
Im  Sinne  der  synthetischen  Geometrie  ist  das  Nullsystem  ein  räum- 
liches projektivisch-reziprokes  und  involatorisches  Systeno. 


labeis,  OnpUHh«  BUtUc. 
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Für  die  EbeneiikoordiDaten  u,  v,  w  der  XuUebene  eines  Punktes 
et^ben  sich  ans  der  Gleichui^  (2)  die  Werte: 
Zy'  —  Ys'  _  3f, 


C3a) 


Xm-  -  Zx-  -  M^ 
■jtf^Ä'  +  Jf^y'+lf,/" 


Umgekehrt  folgen  fOr  die  Koordiaaten  x',  y',  e'  des  Nullpunktes 
ar  Ebene 

wa:  +  ey  +  w«  +  1  -  0 


(Sb) 


X.  +  r.  + 

z« 

jif,«  - 

if.u 

-  Y 

i.+ 

y.+ 

Z« 

jf,«- 

Jf,. 

-z 

Xm  +  Tf  +  Zk 


AuB  diesen  Oleicbungea  (3a)  and  (3b)  lassen  sich  sofort  folgende 
Sätze  erkennen: 

Bew^t  sich  der  NvUpunM  in  einer  Ebene  A,  so  dreht  sich  die 
nugehörende  N'uü^>ette  um  den  in  A  liegenden  NuUpttaht  A  der  Ebene  A. 

Dreht  sich  die  NuU(i>€ne  um  einen  Punkt  Ä,  so  bewegt  sich  der 
eugehÖrende  NuÜpunkt  in  der  Nvll^>ene  A  des  Punktes  A. 

Dreht  eich  die  Nulldjene  um  eine  Gera^  g,  so  bewegt  sieh  der 
NuUpui^  in  einer  Geraden  g'.  DräU  sieh  dann  umgekehrt  die  Null- 
ebene um  g',  so  bewegt  sich  der  NiiUpunkt  in  g. 

Jeder  Geraden  g  des  Saumes  ist  durch  das  NuUsystem  eine  andere 
Gerade  g'  in  der  Weise  eindeutig  sugeordnä,  daß,  wenn  sich  der  NuH- 
punkt  in  der  einen  Geraden  bewegt,  die  eugehörende  Nidi^)ene  sich  um 
die  andere  dreht  Zwei  solche  Gerade  werden  als  konjugierte  Linien 
des  NuUsyste?ns  bezeichnet. 

Eine  Ebene  A  möge  parallel  zur  Zentralachse  angenommen  sein, 
so  daß  die  Ebenenkoordinaten  u,  v,  w  derselben  der  Bedingnng 

uX  +  vY+wZ-'d 
genügen.     Aus  den  Gleichungen  (3b)  folgt  dann,  daB  dieser  Ebene  A 
ein    anendlich   femer  Funkt    JJ  derselben    als   Nullpunkt    entspricht. 
Zu  einer  beliebigen  Geraden  g  Ton  A  muß  eine  darch  JJ  gehende,  also 
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eine  zur  Ebene  A  parallele  Gerade  g'  als  konjugierte  gehören.  Da 
□un  dorch  jede  Gerade  g  des  Baumes  stets  eine  zur  ZentralacliBe 
parallele  Ebene  A  gelegt  werden  kann,  bo  folgt  der  Satz: 

Zwei  konjugierte  Gerade  des  NuUsystemes  liegen  auf  ewei  uitier 
siäi  wid  0ur  Zentralaehse  parallelen  Ebenen; 

bew.  etcei  kof^ugierte  Gerade  des  Nullsystemes  projizieren  sich  von 
dem  taiendlü^  fernen  Punkt  der  Zentraiachse  aus  auf  eine  beliebige 
Ebene,  und  insbesondere  auf  eine  mr  Zentrcdachse  senkrechte  Ebene  als 
paraUde  Geraden. 

Dies  ist  der  Satz,  der  bei  der  „Theorie  der  reziproken  Figuren 
der  graphischen  Statik"  zugrunde  gelegt  wurde  (siehe  §  23). 

Wenn  nun  die  eine  der  beiden  sich  kreuzenden  Kräfte,  auf  die 
das  Eräftesystem  znrac^efdhrt  ist,  in  einer  Geraden  g  liegt,  so  maß 
die  zweite  sich  in  einer  Geraden  g'  befinden,  auf  der  sämtliche  den 
Funkten  von  g  entsprechenden  Nullpunkte  li^n.  Daraus  folgt  der 
Sato: 

Die  beiden  sich  kreueenden  Kräfte,  auf  die  ein  räumÜches  KräfU- 
system  mtriichgeführt  werden  kann,  li^en  in  konjugierten  Linien  des 
durdi  das  Kräftesystem  bestimmten  NuUsystemes. 

Sind  die  Angriffspunkte  der  beiden  Kräfte  und  die  Richtungs- 
winkel a,  ß',  y  und  a",  /3",  y"  derselben  80  gewählt,  daß  die  Kräfte  in 
konjugierten  Linien  des  Xnllaystemes  liegen,  so  lassen  sich  die  Größen 
V  und  P"  dw  Kräfte  leicht  ans  den  drei  ersten  der  Gleichimgen  (1) 
finden.    Es  ist 

X  -  P"  coBa,     T  —'P  cos^',     Z  —  P  cos/, 
X'  -  P"  cos  «",    T'  —  P"  cos  (3",  2"  =  p'  cos  y" 
und  somit 

X  —  P'  OOB  a'  —  P'  cos  «"  —  0 ,     '  •  cos  a'  I  ■  cos  a" 

r-  P*  cos/S'  —  P"  C08(3"  —  0,     I  ■  cos^'    ■  cos  /J" 

Z  —  P'  cos  y  —  P'  cos  y"  —  0 .      ]  ■  cos  y'  j  ■  cos  y" 

Werden  diese  Gleichungen  mit  cos  «',  cos  ^,  cos  y  bzw.  cos  a",  cos  (}", 

cos  y"  multipliziert  und  dann  addiert,  so  ei^eben  sich,  wenn  * 

cos  (t  COB  a    +  cos  /J"  cos  /3"  +  cos  y  cos  /'  —  cos  # 
gesetzt  wird,  wo  *  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Kräften  P*  und 
P"  bedeatet,  die  Gleicbnngen: 

XcoBtt'  +  rcosjJ'  +  2 cos/  —  P  —  P' cos d  —  0, 
Xcosa"+  rcos(S"  +  Zcosj'"-Fcoflfr-P'-0. 
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fii  folgt  somit: 


(*) 


[Xcobk"  +  YcoB^+  Zco9y"—{XcoBa  +¥cOBß^+Zcosy')coa9]. 
Wird  die  eüifl  der  beiden  eich  kreuzenden  £»fte,  e.  B.  F",  parallel 
der  Kraft  X,  Y,  Z  and  damit  parallel  zur  Zenbralachse  angenommen, 
80  maß  an  die  Stelle  der  zweiten  Kraft  P^  ein  Kräftepaar  treten.  Ist 
Xg,  jfg,  a„  der  AngriE^onkt  TOn  P',  so  führt  dieses  Kiäfbepaar  bei 
Zerl^ong  aof  die  drei  in  den  Koordinatenebenen  liegenden  Eräfte- 
poare: 

m,-M^-{Z^,-YB^, 

aw,-jtf,-(x»o-zx„), 

SR. -Jf. -(r«„-XyJ. 
Dasjenige  Kräflepaar,   das   sich   durch  Zasammensetzung   dieser  drei 
Kräftepaare  ei^bt,  kann  somit  in  einer  Ebene  E  angenommen  werden, 
deren  Gleichong  ist: 

\M,  -  {Zy,  -  Tss,)]  z  +  lM^-  {X«„  -  Zx^]  y 

Igt   die  Krafb   P*  parallel   der  Zentralacbee,    so   folgen   fOr   die 
Riohtangswinkel  a,  ß^,  y   derselben  die  Gleichungen: 

COS«-^,      COS^-;„,      COS/-;^. 

Dann  wird  aber  infolge  der  zweiten  der  Gleichungen  (4): 

P"  =  0. 

Da  die  Kraft  P  durch  den  Punkt  x^,  y^,  «q   geht  and  parallel 

zur  Zentralachse  sein  soll,  so  werden  die  Koordinaten  x,  y',  e'  eines 

beliebigen  Punktes  der  Wirknugslinie  g  von  P  sich  schreiben  lassen: 

x'  —  aij  +  fX, 

y'=y„+rr, 

/  -  ^0  +  rZ, 
wo  r  ein  Parameter  ist     Um  die  zu  g  konjugierte  Gerade   zu    er- 
balten,  in  welcher  die  Kraft  P"  liegen  mufl,  seien  diese  Werte  Ton 
af,  ^,  e  in  die  Gleichung  (2)  eingesetzt    Dann  ergibt  sich: 

„,  [jK.-(Zs/.-r».)]i'-+[if,-(2.,-z..)]s,"+[jif.-cri.-x,.)]r- 


(6) 
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Dnreh  diese  Gleichaog  (S)  ist  bei  verÄDderlichem  r  ein  System  ron 
parallelen  Ebenen  dargeatelit.  Der  zur  Zentralactse  parallelen  Ge- 
raden g,  in  welcher  die  Kraft  P'  liegt,  wird  iioniit  die  gemeiuBame, 
Tinendlich  ferne  Qerade  der  Ebenen  (6)  entsprechen.  Die  Vei^leichnng 
der  Oleichnngen  (5)  nnd  (6)  zeigt  weiter,  daß  die  Ebenen  (6)  parallel 
sind  zn  der  Ebene  (5),  also  zur  £bene  E  des  Kräftepaares.  Infolge 
davon  sind  die  Gerade  g  und  die  nnendlicli  ferne  Gerade  der  Ebene  E 
des  EräftepaareB  als  konjugierte  Linien  des  NuUsystemes  aufzufassen. 
Ferner  ist  das  Eräftepaar  in  der  Ebene  E,  da  aicb  F"  als  Null  er- 
geben bat,  als  eine  unendlich  kleine  Kraft  zn  betrachten,  die  in  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  E  liegt.  Es  ist  damit  nach- 
gewiesen, daß  die  ZnrQckfllhniug  des  räumlichen  Kräftesystemes  auf 
eine  Kraft  und  ein  Eräftepaar  ein  spezieller  Fall  ist  der  ZorackfÜhrnng 
auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte. 
Insb^ondere  folgt  der  Satz: 

Die  Zmtriäachse  des  Eräftesystemes  ist  diejenige  Gerade  g,  deren 
konjugierte  Gerade  die  unendlich  ferne  Gerade  einer  eu  g  smkrechtea 
.Ebene  ist. 

Die  das  Nullaystem  definierende  Gleichung  (2)  vereinfacht  sich, 
wenn  die  eine  Koordinatenachse  in  die  Zentralachse  gelegt  wird. 

Es  sei  das  Koordinatensystem  so  gewählt,  daß  die  Zentralachse 
in  die  2-Achse  des  Koordinatensystemes  fallt.     Dann  ist 

Z_0,     r=0,     M^-0,    Jf, -0 
und  somit  Gleichung  (2): 

M,(/-g')+Z(gx"-x'y")  -  0. 
Wird  hier  gesetzt: 

i'  -=  X,     y'  "  y,     /  —*, 
«"-S,     !/"-*;,     e'^t,     j^-p, 
80  ei^ibt  sich  die  Gleichung; 

*-g  =  j)(a;ij-y?). 
Dies  ist  die  Gleichui^,  die  in  §  23  (siehe  Gleichni^  7)  als  Definitions- 
gleichung  des  Nnllsystemes,  allerdiugs  der  Bequemlichkeit  wegen  fttr 
die  Annahme  f~l,  zugrunde  gel^  ist. 

Aus  den  Eigenschaften  des  NuUsystemes  lassen  sich  ^tze  her^ 
leiten,  die  das  Moment  eines  Kräßesystemes  für  ii^endeine  Achse  g 
betrenen. 

Das  Moment  eines  räumlichen  Eräftepaares  fOr  eine  Drehui^s- 
achse  g,  d.  b.  die  Summe   aas  den  Momenten  sämtlicher  Kräfte  für        i 
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die  Achse  g,  ist  gleich  der  Samme  der  Momente  der  beiden  sich 
krensenden  Kräfte,  auf  die  das  Kr&fteaystem  znrttckgefllhrt  ist  Das 
räumliche  Eräflesystem  kann  nun  stets  ersetzt  werden  durch  eine  in 
der  Drehnngeachse  g  liegende  Kraft,  deren  Moment  also  gleich  Knll 
ist,  and  durch  eine  zweite  Kraft,  die  sich  iu  der  zur  Drehongsachse  g 
konjugierten  Linie  ^  befindet.     Daraus  folgen  die  Sätze: 

Das  Moment  eines  Kräftesystemes  inbeeug  auf  eine  Gerade  g  als 
Drdiungaachse  ist  glei^  dem  Momente  derjenigen  Kraß,  die  stcÄ  bei 
Zurückfiihnmg  des  Kräftesystemes  «m^  eine  Kraft  in  g  und  auf  eine 
Btceiie  in  der  zu  g  honjugiesien  Geraden  g'  in  dieser  konjugierten  Ge- 
raden g'  ergibt. 

Für  jede  Gerade  g  als  Achse,  die  zwei  konjugierte  Linien  des  NuU- 
systemes  sehneidd,  verschwinde  das  Moment  des  Kräflesystcmes. 

Das  KräftesjBtem  sei  zurQckgeftihrt  auf  zwei  in  konjugierten  G!e- 
raden  V  und  I"  liegende  Kiüfte  P*  und  P",  wobei  jedoch  die  eine 
dieser  beiden  Geraden  /'  und  /"  z.  B.  V  die  Drehungsachse  g  schneidet, 
aber  nicht  mit  ihr  zusammenfällt.  Dann  wird  das  Moment  des  Kräfte- 
Bjstemes  gleich  dem  Momente  der  einen  Kraft  P"  für  die  Gerade  ff 
als  Achse.  Soll  nun  das  Moment  des  Kräftesystemes  fUr  die  Achse  g 
gleich  Null  sein,  so  mufi  auch  die  zweite  Kraft  P"  die  Achse  g 
schneiden.     Daraus  folgt  der  umgekehrte  Satz: 

Verschwindet  das  Moment  des  Kräftesystemes  für  eine  Achse  g,  so 
muß  diese  Achse  g  zwei  konjugierte  Gerade  des  NuUsystemes  schneiden. 

Jede  solche  Gerade,  welche  zwei  konjugierte  Linien  des  NuU- 
systemes schneidet,  ist  als  eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  des 
Nvilsystemes  zu  betrachten. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  seien  auf  zwei  konjugierten  Geraden 
g  und  g'  zwei  Punkte  A  und  A'  beliebig  gewählt,  wobei  der  Punkt 
A  auf  g  und  A'  auf  ^  liegen  soll.  Dem  Punkte  A  wird  als  Null- 
ebene  eine  Ebene  durch  A  entsprechen,  die  außerdem  noch  durch  die 
der  Geraden  g  konjugierte  Gerade  /  geht,  also  die  Ebene  A^.  Anderer- 
seits entspricht  dem  Punkte  A'  als  Nullebene  die  Ebene  A'g.  Da 
aber  der  Yerbindungslinie  zweier  Punkte  A  und  A'  die  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  entspricht,  die  konjugiert  sind  den  beiden  Punkten 
A  und  A',  so  muß  die  Gerade  AA  sich  selbst  entsprechen.  Es  er- 
gibt sich  somit  tatsächlich  der  Säte: 

Jede  Gerade,  welcJie  zwei  konjugierte  Gerade  des  Nullstfstemes 
sdmeidei,  ist  eine  sich  selbst  entsprediende  Gerade  des  NuUsystemes. 

Es  würde  aber  fehlerhaft  sein,  hieraus  nun  zu  schliefen,  daß  ein 
räumliches  Kräfteaystem  sich  auf  zwei  Kraft«  P  nnd  P"  zurQckflUiren 
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Ußt,  die  beide  in  einer  sich  selbst  entBprecheQden  Geraden  k  des  Null- 
eystemes  liegen  und  sicli  wieder  zu  einer  einzigen  KnR  Tereinigen 
laesen.  WQrde  versucht,  das  räumliche  Eräftesystem  auf  zwei  solche 
Kräfte  F"  und  jp"  znrfickzuflihren,  die  beide  ia  derselben  sich  selbst 
konjugierten  Geraden  k  des  NoUsystemes  liegen,  so  würden  sich  beide 
Kräfte  als  nnendlich  groß  ergeben. 

Es  soH  noch  mit  Hilfe  der  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
des  NoUsystemes  ein  Satz  hei^eleitet  werden,  der  später  in  zeichne- 
rischer Bichtiing  verwertet  wird. 

Da  die  Zentralachse  der  unendlich  fernen  Geraden  der  zur  Zentral- 
achse senkrechten  Ebenen  entspricht,  so  wird  jede  Gerade,  die  senk- 
recht mr  Zeniriäachse  üi  und  dieadbe  schneidet,  eine  sich  selbst  ent- 
sprechende Linie  de»  NuUsystemes  sein. 

Es  werde  der  kürzeste  Abstand  der  Zentralachse  und  eiaer  be- 
liebigen Geraden  g  betrachtet  Da  die  Gerade  p,  in  welche  dieser 
kürzeste  Abstand  föllt,  zar  Zentralachse  senkrecht  ist  nnd  dieselbe 
schneidet,  also  auch  die  der  Zentralachse  entsprechende  nnendlich 
ferne  Gerade  schneidet,  so  ist  p  als  eine  sich  selbst  entsprechende 
Gerade  au&niassen.  Da  aber  p  auch  g  schneidet,  so  muß  sie  als  sich 
selbst  entsprechende  Linie  auch  die  zu  g  konji^perte  Gerade  ^  treffen. 
Da  femer  g  und  g'  anf  zwei  Ebenen  liegen,  die  untereinander  parallel 
und  parallel  zur  Zentralachse  sind,  so  wird  p  nicht  allein  senkrecht 
stehen  anf  g,  sondern  auch  anf  g'.  Es  ist  daher  p  auch  der  kürzeste 
Abstand  der  beiden  konjugierten  Geraden  g  und  </.  So  ergibt  sich 
der  Satz: 

Jeäe  Gerade,  in  welche  die  kürzeste  Entfernung  zweier  hmjugierien 
Geraden  fiäit,  schneide  die  Zatirtüachse  und  steht  senkreehi  auf  der- 
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tirapUsehe  ZusammeiiBetzniig  des  rStunlictiea  Kräftesystemes. 

§  63.    QYapliisohe  ZnsammenBetznng  von  Kräften   mit   demselben 

Die  graphische  Zusammensetzung  von  Kräften  mit  demselben  An- 
grifisponkt  ßfit  sich  gedanklich  in  derselben  Weise  durchfithren  wie 
die  analytische,  indem  nämlich  zutmchst  sämtliche  Kräfte  mit  Hilfe 
des  Satses  vom  Kräftepa/raÜdepvped  in  drei  Komponenten  zerlegt  werdi 
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die  in  drei  zueinander  eenkrechben  und  festgelegten  Gieraden  liegen, 
die  durch  den  Angriffspuakt  der  Kräfte  gehen.  Sind  dann  die  Kififte 
in  jeder  dieser  drei  Geraden  vereinigt,  bo  ergibt  sich  die  gesachte 
Resoltant«  der  Kräfte  unter  abermaliger  Anwendung  des  Satees  vom 
KräßeparaUdepvped  durch  Zusammensetzung  dieser  drei  Resultanten. 

Durch  den  gemeinsamen  Augri&punkt  0  der  Klüfte  P^  sind  somit 
drei  zueinander  senkrechte,  sonst  aber  beliebig  wählbare,  Geraden 
9ii9tj9t  '°  legen.  Für  jede  in  0  angreifende  Kraft  f,  ist  dann  ein 
Parallelepiped  zu  konstruieren,  das  P^  zur  Dii^onale  hat  und  von  dem 
die  drei  in  0  znsammenkommenden  Kanten  in  J7i,<7],f?g  fallen.  Diese 
drei  Kanten  stellen  drei  Kräfte  dar,  die  sich  wieder  za  T^  rerein^en 
lassen.  Durch  graphische  Addition  der  in  91,9^,9^  fallenden  und  von 
0  ausgehenden  Kanten  aller  dieser  Parallelepipede  sind  drei  Kräfte 
^1,  R^,  R^  in  9i,  g^,  g^  gegeben.  Die  Resultante  R  aller  Ei^fte  JP^ 
ist  die  Diagonale  des  ans  iI,,i^,J2,  als  Kanten  gezeichneten  Parallel 
epipedes,  und  zwar  die  rom  Punkte  0  auegehende  Kauptdiagonale. 

Da  es  sich  hier  imi  räumliche  Konstruktionen  handelt,  so  ist  es 
erforderlich,  die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  zu  verwenden. 
Es  empfiehlt  sich  hierbei,  wie  Oberhaupt  bei  allen  räumlichen  Kon- 
struktionen der  graphischen  Statik  nicht  zwei,  sondern  drei  zueinander 
senkrechte  Projektionsebenen  zu  benutzen.  Wenn  auch  durch  zwei 
Projektionen  schon  die  räumlichen  Gebilde  bestimmt  sind  und  sich 
daher  alle  Konstruktionen  auch  schon  bei  Benutzung  von  zwei  Projek- 
tionsebenen durchfahren  lassen,  so  liefert  doch  die  Verwendung  von 
drei  Projektionsebenen  manche  Vereinfachungen  f^r  die  auszuführenden 
Konstruktionen  und  jedenfalls  eine  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
Zeichnung. 

Der  Angriffspunkt  0  der  Kräfte  wird  am  besten  in  den  Schnitt- 
punkt der  drei  Projektionsebenen  nnd  die  drei  Geraden  g^,  g^,  g^  in 
die  drei  Schnittlinien  von  je  zwei  der  Projektionsebenen  gel^^  Ist 
es  nicht  angängig,  den  Angriffspunkt  der  Kräfte  in  dem  Schnittponkt 
der  drei  Projektionsebenen  anzunehmen,  so  empfiehlt  es  sich  wenigstens, 
die  drei  zueinander  senkrechten  Geraden  gi,gi,9i  parallel  zu  den  drei 
Schnittlinien  der  Projektionsebenen  zu  wählen. 

In  Fig.  194  ist  in  dieser  Weise  die  Resultante  der  drei  Ki^te 
P^,P^,P^  bestimmt,  wobei  der  Einfachheit  wegen  der  gemeinsame 
Ai^riffspunkt  in  den  Schnittpunkt  0  der  drei  Projektionsebenen 
gelegt  ist. 

Die  Projektionen  der  drei  Kräfte  in  den  drei  Projektionsebenen 
sind  mit  P^P"P"',  P^P^'P^",  P^'P^'P^"  bezeichnet    Die  Kraffc 
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Fl  zerlegt  aich  in  die  drei  Ei^ße  OA^,  OB^,  00^  in  den  Geraden 
9i.i  fft)  9t>  <^^  ^  *^"°  '^^  SohDittlinien  der  Projektionsebenen  (den 
KoordinatemacliBen)   angenommen  sind,  ebenso  die  Kraft  P,  üi  die 


Komponenten    OA^,  OB,,  OC,    und    P,  in  OA^,  OB^,  OCg.     Dnrch 
graphische  Addition  dieser  Strecken  ei^ben  sich  drei  Kräfte: 
OA"  0^1 +  0^+  OAt, 
OB~OB^+  OB,  +  OBt, 
OC-  OC^  +  0Ü,  +  OCt 
in  den  Koordinatenachsen.     Die  gesuchte  Resultante  R  mit  den  Pro- 
jektionen S^,  Sf',  R"  ist  bestimmt  als  die  Diagonale  des  ans    OA 
OB,  OG,  konstruierten  Farallelepipedes. 

Sollen   die  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,    im  Gleichgewicht  stehen,   so 
so   muß  B=-0  Beiu.     Dies  ist  der  Fall,  weno 

OA-0,        OP-0,        OC-0, 
wenn  als  die  drei  Punkte  A,  B,  C  nach  0  fallen. 

In  diesem  einfachen  Falle,  wo  es  sich  tun  die  ZusammenBetznng 
TOn    nnr  drei  Kräften  handelt,  würde  sich  natürlich   die   Resnltaiite 
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rascher  ei^eben  haben,  wenn  aus  den  drei  Kräften  P,,  P^,  P,  nn- 
mittelbar  das  schiefwinklige  Paraüelepiped  konatmieit  wäre. 

Anstatt  in  dieser  Weise  die  Resultante  von  Kräften  im  Banme 
mit  demselben  Angriffspunkt  zu  ermitteln,  ist  es  im  allgemeinen  vor- 
zuziehen, unmittelbar  den  Säte  vom  Kräftepolygon  zu  verwenden.  Da 
nSmlicb  der  Satz  vom  SJräftepdlygiM  sich  sofort  aus  dem  Seüt  vom  Kräfi^ 
Parallelogramm  ergibt,  und  da  auf  je  zwei  der  im  Räume  gegebenen 
Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkt  der  Säte  vom  Kräfieparäüdogramra 
anwendbar  ist,  so  wird  der  Saie  vom  Kr^iepolygon  in  derselben  Weise 
wie  fdr  Kräfte  in  der  Ebene  mit  demselben  Angriffspunkt  auch  für 
Kräfte  im  Raum  mit  demselben  Angrif^punkt  Gültigkeit  haben.  Es 
folgen  daher  die  Sätze: 

Kräfte  im  Baum  mit  demsdben  Angriffspitnkt  aetgen  smA  gu  mner 
Besultante  eusammen,  die  dwrch  die  Schlußlinie  des  gezeichneten  räum- 
lichen Kräftepolygones  bestimmt  ist. 

Kräfte  im  Baum  mit  demsdben  Angriffspunkt  Strien  im  Gleich- 
gewicht, Kenn  das  aus  den  Kräften  gezeichnete  räumliche  Kräflepdlygon 
geschlossen  ist. 

Um  Kräfte  im  Raum  mit  demselben  Angriffspunkt  zusammenzu- 
setzen, ist  hiemach  aus  den  Kräften  das  räumliche  Kräftepolygon  zu 
zeichnen.  Die  Projektionen  dieses  räumlichen  Kräftepolygones  sind 
aber  die  drei  Kräftepolygone,  die  sich  in  den  drei  Projektionsebenen 
ans  den  ersten,  den  zweiten  und  den  dritten  Projektionen  der  Bjäfte 
zeichnen  lassen.     So  ergeben  sich  die  Sätze: 

IHe  ScMußlinien  der  drei  Kräftepolygone,  die  sich  aus  den  ersten, 
den  aweiten  und  den  dritten  Projektionen  der  Kräfte  in  diesen  Frtijdc- 
tions^>enen  eeidmen  lassen,  bestimmen  die  drei  Projektionen  der  SesuUante 
der  an  demselben  Punkte  angreifenden  Kräfte. 

Kräfte  im  Baume  mit  demselben  Angriffspunkt  stehet  im  Gleidt- 
gewickt,  wenn  die  drei  Kräftepolggone  aus  den  Projektionen  der  Kräfte 
geschlossen  sind. 

Selbstverständlich  ist  hierbei,  daß  das  Polygon  aus  den  dritten 
Projektionen  der  Kräfte  nur  eine  Kontrolle  für  die  Zeichnung  liefert 
Die  Resultante  ist  schon  durch  die  Schlußlinie  der  Kräftepolygone  in 
zwei  Projektionsebenen  bestimmt.  Ebenso  muß  schon  Gleichgewicht 
vorhanden  sein,  wenn  die  in  zwei  Projektionsebenen  gezeichneten 
Eräftepolygone  geschlossen  sind;  das  Kräftepolygon  in  der  dritten 
Projektionsebene  ist  dann  von  selbst  geschlossen. 

In  Fig.  195  ist  die  Resultant«  der  vier  in  0  angreifenden  Kräfte 
Pi,  P,,  Pj,  P,  bestimmt.     Die  Projektionen   dieser  Kräfta  sind   mit 
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P^'P-^'P^'",  Pj'Pf"P^"', . . .  bezeichnet.  Die  Eräftepoljgone  in  den 
drei  Projektionsebenen  sind  Ol'2'3'4',  01"2"3"4",  01"'2"'3"'4"'.  Die 
drei  Schlofllinien  04',  04",  04'"  werden  die  drei  Projektionen  R', 
B",  R"  der  Resultante  R 

Wie  bei  dem  ebenen  Eräftepolygon  stellen  aucb  bei  dem  räum- 
licben  die  Diagonalen  des  EräftepoIygoneB   die  Resultanten  von  den- 


jenigen Klüften  dar,  die  im  Kräftepolygon  zwischen  den  Endpunkten 
der  Diagonale  liegen.  So  liefern  in  Fig.  195  die  drei  Linien  1'3', 
1"3",  1"'3"'  nach  dem  Angriffspunkt  0  der  Kräfte  verschoben  die 
drei  Injektionen  der  Resultante  der  beiden  Kräfte  P,  und  P,, 


§  64.  Zerlegung  einer  Kraft  In  Komponenten  mit  demselben 
Angrifbpankt. 
Die  Zerl^uRg  einer  Kraft  R  mit  dem  AngriSspnnkt  A  in  Kompo- 
nenten, die  denselben  Angriffspunkt  A  haben,  ist  durchführbar  und 
eindeutig:  entweder  bei  zwei  Komponenten,  wenn  deren  durch  .^  gehende 
Wirkungelinien  eine  Ebene  bestimmen,  welche  die  zu  zerlegende  Kraft 
R  entl^t;  oder  bei  drei  Komponenten,  wenii  deren  Wirkungslinien 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Es  sei  zunächst  eine  Kraft  R  mit  dem  Angriffspunkt  A  in  zwei 
Komponenten  mit  den  durch  A  gehenden  Wirkungsliuien  g^  und  jr, 
zerlegt,  wobei  die  Kraft  R  sich  in  der  Ebene  g^g^  befindet. 
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Die  Zerlegung  erled  igt  sich  durch  ein  EHliteparallelogniiiuii,  welches 
R  zur  Diagonale  and  ^^  und  g^  zn  Seiten  hat.  Es  ist  hierbei  jedoch  nur 
erforderlich,  die  Konstruktion  in  einer  Projektionsebene  auszuführen. 
Es  sei  R  die  horizontale  Projektion  von  R,  und  g^'  und  g^'  diejenigen 
Ton  jTi  und  g^,  wobei  g^',  g^,  R  durch  denselben  Funkt  gehen,  nämlich 
durch  die  Horizontalprojektion  A'  des  Punktes  Ä.  Die  Zerl^nng  Ton 
R'  in  die  beiden  Eiäfte  in  g^'  nnd  g^'  liefert  die  HorizontalprojektioDen 
P,'  und  P,'  der  beiden  gesuchten  Komponenten  Pj  und  P,  toq  R. 
Hierdurch  sind  aber  diese  beiden  Komponenten  P,  und  Pj  schon 
bestimmt,  da  die  beiden  Geraden  g,  nnd  j,  durch  zwei  hzw.  drei 
Projektionen  gegeben  sind  nnd  aus  den  horizontalen  Projektionen  der 
Kräfte  Pj  und  P,  sofort  die  anderen  Projektionen  folgen.  Die  nach- 
herige Konstruktion  der  Parallelogramme  in  den  anderen  Projektions- 
ebenen wUrde  Kontrollen  fttr  die  Zeichnung  liefern. 

Die  Zerlegung  einer  Kraft  R  mit  dem  Angriffspunkt  Ä  in  drei 
Komponenten  Pj,  Pg,  Pj  in  den  g^ebenen  und  durch  A  gehenden 
Geraden  ffi,9i,Sti  ^obei  gi,fft>9t  nicht  in  einer  Ebene  Hegen,  kann 
unmittelbar  durch  Anwendung  des  Satees  vom  KräfteparaUdeynped  aus- 
geführt werden,  indem  nämlich  ein  Parallelepiped  mit  der  Diagonale 
R  gezeichnet  wird,  dessen  drei  in  A  zusammentreffenden  Kanten  in 
9i}9ti9»  liegen.  Die  Konstruktion  dieses  Parallelepipedes  mit  Hilfe 
der  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  ist  etwas  umständlich;  es 
ist  zweckmäßiger,  die  Zerlegung  nach  einem  der  folgenden  Veriahren 
vorzunehmen. 

Meihode  von  Culmann. 

Sind  die  drei  Kräfte  Pj,  P,,  P,  in  gi,9j,  ^,  gefunden,  so  mflssen 
dieselben  durch  Zusammensetzung  die  gegebene  Kraft  R  ei^ben. 
Nun  wird  die  Resoltaate  Q  von  P^  und  P,  in  der  Ebene  der  beiden 
Geraden  <;,  und  g^  liegen.  .  Da  aber  Q  mit  P,  vereinigt  die  Kraft  R 
zur  Resultante  hat,  so  muß  Q  sich  auch  in  der  durch  R  und  g^  be- 
stimmten Ebene  befinden.  Es  sind  daher  die  beiden  Ebenen  Rg^  und 
ßj^,  zu  konstruieren.  Dann  wird  Q  in  der  Schnittlinie  dieser  beiden 
Ebenen  liegen.  Nachdem  so  die  Wirknngslinie  q  von  Q  gefunden 
ist,  läßt  sich  leicht  in  jeder  der  Projektionsebenen  das  Polygon  aus 
den  betreffenden  Projektionen  der  Kräfte  Pj,  P,,  P,  zeichnen.  Durch 
eines  dieser  Polygone  sind  die  drei  Kräfte  Pj,  P,,  P,  schon  bestimmt, 
da  die  Wirkungslinien  dieser  Kräfte  im  Banme  bekannt  sind.  Die 
beiden  anderen  Polygone  liefern  somit  nnr  Kontrollen  f^r  die  Zeichnong. 

In  Fig.  Id6  ist  in  dieser  Weise  die  in  I  liegende  Kraft  R  in  drei 
Komponenten  P,,  Pj,  P,  in  9i,9i,gs  zerlegt.     Der  AngriffspnnJrt  der 
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Kräfte  ist  in  einem  Punkte  0  der  Schnittlinie  der  beiden  ersten  Pro- 
jektionsebenen angenommen.  Dia  Konatraktion  ist  der  Übersicht- 
lichkeit wegen  nnr  in  swei  Projektionsebenen  ausgefllhrt.  Die  Pro- 
jektionen der  drei  Geraden  fi'i.Äjft  «»iid  mit  j/sf,",  9%  9a",  ff»  9t"  he- 
zeicbnet.  Die  Projektionen  der  in  l  liegenden  Kraft  R  mit  R  •-  03' 
und  K'-  03". 

Da  die  Gerade  q,  in  welcher  die  Resultante  Q  der  Kräfte  P, 
und  Pj  liegt,  schon  dorch  den  Punkt  0  geht,  so  ist  es  mir  erforderlich, 
«inen  einzigen  weiteren  Punkt  8  dieser  Linie  zu  finden.  Um  einen 
solchen  zu  erhalten, 

sind  die  beiden  Ebe-  ^^ 

nenjfiffjnndßjizum 
Schnitt  gebrachtmit 

einer  vertikalen 
Ebene  E,  deren  ho- 
rizontale Spur  s  ist. 
Es  haben  sich  hier- 
bei die  Geraden  ^ 
ond  ^  als  vertikale 
Projektionen  der 
Schnittlinie  der 
Ebene  E  mit  der 
Ebene  ^i<7j  und  der 
£bene  9^1  ergeben. 
Der  Schnittpunkt  5" 
von  ^  nud  ^  ist  d&nn  die  vertikale  Projektion  eines  Punktes  S  der 
Schnittlinie  von  g^g,  und  g^l,  während  die  horizontale  Projektion  iST 
dieses  Punktes  aaf  s  Megb.  Die  beiden  Projektionen  q  und  q"  von 
g  et^ben  sich  somit  als  die  Linien  Off  ond  OS".  Nachdem  q'  nnd 
q"  gefunden  siod^  lassen  sich  die  beiden  Kräftepolygone  01'2'3'  und 
01"2"3"  in  den  beiden  Projektionsebenen  leicht  zeichnen,  wodurch 
dann  die  drei  gesuchten  Komponenten  P, ,  P,,  Pj  in  p,,  9^,  9^  be- 
stimmt sind. 

Aach  auf  den  Fall,  daß  eine  Kraft  P  in  I  in  drei  Komponenten 
zo  zerlegen  ist,  die  in  drei  zu  Z,  paralleleu  Geraden  3,,  jr,,  g,  liegen, 
läßt  sich  diese  Methode  von  Culmann  leicht  anwenden. 

Die  Resultante  Q  der  beiden  Kräfte  Pj  nnd  P,  liegt  in  der  zu  l 
parallelen  Schnittlinie  der  Ebenen  g^g^  und  g^l.  Nachdem  diese  Linie  q 
bestimmt  ist,  w&rde  R  zunächst  in  die  beiden  parallelen  Kräfte  Q 
uod  Pf  in  q  nnd  g^  zn  zerlegen  sein,  darauf  die  Kraft  Q  in  g  in  die 
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beiden  paralleles  Kräfte  P^  und  P^  in  g^  und  g^.  Die  Aufgabe  läuft 
auf  eine  zweimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  parallele  Kräfte 
hinaus.  Diese  Zerl^pmgen  können  in  einer  der  ProjektioDsebenen 
erfolgen. 

£b  boU  nnterBucbt  werden,  wie  dsa  bei  der  Zerlegung  einer  Kraft 
i£  in  ^  sieb  ergebende  Kräftepolygon  sich  ändert,  wenn  die  drei 
Komponenten  P^,  P„  P^  durch  drei  festgelegte  Pnnkte  A,  B,  C  gehen, 
während  der  auf  I  gel^ne  Schnittpunkt  S  der  drei  Wirkungsliniea 
ffi>  ffv  ff»  TO''  Pu  -Pi»  -Pj  sich  auf  l  bew^^ 

Die  Besultante  Q  der  beiden  Kräfte  Pj  und  P,  liegt  in  der 
durch  l  und  g^  bestimmten  Ebene.  Diese  Ebene  ist  aber  unabhängig 
von  der  Lage  des  Punktes  S  auf  l  schon  durch  l  und  den  AngrifEs- 
punkt  C  der  Kraft  P,  bestimmt.  Da  ferner  die  Kraft  Q  auch  auf 
der  durch  P^  und  Pj  bzw.  durch  g^  und  g^  bestimmten  Ebene  liegt 
und  auf  dieser  Ebene  sich  die  Verbindungslinie  AB  der  Angri&- 
pnukte  Ton  P,  und  P,  befindet,  so  wird  die  Kraft  Q  unabhängig  von 
der  Lage  dea  Punktes  8  dnrch  den  Schnittpunkt  (7  der  Ebene  Gl 
mit  der  Geraden  AB  gehen.  Es  sei  der  Punkt  C  gefunden  und  zu- 
nächst die  Zerlegung  von  R  in  die  beiden  Kräfte  Q  und  P,  durch- 
gefdhrt.  Wird  das  Kräftepolygon  Mr  diese  Zerl^^ng  konstruiert 
und  ist 

S-Öä,     Q~Ö2,     P,-23, 
so  wird  bei  einer  Bewegung  von  S  auf  l  der  Eckpunkt  2  dea  Kräfte- 
polygones  sich  auf  einer  Geraden^  bewegen,  die  parallel  zu  CC  ist: 

__  Alice 

und  die  Strecke  03  in  demselbeo  Verhältnis  teilt,  wie  I  die  Strecke  C(7 
(siehe  §  26).i 

In  entsprechender  Weise  ergibt  sieh,  daß  bei  einer  Zerlegung  von 
ü  in  die  Kraft  P^  und  in  die  Resultante  Qi  von  P,  und  P,  die 
Kraft  Q,  durch  den  Schnittpunkt  A'  der  Ebene  AI  mit  der  Geraden 
BG  gehen  muß.  Wird  daher  die  Kraft  R  in  die  Komponenten  Pj 
und  Qi  zerlegt   nnd  dementspreeheod  das  Kräftepolygoa  konstruiert: 

Ü-Ö3,   P,-öV,   ft-Tä, 

so  wird  bei  einer  Verschiebung  von  iS  auf  l  der  Eckpunkt  1  des 
Kräftepolygones  sich  auf  einer  zu  AA'  parallelen  Qeraden^j  bew^^n: 

und  zwar  wird  die  Strecke  p^  die  Strecke  03  in  demselben  Verhältnis 
teilen,  wie  die  Gerade  l  die  Strecke  AA'. 
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Eb  möge  nan  die  Zerl^nng  der  Kraft  S  in  die  drei  Kompo- 
nentou  P„  P^  P,  durch  Ä,  B,  C  dtirchgefahrt  sein  filr  eine  spezielle 
Lage  des  Punktes  8  aof  I.  Das  sich  ergebende  räumliche  Ei^lfte- 
polygon  sei  0123,  wo 

B-Ö3,    Pi  =  ÖI,    P,-l2,    P,  =  23. 
Femer  sei  (yi'S'S'  das  Kniftepolfgoa  in  der  horizontalen  ProjektioDs- 
ebene.    Bei  einer  Bew^ung  von  S  auf  l  bewegt  sich  der  Punkt  1  auf 
einer  Qeraden  p„  die  parallel  ist  zu  AA',  und  der  Punkt  2  aof  einer 
Geraden  p,,  die  parallel  ist  zu  CC: 

Pi\\AA',    j»j  II  CC 
Ferner  werden  die  Eckpunkte  1'  nnd  2'  des  Kräftepolygones  in  der 
horizontalen  Projektionsebene  sieb  in  den  horizontalen  Projektionen  j)j' 
und  Pf'  der  Geraden  p^  und  |),  verschieben.     Entsprechendes  gilt  für 
die  Eräftepoljgone  in  den  anderen  Projektionsebenen. 

Nachdem  so  der  geometrische  Ort  der  Punkte  1  und  3  bzw.  deren 
Projektionen  bei  einer  Bewegung  von  S  auf  l  gefunden  ist,  läßt  sich 
leicht  die  Zerlegung  von  It  durchfuhren  fOr  eine  andere  Wahl  des 
Punktes  S  auf  l.  Insbeeündere  werden  die  Schnittpunkte  von  p, 
und  pj  mit  OS  die  drei  Komponenten  Uefem  ftlr  den  Fall,  daß  die 
drei  durch  A,  B,  C  gehenden  Komponenten  P^,  P^,  P,  parallel  zu 
B  sind. 

Methode  von  MüUer-Breslau. 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Kraft  B  zu  zerlegen  in  drei  Kompo- 
nenten P|,  P„  Pj  in  den  Wirkungslinien  g^,  g^  g^,  kann  unmittelbar 
in  der  Weise  gelöst  werden,  daß  ein  räumliches  Kriiftepolygon  ge- 
zeichnet wird,  bei  welchem  die  Endpunkte  vou  B  durch  einen  aus 
drei  Linien  bestehenden  Linienzug  verbunden  sind,  bei  dem  diese  drei 
Linien  parallel  sind  zu  g^,  g„  g^. 

Werden  durch  die  beiden  Endpunkte  der  Kraft  B  zwei  gerade 
Linien  p^  und  p^  gezogen,  die  parallel  sind  zu  g^  und  g^: 

Pi\\9x,  H\\9i, 
80  würde  die  dritte  Seite  p,  des  räumlichen  Kräftepolygones  durch 
die  Bedingung  bestimmt  sein,  daß  sie  p,  und  p,  schneidet  und  parallel 
zu  g^  ist  Die  Konstruktion  des  länmlichen  Kräftepolygones  läuft 
somit  auf  die  Aufgabe  hinaus:  wenn  zwei  zueinander  windschiefe  Ge- 
raden p,  nnd  j^  gegeben  sind,  eine  dritte  Gerade  p,  von  vorgeschriebener 
Bichtnng  zu  finden,  welche  p^  nnd  p,  schneidet.  Dies  ist  aber  eine 
Aufgabe,  die  sich  in  bekannter  Weise  mit  Hilfe  der  Methoden  der 
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darstedleudeu  Geometrie  ISaen  läßt  H.  Malier-Breslau  gibt  hierfür 
die  folgende  LöBong'^)  mit  Hilfe  des  Satzes  tou  J.  Steiner:  „Dr^m 
sich  die  Seilen  eines  n-Eckes  um  feste  Punkte,  die  in  einer  Geraden 
liegen,  und  verschiäten  sich  hierbei  n—1  Eckjatinkte  in  gegthtmen  Ge- 
raden, so  beschreibt  der  letete  JEckpankt  auch  eine  Gerade. 

Die  Projektionen  der  beiden  (geraden  p^  ond  p,  seien  mit  Pi'Pi\ 
Pa'Pt"  bezeichnet  (Fig.  197),  die  beiden  Projektionen  der  zu  zer- 
legenden Kraft  R  mit  if  und  IC. 
Dnrch  einen  Punkt  B  mit  den 
Projektionen  £',  ff',  der  auf  p, 
angenommen  iat,  verde  eine  Ge- 
rade mit  den  Projektionen  ft'ft" 
gezogen,  welche  die  g^ebeoe 
Richtung  von  p^  hat.  Die  hori- 
zontale Projektion  p,'  derselben 
möge  die  horizontale  Projektion;:^' 
von  p^  in  C  trefTen.  Es  sei  nun 
G"  die  auf  pj"  gelegene  vertikale 
Projektion  desjenigen  Punktes  der 
Geraden  Pfpi",  dessen  horizontale 
Projektion  C  ist.  Wäre  die  angenommene  Gerade  mit  den  Pro- 
jektionen Pf,  Pf"  die  richtige,  so  müßten  C,  C  die  Projekttonen 
eines  Punktes  von  p^  sein,  ee  müflte  daher  der  Funkt  C"  aaf  ^"  li^n, 
was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Es  werde  nun  das  Viereck  B'JB"C'C  betrachtet.  Bei  einer  Be- 
w^lUQg  des  Punktes  B"  auf  jij'  verschieben  sich  die  Seiten  desselben 
parallel,  von  den  Eckpunkten  bewegen  sich  drei  auf  geraden  Linien, 
nSmlich  ff  auf  j)/,  ff'  auf  Pj",  (T  aufp,'.  Infolge  davon  muß  der 
vierte  Eckpunkt  C  eich  auch  auf  einer  Geraden  bewegen. 

Es  sei  nun  die  Konstruktion  fttr  zwei  Lagen  des  Punktes  B 
auf  p,  durchgeführt.  Die  Verbindungslinie  q  der  beiden  sich  für  C 
ergebenden  Funkte  ist  diejenige  Gerade,  auf  welcher  sich  der  Punkt  C" 
bewegt.  Da  nun  der  Punkt  C"  auf  p,"  liegen  muß,  so  wird  C"  in 
den  Schnittpunkt  Cg"  von  q  miip^"  fallen.  Die  vertikale  Projektion  p^" 
der  gesuchten  Geraden  p^  wird  daher  die  durch  C^"  gehende  Geritle 
sein,  welche  die  fQr  p^"  vorgeschriebene  Bichtnng  besitzt.  Die 
horizontale  Projektion  der  Geraden  p^  ergibt  sich  dann,  indem  die 
Schnittpunkte  von  pj"  mit  p^"  und  p,"  auf  pj'  und  p,'  hemntei^ 
gelotet  und  miteinander  verbunden  werden. 


1)  Zentr&lblatt  d.  Baurerwaltiuig  11  (1891)  p.  487. 
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Li  Fig.  198  ist  d&cIl  dieser  Methode  die  Zerlegung  der  Kraft  R, 
deren  Komponenten  R  und  R"  sind,  in  drei  Komponenten  ron  ror- 
geschriebenea  Riehtnagen  dorchgeführt.  Die  beiden  eicli  in  der  horizon- 
talen und  vertikalea  Projektionsebene  eigebenden  Kräftepolygone  sind 
mit  0,  1',  2',  3'  und  0,  1",  2",  3"  bezeichnet.  Die  Projektionen  der  zu 
zerl^enden  Kmft  R  sind  03'  and  Ö3".  Die  durch  zweimaliges  Pro- 
bieren bestimmte  Gerade  q  schneidet  aas  der  durch  3"  gezogenen  Ge- 
raden p^"  den  Punkt  Cg"  bzw.  den  Eckpunkt  2"  des  Kiäftepolygones 
in  der  vertikalen  Projektionsebene  aus.  Nach  Bestimmung  des  Punktes  2" 
lassen  sich  die  beiden  Kräftepotygone  leicht  Terrollstfindigen. 

Es  fößt  sich  jedoch  leicht  zeigen,  dsB  es  zum  Beweise  der  Kon- 
struktion von  H.  Mfiller-Breslau  nicht  erforderlich  ist,  den  Satz 
Ton  J.  Steiner  zu  benutzen.  Vielmehr  folgt  die  Richtigkeit  derselben 
sofort  aas  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung.  Die  Aufgabe, 
durch  zwei  windschiefe  Geiade  j>,  und  j>,  eine  Gerade  p^  von  vor- 
geschriebener Richtung  zu  legen,  kann  in  der  Weise  gelöst  werden, 
daß  durch  die  eine  dieser 
Geraden,  z.B.jij,  eine  Ebene 
£  gelegt  wird,  welche  par- 
allel ist  der  für  p,  ge- 
gebenen Richtung.  Wird 
dann  diese  Ebene  E  mit 
der  Geraden  p^  zum  Schnitt 
gebracht,  so  ist  dieser 
Schnittpunkt  schon  der 
Schnittpunkt  der  Geraden 
i>,  und  Pf.  Jede  Gerade, 
die  durch  einen  Punkt  B 

von  p^  in  der  durch  p^  bestimmten  Richtung  gezogen  ist,  liegt  auf 
der  Ebene  E.  Die  Gerade  q  in  Fig  198  ist  nichts  anderes  als  die  ver- 
tikale Projektion  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  einer  vertikalen 
Ebene,  welche  die  horizontale  Spur  p^'  besitzt.  Infolge  davon  wird 
der  Schnittpunkt  von  q  mit  p,"  die  vertikale  Projektion  des  Schnitt- 
punktes der  Ebene  E  mit  der  Linie  p,  sein  und  somit  auch  die 
vertikale  Projektion  des  Schnittpunktes  von  p,  mit  p,,  wodurch  die 
Gerade  j),  gegeben  ist  Um  nun  die  Gerade  q  zu  erhalten,  sind  bei 
HOUei-Breslau  zwei  Punkte  derselben  bestimmt,  indem  zweimal 
durch  einen  Pankt  B  von  j\  gerade  Linien  gezogen  sind  in  der 
durch  p,  gegebenen  Richtung.  Der  Punkt  C  in  Fig.  197  ist  die 
Vertikalprojektion     des    Schnittponktes     einer    solchen    Geraden   mit 
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der  rertikalea  Ebene,  welche  die  horizootale  Projektion  p^  hat.  So- 
mit ist  G"  ein  Punkt  von  q.  Die  Eonetraktion  läßt  sich  jedoch  noch 
vereinfachen. 

In  Fig.  199  ist  dnrch  einen  Punkt  B  der  Geraden  p^  eine  Ge- 
rade p  mit  den  Projektionen  p'  and  p"  gezogen,  welche  die  fOr  ji,  ge- 
gebene Richtung  besitzt  Dnrch  die  beiden  Geraden  p^  and  p  mit 
den  Projektionen  p^'p^"  and  p'p"  ist  dann  die  Ebene  E  schon  be- 
stimmt um  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  E  mit  der  Geraden  p^ 
zu  erbalten,  sind  die  bei- 
,9"  •  den  Schnittpunkte  der  Ge- 

^S.^^  raden  p    und  p,   mit    der 

vertikalenEbene  bestimmt, 
welche  die  Gerade  p^'  zur 
horizontalen  Spur  besitzt. 
Di  e  vertikalen  Pro j  ekti  onen 
dieser  Funkte  sind  A  and 
Ay  Die  Gerade  AA^  ist 
somit  die  vertikale  Pro- 
jektion q  der  Schnittlinie 
der  Ebene  E  mit  der  ver- 
tikalen Ebene,  welche  j},' 
zur  horizontalen  Spur  hal 
Daher  ist  dar  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AÄ^ 
mit  p,"  nichts  anderes  als  die  vertikale  Projektion  des  Schnittpunktes 
der  Ebene  E  mit  der  Geraden  p,,  also  der  Eckpunkt  2"  des  Eiäfte- 
polygones  in  der  vertikalen  Projektionsebene.  Nach  Bestimmung 
dieses  Punktes  lassen  sich  die  Eräftepolygone  leicht  seichnen.  Die 
Vereinfachong,  welche  sich  hier  gegenüber  dem  Verfahren  von 
MQller-Breslsu  ergeben  hat,  ist  vom  darstellend-geometiischen 
Standpunkte  aus  dadurch  hervoi^erafen,  daß  die  Gerade  p,  als  eine 
der  beiden  die  Ebene  E  bestimmenden  Geraden  verwandt  worden  isi 


Momentenm^iode. 

Wie  bei  den  Kräften  in  derselben  Ebene  kann  auch  bei  Kräften 
im  Raum  der  Saig  vom  sAcdischen  Momente  der  Kräf^  zur  Zerl^nng 
der  Kräfte  benutzt  werden,  wobei  jedoch  bei  den  Ej-äften  im  Räume 
die  Drehmomente  in  bezug  auf  eine  Drehungsachse  zu  beziehen  sind. 

Handelt  es  sich  um  die  Zerl^nng  einer  Kraft  R  mit  dem  An- 
griffspunkt A  in  drei  Komponenten  P„  P„  P,  in  den  doreh  A  gebenden 
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WirkuDgsliiiieii  g^,  g,,  g^,  so  würden  sich  nach  Annahme  von  drei 
Drebunffsacliseii  und  jedeBmaliger  Aosetzong  des  Satees  vom  stattstAen 
Moment  drei  lineare  Qleichungen  mit  den  drei  TJnbekaimten  P,,  P„  P, 
ergeben.  Durch  besondere  Wahl  der  Drehungsachsen  läßt  sich  jedoch 
erreichen,  daß  ans  jeder  Grieichong  zwei  der  Unbekannten  herausfallen 
und  so  drei  Gleichnngen  folgen,  von  denen  jede  nur  eine  einzige  Un- 
bekannte enthält.  Wird  z.  B.  irgendeine  Gerade  p  der  durch  g^  xmd  g^ 
bestimmten  Ebene  als  Drehungsachse  eingeführt,  so  wflrden  fOr  diese 
Achse  die  Momente  der  Kräfte  P^  und  P,  gleich  Null  sein  und  so 
das  Moment  Ton  72  gleich  dem  Momente  ron  P^  werden. 

Da  sich  mit  Momenten  sowohl  rechnen  wie  konstruieren  läßt,  so 
läßt  sich  in  dieser  Weise  auch  graphisch  die  Zerl^ping  der  Kräfte 
erreichen.  Bei  dieser  graphischen  Durchführung  der  Zerlegui^;  wird 
es  zwe<j^mäßig  sein,  die  DrehungHachseu  in  den  horizontalen  oder 
vertikalen  Spuren  der  drei  Ebenen,  die  durch  je  zwei  der  Wirknngs- 
linien  der  Komponenten  bestimmt  sind,  anzunehmen.  Liegen  diese 
Spuren  nicht  auf  dem  Zeichenblatte,  so  können  statt  derselben  die 
so  ihnen  parallelen  Hanptlinien  als  Drehungsachsen  zur  Verwendung 
kommen. 

Diese  Momentenmethode  ist  auch  dann  anwendbar,  wenn  die 
WirkungsUnien  der  Komponenten  die  zu  zerlegende  Kraft  R  nicht 
schneiden,  voraasgesetzt  natürlich,  daß  die  Zerlegung  überhaupt  durch- 
führbar ist.  Für  räumliche  Fachwerke  ist  diese  Methode  von  Th.  Lands- 
berg vielfach  mit  Verteil  zur  Bestimmung  der  Spannung  verwandt 
worden.') 

Mähode  von  0.  JKbÄr. 

In  Rücksicht  auf  spätere  Untersnehungen  soll  für  die  Zerl^ung 
der  Kräfte  auch  noch  eine  Methode  von  0.  Mohr  gegeben  werden, 
welche  sich  wesentlich  für  analytische  Betrachtungen  eignet,  die  aber 
auch  graphisch  zur  Durchführung  gelangen  kann.*) 

Die  zu  zerlegende  Kraft  R  luöge  an  dem  Punkte  Ä  angreifen 
und  die  Komponenten  X^,  T^,  Zg  in  der  Richtung  der  Koordiraten- 
achsen  haben.     Die  Richtungswinkel  der  drei  gesuchten  Komponenten 

r)  Zentniblatt  i.  Banverwaltun?  11  (1891)  p.  4ST. 

S)  Für  das  Stadium  der  Aibeiteu  von  0.  Hohr  mOge  inabeiondere  auf  daa 
Buch  ««twieaen  Verden;  „Abhandlungen  aas  dem  Gebiete  der  tecbniechea 
Mechanik"  von  0.  Mohr,  Berlin  (1606).  In  demselben  sind  die  eiacelnen  Ab- 
handlongen  von  0.  Hohr  ineinander  verarbeitet,  wodorch  Abhflizmigen  ereielt 
and  WiedeiholongeD  vermieden  werden. 
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Pi,  Pf,  Pg,  die  auch  an  dem  Funkte  Ä  angreifen,  seien  mit  ttßiy,, 
Ofßtyt,  ihßsy»  bezeichnet.     Dana  bestehen  die  Gleichungen: 
Pj  cos  «1  +  P)  coB  «j  +  Pg  cos  Og  —  3Q,  —  0, 

(1)  P,oo8^,  +  P,co8^,+  PgC08|3g-  r„-0, 
P,  cos  y,  +  Pj  C08  /j  +  Pg  cos  J/f  —  Z^=  0, 

Dies  sind  aber  drei  lineare  Gleichungen  mit  den  drei  Unbe- 
kannten P,,  Pj,  P,,  aus  denen  sich  dieselben  leicht  berechnen  lassen. 
Sollte  bei  der  Berechnung  sich  fflr  eine  dieser  £räfle,  z.  B.  t&r  P, 
ein  negativer  Wert  herausstellen,  so  wQrde  dieses  bedeuten,  daB  P, 
nicht  die  angenommene  Richtung,  sondern  die  entg^engesetzte  hat, 
daß  also  die  Richtungswinkel  von  P,  nicht  a^ßiyi,  soudern  a^+  x, 
jSj  +  JT,  yi+  X  sind. 

Anstatt  in  dieser  Weise  die  drei  Gleichangen  des  Gleichgewichtes 
der  Kräfte  P,,  Pj,  Pg,  —  R  anzneetzen,  wird  von  0.  M6hr  das 
Prinzip  der  virtuellen  Terrflckungen  benutzt  and  dasselbe  zur  Be- 
stimmung der  drei  Komponenten  P^,  P,,  Pg  verwertet. 

Greifen  an  einem  Pnnkte  Ä  Kräfte  an,  deren  Summen  der  Kom- 
ponenten in  den  Richtungen  der  Koordinatenachsen  X,  Y,  Z  sind, 
so  ist  nach  dem  Prttutp  dsr  virtuellen  Verriickungen  Gleichgewicbt 
vorhanden,  wenn 

(2)  XSx  +  YSy  +  ZSe  =  0 

ist  für  jede  virtuelle  Yerrückung  3x,  8y,  de  des  Punktes  Ä.  Ist  nun 
die  Bewegung  des  Punktes  A  an  keine  Bedingung  geknüpft,  so  ist 
jede  unendlich  kleine  Yerrackong  desselben  eine  virtuelle.  Es  können 
daher  fOr  6x,  dy,  dss  drei  beliebige  Größen  X,  fi,  v  gesetzt  werden 
(auch  endliche  Größen,  da  es  nnr  auf  die  Verhältnisse  derselben  an- 
kommt). Das  Primip  der  virtuellen  Verrückunffen  wGrde  dann  be- 
sagen: es  muß  im  Falle  d^s  Gleichgewichtes  die  Gleichung 

JiX  +  iiY+vZ=  0 
erfallt  sein,  wie  auch  die  drei  Faktoren  i,  ft,  v  gewählt  werden. 

Die  Methode  von  0.  Mohr  besteht  bei  Anwendung  dieser  Glei- 
chung auf  den  vorliegenden  Fall  der  Zerlegung  einer  Kraft  £  in  die 
drei  Komponenten  P^,  P,,  P,  darin,  daß  die  drei  Faktoren  X,  ft,  ¥ 
so  bestimmt  werden,  daß  aus  der  erhaltenen  Gleichung  zwei  der  Un- 
bekannten herausfallen. 

Da  im  vorliegenden  FaU  zu  setzen  ist: 

X  —  Pi  cos  ßj -f  Pj  cos  ff, -H  Pj  cosffg—  Xq, 
r=  P,  cos/Si-h  P,  cos^g-i-  P,  coB/3g—  Y„, 
Z  -  P,  cos  y,  -t-  P,  cos  y,  +  Pg  cos  y,  —  Zu_ 
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SO  ergibt  das  Prinzip  der  virtuellen  YerrOckungen  die  Gleichung: 

il(Pl  COH  «j  +  J*)  COB  Oj  4-  -Pj  COB  a,  —  X,) 

+  ft(P,  COB  ft  +  P,  C08  ft  +  P,  COB  A  —  To) 

+  r  (P,  cos  y^  +  P,  cos  J"»  +  -Ps  '*°*  ?*»  ~  ■^o)  ~  ^ 
oder 

P,  (A  cos  «1  +  ;*  cos  ft  +  V  C08  7,)  +  P,  (A  cos  «,  +  jt  cob  |J(  +  *  cob  y,) 

+  P,(A  cos  «,  +  p  cos  A  +  V  cos  y,)  -  (A  X^  +  ^ F,  +  v^-;,)  -  0. 

um  nun  P^  zn  erlialten,  vOrde  zn  setzen  sein: 

i  COB  ctj  +  ^  cos  ft  +  V  cos  y,  —  0, 

A  cos  «3  +  ft  COB  |3,  +  r  cos  y,  —  0, 
bzw. 

X  —  ^(coB  ft  COB  y,  —  cos  ft  COH  y,), 
3(a)  fi  <=>  ^(coB  y^  cos  tcj  —  cos  y^  cos  Oj), 

V  =  ^  (cOB  O,  COB  ^,  —  cos  O,  COB  j3,). 

Bei  Einsetzung  dieser  Werte  von  A,  ^,  v  ergibt  sieb  für  P,  eine 

Gleichung 

(3b)     P,(Aco8«i  +ftco8/J,  +  V  COB  y,)  —  (}. X„  +  tiTo+  vZg)  =  0, 

aas  welcher  P,  berechnet  werden   kann.     In   derselben  Weise   folgen 

P,  and  P,. 

Wenn  non  dieses  Verfahren  mit  dem  durch  die  Gleichungen  (1) 
gegebenem  Terglichen  wird,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

XX  +  n7+vZ  —  0,       ' 
bei  welcher  A,  fi,  v  beliebig  wählbar  sind,  sofort,  daß  dieselbe  nichts 
anderes  besagt,  als 

Z  =  0,  Y=0,  Z=0, 
daß  also  im  Falle  des  Gleichgewichtes  die  Sammen  der  Komponenten 
in  den  Richtungen  der  Koordinatenachsen  gleich  Null  sein  müssen. 
Schon  hieraus  ergibt  sich,  daß  das  Mohrsche  Verfahren  auf  dieselben 
Werte  P,,  P„  P,  führt  und  im  wesentlich^!  nicht  anderes  ist  als 
eine  Elimination  von  zweien  der  Unbekannten  aus  dem  Sjstem  der 
Gleichungen  (1)  von  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten. 

Wird  die  Gleichung  (2)  durch 

dividiesk: 
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und  dann  gesetzt 

ix  iy  ,       St 

J7-00»»,    ,,-«»*,     ji-«»«X. 

WO  9),  i),  X  ^^^  RicfatungBwmkel  der  TOrgenommenea  Tiitnellen  Ver- 
rfldnmg  bedeateo,  to  folgt: 

X  coa  9  +  Y  coB  f  +  Z  cos  x~^- 
Nun  ist  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  nichts  anderes  als  die 
orthogonale  Projektion  der  Kraft  X,  Y,  Z  auf  die  durch  die  Winkel 
ff,  V)  %  beBtinunte  Richtung.  Das  Prinzip  der  virtuelleu  VerrQckungen 
angewandt  auf  einen  einzigen  frei  beweglichen  Punkt  A  sagt  nichts 
weiter  aus,  als  daß  im  Falle  des  Gleichgewichtes  von  Kräften  mit 
demBelbeo  Angriffspunkt  die  Summe  der  Projektionen  der  Kräfte  auf 
jede  beliebige  Richtung  gleich  Null  sein  mnß. 

Wenn  0.  Mohr  A,  ^,  v  und  damit  91,  ^,  ];  so  wählt,  daß  zwei 
der  unbekannten  Kräfte,  z.  B.  P,  und  Pg  heransfalleD,  so  hat  er  damit 
nur  die  Richtung,  auf  wdche  er  die  Kräfte  projiziert,  so  gewÄhl^  daß 
die  Projektionen  Ton  P^  und  P,  gleich  Null  sind  und  sich  so  eine 
Gleichung  ergibt,  die  nur  P^  enthält. '  Die  Projektionen  von  P,  and 
P,  werden  aber  gleich  Null,  wenn  die  durch  die  Winkel  y,  i(i,  j;  be- 
stimmte Richtung  senkrecht  steht  zu  P,  und  P^,  also  zu  der  durch 
P,  und  Pj  bestimmten  Ebene. 

Wird  von  der  Benutzung  des  Prinzipes  der  virtuellen  Vm- 
rückungen  abgesehen,  so  besteht  die  Mohrsche  Methode  wesentlich 
im  folgenden:  Die  g^ebene  und  zu  zerl^ende  Kraft  P  wird  ortho- 
gonal projiziert  anf 'dnei  Richtungen  X^,  l^,  lg,  wo  I,  senkrecht  steht 
auf  i'j  und  P,,  ^  senkrecht  auf  P^  und  P,,  l^  senkrecht  auf  P^ 
und  Pj.  Dann  sind  diese  orthogonalen  Projektionen  auch  die  ortho- 
gonalen Projektionen  von  den  drei  einzelnen  Kräften  Pj,  P„  P, 
and  bestimmen  dadurch  dieselben. 

um  nach  dieser  Methode  graphisch  die  drei  Eomponeaten  Pj , 
P{,  Pj  in  g^,  g^,  g^  zu  finden,  ist  es  nicht  erforderlich,  die  drei  Ge- 
raden Z,,  ly,  I,  zu  konstruieren.  Wird  nämlich  durch  den  Endpunkt  B 
von  B.  eine  2.  B.  zu  den  beiden  Kräften  P,  and  P,  parallele  Ebene  £ 
gelegt,  so  schneidet  dieselbe  schon  aus  der  durch  den  Angriffspunkt  Ä 
der  Kraft  senkrecht  zu  den  Kräften  P,  und  P,  gezogenen  Geraden  I, 
den  Fußpunkt  des  von  B  auf  2,  geföUten  Lotes  aus.  Infolge  dsTon 
wird  auf  dieser  Ebene  schon  der  Endpunkt  der  in  g^  befindlichen 
Kraft  P,  li^en.  Es  sind  somit  durch  den  Endpunkt  B  von  R  drei 
Ebenen  Ej,Ej,  E^  zu  legen,  welche  parallel  sind  zu  den  drei  Ebenen  der 
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Kräfte  PiPt,  fg-Pii  PtPf  I^iese  drei  Ebenen  Bchoeiden  danD  aus 
9nfft>Sa  tUe  Endpunkte  der  geeuchtea  Komponenten  P„  Fj,  Pg  aus. 
Diese  drei  Ebenen  sind  aber  aucb  die  drei  im  Endpunkt  B  von  R 
zusammenkommenden  Seiten  eines  Parallelepipedes,  dessen  eine  Haupt- 
diagonale die  Kraft  B  ist,  und  von  dem  drei  Kanten  in  die  gegebenen 
Wirkungslinien  5,,  j,,  g^  der  Kräfte  P,,  P,,  Pj,  follen.  Das  Ver- 
fahren läuft  somit  lediglicb  darauf  hinaus,  ein  Kräfteporallelepiped  zu 
konstruieren,  welches  R  zar  Diagonale  hat  und  von  dem  drei  Kanten 
in  g^,  g^,  g,  &llen.  Die  Zeichnung  wird  vereinfacht,  wenn  berück- 
sichtigt'  wird,  daß  nach  Bestimmung  der  einen  Komponente  der  drei 
Kräfl»  P^j  Pj,  Pj  die  beiden  anderen  sich  daraus  ergeben,  daB  das 
Kräftepolygon  aus  den  drei  Kräften  P,,  P„  Pg  die  gegebene  Kraft 
zur  Schlnßlinie  haben  moB.  Es  ist  somit  nur  eine  einzige  Ebene 
durch  den  Endpunkt  B  von  R  parallel  zu  zweien  der  Kräfte,  z.  B.  xa 
P,,  und  P,  zu  l^en.  Diese  Ebene  liefert  durch  ihren  Schnittpunkt 
mit  jTi  die  Kraft  P^,  während  sich  P,  und  P,  alsdann  leicht  durch 
YerroilBtändigung  des  KräftepoljgoneB  ergeben. 

Analytisch  durchgeführt  mit  Hilfe  des  Prituipes  der  virtudlen 
Verrüchingen  ist  die  Bedeutung  der  Methode  ron  0.  Uohr  wesent- 
lich darin  zu  suchen,  daß  bei  Einfithrung  der  virtuellen  Yerrückungen 
Fehler  vermieden  werden,  die  hei  EinfEthmng  des  Richtungskosiniu  leicht 
vorkommen.  Übrigens  kommt  die  Methode  von  0.  Mohr  erst  richtig 
ZOT-  Geltung  bei  dem  räamlicben  Fachwerke,  fOr  die  sie  auch  von 
0.  Hohr  gegeben  ist,  und  zwar  wenn  die  Zahl  der  unbekannten 
Komponenten  größer  ist  als  drei,  so  daß  sich  die  Unbekannten  nicht 
ohne  weiteres  bestimmen  lassen.  Es  können  dann  mit  Hilfe  dieser 
Methode  auf  rein  schematischer  Weise,  so  daß  alle  Zeichenfehler  aus- 
geschlossen sind,  zwei  der  unbekannten  Kräfte  eliminiert  werden  bzw. 
alle  Kräfte,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Zerlegung  einer  Kraß  in  mehr  als  drei  Komponenten. 
*  Die  Zerlegung  einer  Kraft  B  mit  dem  AngriBepunkt  A  in  mehr 
als  drei  Komponenten,  die  in  vorgeschriebenen,  durch  A  gehenden 
Wirkungslinien  liegen,  ist  abgesehen  von  dem  Fall,  daß  alle  Kräfte 
in  derselben  Ebene  E  li^en,  welche  die  Kraft  B  nicht  enthält,  stets 
dnrchfOhrhar,  sie  ist  jedoch  unendlich  vieldenbig.  Ist  die  Zahl  der 
Komponenten  gleich  n,  so  können  n  —  3  derselben  beliebig  gewählt 
werden,  die  drei  anderen  lassen  sich  dann  leicht  bestimmen. 

Häufig  kommt  es  vor,  daß  eine  Kraft  B  mit  dem  Angri^punkt  A 
in  n  Komponenten  zu  zerl^en  ist,   wobei   » —  1    derselben  in   der 
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nämlichen  Ebene  E  li^en,  welche  die  Kraft  R  nicht  enthält  In 
diesem  Fall  ist  die  n"  Kraft  eindeutig  bestimmhar,  während  die 
übrigen  Kräfte  unbestimmt  werden.  Würde  znr  Bestimmang  der  n'" 
Kraft  die  Mohrsche  Methode  verwandt,  so  müßte  die  virtuelle  Ver- 
rückung senkrecht  zur  Ebene  E  gewählt  werden. 

§  65.   Ziuammen«et2Tmg  von  Momenten. 

Das  Moment  einer  Kraft  P  fUr  eine  Achse  g  ist  bekanntlich 
gleich  dem  Momente  der  orthogonalen  Projektion  der  Kraft  P  auf 
eine  zur  Achse  g  senkrechte  Ebene  E  in  bezug  auf  den  Schnittpunkt 
Ton  g  mit  E  als  Drehpunkt.  Infolge  davon  läßt  sich  das  Moment 
einer  Kraft  P  sofort  angeben  für  den  Fall,  daß  die  Achse  g  senkrecht 
EU  einer  der  drei  Projektionsebenen  ist.  Ist  z.  B.  die  Achse  g  senk- 
recht zur  horizontalen  Projektionsebene,  so  kann  die  horizontale  Pro- 
jektionsebene als  diejenige  Ebene  E  angenommen  werden,  auf  wdche 
die  Kraft  F  zu  projizieren  ist.  Das  Moment  von  P  für  die  zur  hori- 
zontalen Projektionsebene  senkrechte  Achse  g  würde  demgemäß  gleich 
sein  dem  Momente  der  ersten  Projektion  P'  von  P  in  bezug  auf  den 
Schnittpunkt  der  Achse  g  mit  der  horizontalen  Projektionsebene  als 
Drehpunkt 

Handelt  es  sich  um  das  Moment  einer  Kraft  P  für  eine  beliebige 
Drehungsachse  j;,  so  könnte  in  der  Weise  verfahren  werden,  daß  eine 
zu  g  senkrechte  Ebene  E  konstruiert  and  auf  dieselbe  die  Kraft  P 
orthogonal  projiziert  wird,  somit  die  Endpunkte  derselben  durch 
Strahlen,  die  parallel  zu  g  sind.  Ist  Q  diese  Projektion  von  P,  so 
würde  das  Moment  von  P  für  g  als  Achse  sich  etgeben  aU  Moment 
von  Q  fQr  den  Schnittpunkt  von  E  mit  g  als  Drehpunkt  Dieses 
Moment  von  Q  läßt  sich  aber  leicht  durch  Umklappung  der  Ebeae  E 
finden. 

Wenn  auch  in  dieser  Weise  die  Bestimmut^  des  Momentes  bei 
Verwendung  der  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  keine  Schwie- 
rigkeiten bereitet,  so  ist  doch  dieses  Verfahren  infolge  der  vonn- 
nehmenden  Umklappung,  durch  welche  leicht  ein  Fehler  betOghch 
des  Drehungssi ones  des  Momentes  entsteht,  nicht  zu  empfehlen. 

Zweckmäßiger  ist  es,  auf  der  Drehungsachse  g  einen  behebigea 
Punkt  A  anzunehmen  und  zunächst  die  Momente  fQr  drei  ni  da) 
Projektionsebenen  senkrechte  und  durch  A  gehende  Achsen  ^,,  g%,  9i 
zu  bestimmen.  Diese  drei  Drehmomente  ergeben  sich  als  Drehmo- 
mente der  drei  Projektionen  P',  ^",  P'"  von  P  für  die  drei  Pro- 
jektionen  A',  A",  A'"  des  Punktes  A  als   Drehpunkt     Dann  sind 
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diese  drei  Momente  auf  denselben  Hebelann  h  zn  bringen  und  die 
drei  reduzierten  Momente  m^,  m„  m,  auf  den  drei  Acbsen  g^,  g^,  g^ 
vom  Paukte  Ä  ans  so  anfzatragen,  daß  die  durch  A  senkrecht  zn 
den  Achsen  g^,  g^,  g^  bzw.  parallel  zu  den  Projektionsebenen  gelegten 
Ebenen  ron  den  Endpunkten  der  anf  den  Achsen  aufgetragenen  redn- 
zierten  Momente  im  positiven  Sinne  gedreht  erB<^einen.  Das  Moment 
f^  die  Achse  g  ergibt  sich,  auch  auf  den  Hebelarm  h  gebracht,  indem 
diese  drei  aufgetn^enen  Strecken  m^,  »>,,  m,  orthogonal  auf  g  pro- 
jiziert und  addiert  werden.  Statt  dessen  kann  auch  zunächst  die  von 
A  aasgehende  Hanptdiagonale  des  Farallelepides  mit  den  Kanten,  m, , 
ffif,  Mg  bestimmt  werden.  Da  durch  diese  Diagonale  das  Maximal- 
moment and  die  Linie  des  größten  Momentes  fOr  den  Punkt  A 
bestimmt  ist,  so  ergibt  sieb  ans  derselben  das  Moment  für  die 
Achse  g  durch  eine  orthogonale  Projektion  auf  g.  Das  letztere 
Verfahren  wird  jedenfalls  vorzuziehen  sein,  wenn  es  sich  nicht 
nur  am  das  Moment  von  f  fQr  die  eine  Achse  g,  sondern  um  die 
Momente  fQr  mehrere  durch  denselben  Funkt  A  gehende  Achsen 
handelt. 

Ist  fOr  eine  beliebig  liegende  Achse  g  die  Summe  aus  den  Mo- 
menten einer  ganzen  Reihe  von  Kräften  zu  finden,  so  ist  es  nicht 
vorteilhaft,  fOr  jeder  der  Kräfte  fQr  sich  das  Moment  für  die  Achse  g 
zu  finden  und  alle  diese  Momente  zu  addieren,  oder  auch  für 
jede  Kraft  F,  die  durch  einen  Punkt  A  von  g  gehende  Linie 
des  größten  Momemtes  und  das  Mazimalmoment  zu  bestimmen  und 
die  Addition  der  Momente  mit  dem  ScUee  vom  Momentenpolggon  durch- 
zofQhrea. 

Zweckmäßiger  ist  es,  zunächst  die  Summe  der  Momente  za  er- 
mitteln für  drei  za  den  Projektionsebenen  senkrechte  Achsen  g^,  g^,  (/,, 
die  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  A  der  Achse  g  gehen. 
Diese  Momentensummen  der  Kräfte  ffir  die  drei  Achsen  g^,  g,,  g, 
sind  gleich  den  Summen  aus  den  Momenten  der  ersten,  zweiten  und 
dritten  Projektionen  der  Kiäfte  P,  für  die  betreffende  Projektion  des 
Punktes  A  als  Drehpunkt.  Es  lassen  sich  daher  diese  Momenten- 
summen in  den  drei  Projektionsebenen  nach  den  filr  das  ebene  Eräfte- 
system  hergeleiteten  Metboden  bestimmen.  Nachdem  so  die  Summen 
der  Momente  fSr  die  Achsen  g^,  g^,  g^  gefunden  sind,  ergibt  sich  das 
resultierende  Moment  für  die  Achse  g  in  derselben  Weise  wie  oben 
das  Moment  ftir  die  Achse  g  bei  einer  einzigen  Kraft  aus  den  Mo- 
menten f&r  die  drei  Achsen  g^,  g^,  g^  erhalten  ist 
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§  66.    Ziuanuneiuetiiuig  von  E^Aftepaaren. 

Von  Cnlmann  wird  die  ZuBommensetzung  von  Kräftepaaran  in 
verBchiedaaen  Ebenen  durch  unmittelbare  Anwendung  des  Sattes  vom 
Achaenpolygon  darchgefllbrt;. 

FOr  jedes  einzelne  Kräftepsar  wird,  indem  derselbe  Punkt  0  für 
alle  Ki^ftepaare  als  Anfangspunkt  genommen  wird,  die  Achse  kon- 
struiert und  auf  derselben  das  auf  den  nämlichen  Hebelarm  h  ge- 
bracht« Moment  in  der  durch  den  Drehongssinn  des  Eräftepaares  be- 
stimmten Richtung  TOn  0  aus  aufgetragen. 

Um  das  reduzierte  Moment  des  Kmftepaares  zu  erhalten,  sei 
dessen  Ebene  in  die  horizontale  Projektionsebene  geklappt  nud  das 
Parallelc^ramm  mit  dem  Inhalt  f,  das  durch  die  beiden  Kräfte  des 
Kräftepaares  als  Seiten  bestimmt  ist,  auf  eine  Höhe  h  gebracht: 

f^mk. 
Dann  würde  die  sich  ergebende  Grundlinie  m  desselben  das  auf  den 
Hebelarm   h  gebrachte   Moment   liefern,  und   diese   Strecke   m  wäre 
auf  der  Achse   des   Kräftepaares  von   0   aus   an&utrsgen.     Die   hier 
angenommene  ümklappnng  kann  jedoch  leicht  vermieden  werden. 

Es  sei  mit  a  der  Neigungswinkel  der  Achse  des  Eräftepaares 
mit  einer  der  Projektionsebenen,  z.  B.  der  horizontalen  beseichnet 
Dann  ist  • 

f,  —  feoa  a 
der  Inhalt   der   Projektioa  des  durch  die  beiden  Kräfte  des   Kräfte- 
paares bestimmten  Parallelogrammes  auf  die  horizontale  Projektione- 
ebene.    Andererseits  ist 

die  Projektion  des  auf  der  Achse  des  Kräftepaares  aufgetr^enen  re- 
duzierten Momentes  ebenfalls  auf  die  horizontale  Projektionsebene. 
DaraoB  folgt: 

f,  =•=  mh  cos  a 
oder 

f,  -  m,h. 

Nun  ist  aber  auch  /*,  der  Inhalt  des  Paralletogrammea,  das  in 
der  horizontalen  Projektionsebene  durch  die  beiden  Projektionen  der 
Kräfte  des  Kräftepaares  bestimmt  ist.  Um  m,  zu  erhalten,  ist  es 
daher  nur  nötig,  dieses  Parallelogramm  auf  die  H5he  h  zu  bringen. 
Ist  so  ffl,  als  Grundlinie  desselben  gefunden,  so  vOrde  m,  auf  der 
durch  die  vertikale  Projektion  0"  von  0  gehenden  Vertikalen  von  0" 
aus  auftragen  sein.  Durch  den  Endpunkt  der  so  erhaltenen  Strecke 
ist  dann  auch  der  auf  der  nämlichen  Horizontalen  li^nde  Endpunkt 
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der  zweiten  Projektion  des  anf  der  Achse  g  aufzutragenden  redu- 
ziertea  Momentes  und  damit  diese  anf  der  Achse  g  li^ende  Strecke 
ffl  selbst  darch  ihre  vertikale  Projektion  gegeben. 

Sind  auf  diese  Weise  für  sämtliche  Kräftepaare  diese  reduzierten 
Momente  «i  gefunden  nnd  auf  den  dnrch  0  gebenden  Achsen  der 
Kräftepaare  aufgetragen  bzw.  die  Projektionen  dieser  aufgetragenen 
Strecken  bestimml^  so  würde  nach  dem  Säte  vom  Achaenpolygon  aus 
allen  diesen  aufgetragenen  Strecken  der  Polygonzug  zu  konstruieren 
sein.  Die  Schlnfilioie  desselben  bestimmt  dann  das  resultierende 
Ktäflepaar,  und  zwar  liegt  dasselbe  in  einer  za  dieser  Schlußlinie 
senkrechten  Ebene,  während  das  Moment  desselben  gleich  ist  dem 
Produkte  ans  der  Länge  der  Sohlußlinie  und  der  gewählten  Strecke  h. 
Der  Drebungssinu  des  resultierenden  Kräftepaares  ist  hierbei  dadurch 
bestimmt,  daß,  sobald  die  Ebene  des  Kiäftepaares  durch  0  gelegt 
wird,  diese  Ebene  Tom  Endpunkt  der  Schlußlinie  des  Achseupolygones 
aus  gesehen  einen  positiven  Drehungssinn  haben  muß. 

Beim  Zeichnen  des  Achsenpolygones  ist  es  natürlich  notwendig, 
die  Projektionen  desselben  zu  finden.  Die  vertikale  Projektion  aber 
ergibt  sich  unmittelbar,  indem  aus  den  gefundenen  und  auf  den  ver- 
tikalen Projektionen  g"  der  Achsen  erhaltenen  Strecken  der  Poly- 
gonzug gezeichnet  wird.  Nachdem  die  vertikale  Projektion  des  Ächsen- 
potygones  gefunden  ist,  können  aus  derselben  die  anderen  Projektionen 
sofort  abgeleitet  werden,  da  die  anderen  beiden  Projektionen  der 
Achsen  der  Kräftepaare  gegeben  sind. 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  Aea  resultierenden  Kräftepaares 
ist  umständlich,  da  sie  die  Konstruktion  der  Achsen  sämtlicher  Kräfte- 
paare  erfordert. 

Zweckmäßiger  und  rascher  wird  das  resultierende  Kräftepaar  er- 
halten, wenn,  wie  dieses  von  J.  Bauschinger  geschieht,  das  Zeichnen 
des  Achsenpolygones  umgangen  wird,  indem  zunächst  sämtliche  Eräfte- 
paare  in  drei  Kräftepaare  in  den  drei  Projektionsebenen  zerlegt  und 
dann  die  sioh  in  derselben  Projektionsebene  ei^ebenden  Kräftepaare 
zusammengesetzt  werden.*) 

Jedes  Kräftepaar  liefert  bei  Zerlegung  in  den  Projektionsebenen 
drei  Kiäftepaare,  die  durch  die  Projektionen  der  beiden  Kräfte  des 
Kiäftepaares  bestimmt  sind. 

Es  seien  Pj  und  P,  die  beiden  das  Kräftepaar  bildenden  Kräfte, 


1)  J.  BHuichinger,  „Elemente  der  giaphiBchen  Statik",  Manchen  (1S11) 
p.  66. 
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BOvifl  Pj'P,"Pi"'  und  P,'P,"P,"'   deren  Projektionen.     Dann  ergibt 
eich  bei  Zerl^ang: 

io  der  horizontslen  Projektionseben«  das  Eräftepsar  Pi'P|', 

in  der  vertikalen  Frojektiooeebene  das  Etüftepaar  P^'P^", 

in  der  Seitenebene  das  Kräftepaar  Pj"'P,"'. 
Diese  drei  Eräftepaare  sind  somit  dnrcb  die  Projektionen  der  Kräfte 
von  Tomherein  gegeben. 

Da  nun  das  Moment  eines  Kräftepaarea  in  einer  Ebene  E  gleich 
der  Summe  der  Drebmomente  ist  der  beiden  Kräfte  des  Kräßepaares 
fllr  einen  beliebigen  Punkt  tou  E  als  Drehpunkt,  so  ist  es,  um  das 
Moment  des  resultierenden  Kräftepasres  in  einer  Projektionsebene  zu 
erbalten,  nur  erforderlicb,  für  einen  beliebigen  Drehpunkt  0  in  £  die 
Snmmft  der  Momente  sämtlicher  die  Kräftepaare  bildenden  Kräfte  zu 
finden.  Wird  dieser  Drehpunkt  0  im  Schnittpunkt  der  drei  Pro- 
jektionsebenen angenommen,  so  vilrden  nach  einer  der  für  das  ebene 
Kräftesystem  gegebenen  Methoden  die  Momentensummen  M^,  M^,M, 
der  ersten,  der  zweiten  und  der  dritten  Projektionen  rämilicher  Kräfte, 
welche  die  Kräftepaare  bilden,  zu  finden  sein. 

Da  die  Momente  M^,  M^,  M,  auf  denselben  Hebelarm  h  gebracht 
werden  milesen,  so  ist,  falls  die  erste  Gulmannsche  Methode  des 
§  4  bei  der  Beatimmung  der  Momentensummen  verwandt  werden  soll, 
derselbe  um  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radins  h  geschlagene  Kreis 
für  die  Momentenbestimmung  in  allen  drei  Projektionsebenen  zu  be- 
Dutzen.  Sollen  dagegen  die  Momentensummen  durch  Seilpolygone 
ermittelt  werden,  die  iiir  die  ersten,  die  zweiten  und  dritten  Pro- 
jektionen der  Kräfte  in  den  Projektionsebenen  gezeichnet  werden,  so 
ist  es  nur  erforderlich  die  drei  Polabstände  sämtlich  gleich  h  sn 
wählen,  wodurch  sich  diese  Momente  anf  denselben  Hebelarm,  bzw. 
auf  dieselbe  Basis  h  gebracht  ergeben. 

Bei  der  Bestimmung  der  Momentensummen  M^,  M^,  M,  kaon 
noch  eine  Vereinfachung  erzielt  werden,  indem  zunächst  rämtliche 
Kräftepaare  in  den  Projektionsebenen  so  parallel  Terscboben  werden, 
dafi  je  eine  Kraft  durch  den  Punkt  0  geht.  Infolge  daron  wird 
diese  Kraft  keinen  Beitrag  zum  Momente  liefern. 

Sind  f»^,  Wy,  m,  die  drei  gefundenen  reduzierten  Momente,  ist  also 
M^  -  m,Ä, 

M=mh, 
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BO  siad  diese  Strecken  m,,  m^,  m,  vom  Nnllpankt  0  aus  auf  den 
drei  Kooidinatenaclisen  in  einer  eolchen  Riditung  aufzntr^en,  daß 
von  den  Endpankten  der  aafgetragenen  Streoken  aus  betrachtet  die 
drei  reBultierenden  Ki^ftepaare  in  den  Projektionsebenen  positiven 
Drebungssinn  haben.  Die  von  0  ansgehende  Hauptdi^onale  des 
ParsUelepipedes  mit  den  Kanten  m,,  m^,  m,  bestimmt  dann  daB  ge- 
suchte resultierende  Kiäftepaar. 

Zur  Bestimmnng  des  resnltierenden  Kräftepaares  sind  dieselben 
Konstruktionen  durchzufahren,  wie  bei  der  Bestimmung  des  maximalen 
Momentes  und  der  Linie  des  größten  Momentes  für  einen  Punkt  0. 

g  67.    ZusammenBetsang  von  Kräften  mit  veraohledenen 


Die  graphische  Zusammensetzung  von  Kräften  im  Kaum  mit  ver- 
schiedenen Angrifipunkten  ist  schon  von  Cnlmann  gedanklich  in 
dwselhen  Weise  wie   die  analytische  Zusammensetznng  darchgefUhrt. 

Es  seien  sämtliche  Kräfte  P^  nach  demselben  Punkte  A  parallel 
verschoben.  Daon  tritt  an  die  Stelle  jeder  Kraft  P^  die  nach  A 
parallel  verschobene  Kraft  P^  und  ein  Kräftepaar,  das  dnrch  die  ge- 
gebene Kraft  Pf  Dud  durch  eine  zweite  in  A  angreifende  Kraft  von 
derselben  GrSBe  wie  P^  aber  entg^engesetzter  Richtung  gebildet  ist. 

Alle  die  nach  A  verschobenen  Kräfte  vereinigen  sieb  zn  einer 
einzigen  in  A  angreifenden  Kraft  R,  die  Kräftepaare  zu  einem  einzigen 
Kräftepaar  mit  einem  Momente  M.  Das  räumliche  Kröftesystem  ist 
so  auf  die  in  A  angreifende  Kraft  R  und  auf  das  resultierende  Kräfte- 
paar M  znrückgefQhrt. 

Bei  AusfOhrung  dieser  Konstruktionen  ist  es  zweckmäßig,  den 
Punkt  A,  nach  welchem  sämtliche  Kräfte  verschoben  werden,  in  dem 
Schnittpankt  0  der  drei  Projektionsebenen  anzunehmen.  Um  die 
Resultante  R  der  nach  0  verschobenen  Kräfte  zu  erhalten,  seien  die 
Kräftepolygone  in  den  drei  Projektionsebenen  aus  den  Projektionen  der 
Kräfte  gezeichnet.  Wird  hierbei  der  Punkt  0  als  der  Anfangspunkt 
dieser  Krsffcepolygone  eingeführt,  so  stellen  die  drei  erhaltenen  Schluß- 
linieo  schon  die  Projektionen  R,  R",  R"  von  R  dar.  Ist  der  Punkt  0  da- 
gegen nicht  der  Anfangspunkt  der  Kntftepolygone,  so  müßten  die  drei 
erhaltenen  Schluflliniea  noch  parallel  nach  dem  Punkte  0  verschoben 
werden,  damit  sich  die  Projektionen  von  R  ergeben.  Allerdings  ist 
die   Kraft  R,  da  deren  Angriffspunkt  bekannt  ist,  schon   dnrch   die 


1)  J.  BanBchinger,  „Elemente  d.  graph.  Statik"  Manchen  (1871)  p.  M. 
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Schlußlinien  tou  zweien  der  Eräfbepol^gone  g^eben.  Wenn  daher 
auf  die  EontroUe,  welche  daa  dritte  Ersftepolygoa  liefert,  veniditet 
wird,  BO  kann  das  Zeichen  deeeelben  vermieden  werden,  &lla  die 
YerwendnDg  dieses  Eräftepolygones  für  die  Momentenbestimmang  nicht 
erforderlicli  ist 

Um  dann  die  EräfUpaare  zn  einem  einzigen  Eräftepaar  zn  Ter- 
einigen,  kdanen  die  Methoden  von  g  66  bzw.  g  65  zur  Verwendang 


gelangen.  Am  zweckmäßigsten  ist  es  hierbei,  nach  Bauscbingef 
die  Sommen  der  Drehmomente  der  ersten,  zweiten  tmd  dritten  Pro- 
jektionen der  Eiäfte  für  den  Punkt  0  zu  finden.  Dnnh  dieeetben 
sind  drei  Eräftepaare  in  den  Projektionsebenen  bestimmt,  die  liui 
dann  nach  dem  Satg  Tom  A«heenparallelepiped  zu  dem  gwaobten 
Eräftepaar  Tereinigen. 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  200  die  graphische  Znaammeoietnuif^ 
D,:i_  I  .CoOqIc 
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dnrchgefaliTt  für  drei  Kräfl«  P^,  P,,P,.  Die  Kräfte  li^en  in  i^i 
Qendoa  fff,  g,,  g,,  deren  Projektionen  sind  g^  g^"  g^",  9%  9t"  9%'", 
9%  9a"  9s  "■  ^°  Größen  nnd  Richtangssinne  der  Kräfte  sind  aus  den 
gezeichneten  Eräftepolygonen  zn  erkennen.  Die  Eiäftepoljgone  in 
den  drei  Projektionsebenen  sind  mit  01'2'3',  01"2"3",  01"'2"'3"' 
bezeichnet.  Der  Punkt  0  ist  hierbei  znm  Anfangspunkt  der  drei 
Eräftepoljgone  gewählt.  Die  drei  Projektionen  K,  R',  R"  der  sich 
ergebenden  resultierenden  and  in  0  angreifenden  Kraft  B  siud  die 
drei  Schlnfilinien  dieser  Kräftepoljgone,  and  zwar 

R'  -  Ö3',      S"  -  ÖS",      R"  -  ÖT'. 

Um  die  Drehmomente  fBr  die  drei  Koordinatenachsen  zu  erhalten, 
sind  wie  bei  Bauschinger  fSr  die  ersten,  zweiten  und  dritten  Projek- 
tionen der  Kräfte  die  Seilpolygone  gezeichnet,  wobei  die  schon  er- 
haltenen Kräft^toljgone  zur  Verwendung  gelangen.  Die  Punkte 
0^,  Of,  Oi  sind  die  Pole  der  drei  Kräftepolygone.  Dieselben  sind  in 
der  luimlichen  Entfernung  h  von  den  drei  Schlußlinien  03',  03",  03"' 
gewählt,  damit  sich  die  Momente  auf  den  nämlichen  Hebelarm  h 
reduziert  e^eb^i.  Beim  Zeichnen  der  Seilpolygone  ist  ea  so  ein- 
gerichtet, daß  die  erste  Seite  jedes  Seilpolygones  durch  den  Punkt  0 
geht.  Die  letzten  Seiten  dieser  Seilpolygone  schneiden  ans  den  durch 
den  Punkt  0  zu  den  drei  Resultanten  der  Projektionen  gezogenen 
Parallelen  bzw.  aus  den  Oeraden,  in  welche  die  drei  Schlußlinien  der 
drei  Eräftepolygone  &llen,  die  drei  Punkte  A,  B,  C  aus.  Die  drei 
Momente  fOr  die  drei  Koordinatenachsen  x,  y,  e  erhalten  somit,  ab- 
gesehen vom  Drehungssiun,  die  Werte 

OA-h,        OB-h,        OC.h. 

Um  den  Drehungsiinn  der  Moment«  festzustellen,  z.  B.  den 
Drebungssinn  des  Drehmomentes  um  die  «-Achse  des  Eoordinatessyatems, 
iflt  es  nar  erforderlich,  sidi  die  positive  Seite  der  ^Achse  aufgerichtet 
zu  denken,  so  daß  das  die  Zeichnung  betrachtende  Auge  in  einen 
Paukt  der  positiven  «-Achse  AJlt  Ist  dann  die  Resultante  der  Kräfte 
in  der  «  —  0  Ilbene  einskizziert,  so  wird  das  reduzierte  Moment  auf 
der  positiven  oder  auf  der  negativen  Seite  der  je-Achee  aufzutragen 
sein,  je  nachdem  die  Drehnng  dieser  Resultante  für  0  als  Drehpunkt 
sich  als  eine  positive  oder  negative  erweist. 

In  dieser  Weise  hat  sich  in  Fig.  200  ergeben,  daß  die  Strecke 
OA  -  OA, 
auf    der   n^^tiven    Seite   der  a^Achse  au&utragen   ist,   d^egen    die 
Strecken 
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OB^OB^,        OC-OC\ 
auf  den  poBitiveii  Seilea  der  y-  imd  ^Äefaee. 

Aus  den  drei  Strecken  0^,,  OBy,  OC^  als  Kanten  ist  in  Fig.  200 
die  Diagonale  des  Parallelepipedes  beatimmt  Die  Projektionen  der- 
Belben  sind  mit  m',  m",  m'"  bezeichnet.  Durch  diese  Diagonale  ist  die 
Achse  und  das  Moment  des  resultierenden  Kräftepaar  es  beetiinnit. 
Das  Moment  des  resultierenden  Kräftepaares  ist  gleich  der  Länge  der 
Diagonalen  mal  der  Strecke  h,  die  Ebene  E  des  Kräftepaares  kann 
durch  den  Punkt  0  senkrecht  zur  Diagonalen  gelegt  werden  and  der 
DrehuDgssinn  ergibt  sich  daraus,  daß  die  Ebene  E  vom  Endpunkt  der 
Diagonalen  aas  betrachtet  positiv  gedreht  erscheinen  muß. 

Bei  dieser  Art  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  des  rmttniichen 
Kräfieaysteme»  ist  das  Zeidmen  von  drei  Kräfte-  und  Seäpolygoiten  er- 
forderlieh. Ans  der  Zeichnung  läßt  sich  diuin  sofort  erkennen,  welcher 
der  in  §  60  untersuchten  Fälle  auftritt: 

Sind  die  drei  Eräftepolygone  offen  oder  wenigstens  nicht  alle 
geschlossen  sowie  wenigstens  eine  der  Strecken  OA,  OB,  OC  von 
Xull  verachieden  und  steht  außerdem  die  Achse  des  KräftepaareB 
nicht  senkrecht  auf  B  (bzw.  die  Gerade  mit  den  Projektionen  m',  m",  m"' 
nicht  senkrecht  auf  der  mit  den  Projektionen  R',  R',  K"),  so  ist  nar 
eine  ZurQckf&hrung  des  Kräftesystemes  auf  eine  Kraft  nnd  ein  Kräfte- 
paar möglich. 

Sind  die  Kräftepolygone  offen  sowie  die  Strecken  OA,  OB,  OC 
von  Null  Terschieden,  steht  aber  die  Oersde  m',  m",  ml"  senkrecht 
auf  derjenigen  Geraden,  deren  Projektionen  in  die  Schlaßlinien  der 
Kräftepolygone  fallen,  so  ergibt  sich  ein  Kräftepaar,  das  mit  der  er- 
haltenen Kraft  B.  in  einer  Ebene  liegt  und  sich  mit  B  zu  einer  ein- 
zigen Kraft  vereinigt.  Insbesondere  tritt  dieser  Fall  auf,  wenn  die 
Punkte  A,B,C  '\^  den  Punkt  0  fallen.  Dann  würde  sich  das  Eräfte- 
system  auf  eine  einzige  in  0  angreifende  Kraft  B  zurückfahren  lassen, 
deren  Projektionen  die  vom  Punkte  0  ausgehenden  SchloßUnien  der 
drei  Kräftepolygone  sind. 

Sind  die  drei  Kräftepolygone  geschlossen,  die  Seilpolygone  oder 
wenigstens  eines  derselben  offen,  also  die  äußersten  Seiten  desselben 
parallel,  so  läßt  sich  das  Kräftesystem  auf  ein  einziges  Kräftepaar 
zorlickführen. 

Soll  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  so  mflsien  die  drei  KriAe- 
und  Seilpolygone  geschlossen  sein.  Es  folgt  daher  der  Satz  von 
Bauschinger: 

Kräfte  im   Baum  mit  verschiedenen  Angriffspankten   stdten  im 
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GlächgewidU,  wenn  die  drei  Kräfte-  und  Seüpolygone  für  die  ersten, 
euxUen  vnd  dritten  PrcgekHonen  der  Kräfte  geschlossen  sind. 

Dieser  Satz  ist  übrigeuB  Bchon  eine  immittelbare  Folge  des 
Sätzen,  nach  welchem  die  Projektionen  eines  jeden  räumlichen  Gleich- 
gewichtssystemes  auf  die  drei  Koordinatenebenen  wieder  Gleichge- 
wich tssjBteme  bilden. 

§  68.    Weitere  Kethoden  fOr  die  gr^hisohe  ZuBanunennetzung 
Ton  Kräften. 

Um  das  räumliche  Kräftesystem  anch  auf  zwei  sieb  kreuzende 
Kräile  zurCtckziiitlhren,  stellt  sich  Calmann  die  Au%abe,  das  räum- 
liche Kräftesystem  zu  ersetzen  durch  zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine 
durch  einen  gegebenen  Punkt  A  geht,  während  die  andere  in  einer 
Torgeschriebenen  Ebene  E  liegt. 

Die  Wirkungslinie  einer  jeden  der  gegebenen  Kräfte  P^  sei  zum 
Schnitt  mit  der  Ebene  E  gebracht  und  die  Kraft  P^  nach  diesem 
Schnittpunkt  Sf  verschoben.  Dann  läßt  sich  die  Ki&fi  P^  zerl^en 
in  zwei  Komponenten,  von  denen  die  eine  Qf  in  der  Linie  BfA  liegt, 
also  nach  A  Terscbobeo  werden  kann,  während  die  zweite  L^  sich  in 
der  Ebene  E  befindet,  nnd  zwar  in  der  Schnittlinie  dieser  Ebene  E 
mit  der  durch  A  und  die  Kraft  Pj  bestimmten  Ebene  (Fig.  201). 

Sind  in  dieser  Weise  rämtlicbe  Kräfte  P,  in  Komponenten  Q,-, 
die  in  A  angreifen,  zerlegt  und  in  Komponenten  L^  in  der  Ebene  E, 
so  lasaeu  sieb  die  Kräfte  Q^  durch  zwei  bzw.  drei  Kräftepolygone 
in  den  Projektionsebenen   zn  einer  in  A 

angreifenden  Kraft  i^  vereinigen;  die  in     ^  / 

E  liegenden  Kräfte  L,  zu  einer  einzigen       \  '  /^ 

Kraft  B,,  die  in  der  Ebene  E  sich  be-         V4  / 

findet     Das    Kräftesystem  ist  aoinit  tat-  ,. j' 

sächlich  auf  eine  in  A  angreifende  Kraft  \  /   \ 

B,   and  eine  Kraft  Pj   in   der  Ebene  E         j       \*-  A     'x       7 

znrfickgefOhrt    Die  Znaammensetzung  der        /  VL. b. *.    / 

Kräfte  L,  zu  der  Kraft  Ü,   kann   hierbei  E  '  1 

durch   Kräfte-   und  Seilpolygon   erfolgen, 
and  zwar  genügt  ea,  die  Konstruktion  in 

einer  der  Projektionaebenen  mit  den  Projektionen  der  Kräfte  L^  durch- 
zufahren. Die  sich  so  in  der  betreffenden  Projektionsebene  ergebende 
Besoltaate  wird  die  eine  Projektion  von  P,  sein,  wodurch  P|  be- 
stimmt ist,  da  Ü,  in  der  Ebene  E  liegen  muß. 

Am  einfacbsteu  gestaltet  eich  das  Verfahren,  wenn  die  Ebene  E 

Henneberg,  OnphUche  SUHk.  26  ,-.  , 
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unmittelbar  ab  die  eine  ProjektioDBebene  angenommen  wird.  Ist 
z.  B.  die  Ebene  £^  als  die  Horizontale  Projektionsebene  Toransgeaetzt^ 
BO  iat  der  Punkt  Bf  der  Durchatoßpunkt  der  WirkungBÜnie  der  Kraft  P^ 
mit  der  korizontalen  Projektionsebene  und  die  Kraß;  L^  liegt  in  der 
hurizontalen  Spur  der  Ebene  ÄF^. 

Sind  die  beiden  Kräfte  if,  und  S^  gefunden,  bo  ergibt  der  Schnitt- 
punkt der  Wirkungslime  der  Kraft  R^  mit  der  Ebene  E  den  Null- 
punkt der  Ebene  E.  Andererseits  wird  die  Ebene  jlüj  die  Null- 
ebene  des  Punktes  Ä  sein. 

In  dem  besonderen  Falle,  in  dem  bei  der  ZaBammenaetzung  der  in 
der  Ebene  E  liegenden  Kiilfte  Lf  durch  Kräfte-  und  Seilpoljgon  das 
Kiättepoljgon  sich  als  geschloaaen,  das  Seilpolygon  dagegen  als  oBen 
erweist,  tritt  an  die  Stelle  der  Kraft  Sj  ein  in  der  Ebene  E  liegendea 
Kräftepaar. 

SoU  daa  röumlidie  Kräftesystem  anf  eine  einzige  Kraft  znrQck- 
fUhrbar  sein,  so  mflssen  entweder  die  durch  Ä  gehenden  Kraft«  Q, 
oder  die  in  E  liegenden  Kräfte  L,  im  Gleichgewicht  stehen,  oder  es 
muß  die  Resultante  i^  der  Kräfte  Lf  durch  den  Schnittpunkt  der 
Wirkm^pdinie  der  Kraft  ü,  mit  der  Ebene  E  gehen,  so  daß  die  beiden 
Kräfte  i2j  und  ifj  zu  einer  einzigen  Kraft  vereinigt  werden  kSnnen. 

SoU  das  räumliche  Kräftesystem  ein  Oleid^^wichiasystem  bilden, 
BO  müBsen  die  Kräfte  Q,  und  die  Kräfte  L^  f&r  sich  im  Oleidgewicht 
stehen.  Da  zur  Bestimmung  der  Resnltant«  E^  der  in  A  angreifienden 
Kräfte  Q{  schon  zwei  Kräftepoljgone  in  den  ProJektionsebeneD  ge- 
nügen, di^^^n  fOr  die  Resultante  R,  der  Kräfte  L,  ein  Kräfte-  und 
ein  Seilpoljgon  erforderlich  sind,  so  wird  Gleichgewi^  voHianden  sein, 
wenn  drei  Kräfte-  und  ein  Seilpolygon  ges^Uossen  sind. 

Da  sich  nach  g  62  das  räumliche  Kräftesystem  auf  unendlich 
viele  Arten  auf  zwei  sieh  kreuzende  Kräfte  zurückfahren  läßt,  wobei 
die  Wirkongslinie  der  einen  der  beiden  Kräfte  beliebig  gewählt 
werden  darf,  so  kann  die  Aufgabe  gestellt  werden,  ein  g^ebenea 
Kräftesystem  zu  ersetzen  durch  zwei  Kräfte  S  und  S',  wobei  die  eine 
Kraft  z.  B.  8  in  einer  Torgeschriebenen  Geraden  g  ü^gt- 

Um  diese  Aufgabe  nach  der  vorstehenden  Gulmannschen  Me- 
thode zn  lösen,  sei  der  Punkt  A  auf  g  angenommen  und  so  das 
Kräftesystem  zunächst  auf  eine  Kraft  i^  durch  A  und  auf  eine  zweile 
Kraft  Rj  in  einer  gewählten  Ebene  E  zurQckgefllhrt  Wird  dann 
durch  if,  und  g  eine  Ebene  E^  gelegt,  welche  die  Wirkungslinie  von 
S,  in  einem  Punkte  B  schneidet,  so  kann  die  Kraft  R^  zerlegt  werdcai 
in  eine  Kraft  iS  in  ^  und  in  eine  zweite  Kraft  ^,  in  der  Linie  AD. 
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Durcb  Zasammeuaetzang  der  beiden  in  D  angreifenden  Kräfte  i^ 
und  iS,  ergibt  sich  dann  die  Kraft  8'.  Die  Wirknngslinie  von  S' 
wird  die  zo  g  im  Kollsjstem  koujngierte  Gerade  g'  sein. 

Ein  spezieller  Fall  der  Cnlmannschen  Methode  ergibt  sich, 
wenn  der  Fnnkt  A,  der,  abgesehen  dsvoo,  daß  er  nicht  anf  der  Ebene  E 
angenommen  werden  darf,  beliebig  wählbar  ist,  anendlich  fem  ange- 
nommen wird.  Dann  wflrden  die  Kräfte  Q^  paraUel  werden  nnd  das 
Kräftesjstem  wäre  znrückgeffihrt  auf  ein  System  von  parallelen 
Eriiften  Q,-,  die  sich  zu  einer  denselben  parallele  Kraft  £,  vereinigen 
lassen,  und  auf  ein  ebenes  Kräftesjstem  der  Kräfte  Li  in  der  Ebene  E, 
durch  dessen  Zusammensetzung  sich  eine  zweite  Kraft  B^  ia  E  ergibt. 

Wird  insbesondere  der  Punkt  A  als  der  unendlich  ferne  Funkt 
der  «-Achse,  die  Ebene  £  als  die  Ebene  g  —  0  gewählt,  so  wQrde 
damit  das  Kräfte^stem  zurflckgefQhrt  sein  auf  ein  System  von  par- 
allelen vertikalen  Kräften  und  auf  ein  System  von  Kräften  in  der 
horizontalen  Projektionsebene.  Bei  der  Zasammensetzung  eines  räum- 
lichen Systemes  von  parallelen  Kräften  treten  aber  wesentliche  Ver- 
ein^hungen  ein  (siehe  §  70). 

Übrigens  kann  die  Zurückfdhmng  eines  räumlichen  Kräftesystemes 
aof  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  oder  auf  zwei  sich  kreuzende 
Kräfte  in  der  mannigfaltigsten  Weise  erfolgen'),  wie  ja  auch  das  ebene 
Kräftesystem  in  ganz  v«rschiedener  Art  zusammengesetzt  werden  darf. 

Da  jede  Kraft  im  Raum  sich  zerlegen  läßt  in  drei  Komponenten, 
welche  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  A,  B,  C  gehen  (siehe  §  64), 
so  li^^  es  z.  B.  nahe,  sämtliche  Kräfte  zunächst  in  je  drei  Kräfte  zu 
zerlegen,  die  durch  drei  angenommene  und  zweckmäßig  gewählte 
Punkte  A,  B,  C  gehen.  Durch  Zusammensetzung  ei^ben  sich  drei 
resnlüerende  Kräfte  jR,,  i^,  üg  mit  den  Angriffspunkten  A,  B,  C, 
die  sich  dann  weiter  leicht  auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  oder  eine 
Kraft  und  ein  Kräftepaar  zurückfuhren  lassen. 

Mdho^e  der  Seitpyramide. 
Die  von  A.  Levy*)   herrührende  nnd  von  F.  Steiner")   weiter 
ausgearbeitete  Methode  der  Seilpyramide  ist  entstanden  aus  dem  Be- 

1)  Ein  weiteiei  giapbisobes  Verfahren  für  die  Zurückfßhrung  einsB  r&mn- 
liehen  Kräftetjatemes  »nf  swei  eich  kreuzende  Kraft«  bat  F.  Znohetti  gegeben: 
Torino,  Atti  12  (1ST7)  p.  41.  Mit  der  Frage,  welche  Methode  die  bequemste  iit 
bei  dem  Ziuammenaetzen  und  Zerlegen  von  Ki&ften  beBch&ftigt  sich  eine  Arbeit 
von  W.  StKckel,  Zeitachr.  Math.  Fb;».  4S  (1698),  p.  62. 

2)  A.  Levjr,  „La  statiqne  graphiqne",  Porie  (1674),  p.  220. 

S)  F.  Steinet,  „Über  die  grephiiche  ZueammeneetniDg  der  ErILfte  im 
Bainn",  Wien  (1876),  p.  10. 
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streben,  die  fttr  die  Ebeoe  entwickelte  Meihode  des  Kräfte-  und  Seil- 
polygtmes  für  «in  T&umlicbes  KräfteBjstein  zu  erweitem.  Sie  bat 
ein  mehr  tbeoretischee  Interesse,  während  sie  znr  Zusammensetzung 
des  räumlichen  Kräftesystemes  in  einem  vorliegenden  Falle  weniger 
geeignet  ist 

Die  gegebenen  Kräfte  P,,  P„  .  -  -  P«  in  den  Wirkongslinien  g^, 
fft>  ■  ■  ■  9»  sollen  dorcb  Konstruktion  eines  räumlichen  Seilpolygooca 
auf  zwei  Kräfte  znrQckgefQhrt  werden,  von  denen  die  eine  F  dorch 
einen  Torgeschnebenen  Punkt  0  geht. 

Aas  den  Kräften  Pj,  P^, . . .  F^  (in  Fig.  202  sind  fünf  Kräfte 
Eingenommen)  Bei  das  ränmliche  Kräftepolygon  0,  1,  2, . . .  n  kon- 
struiert. Anf  der  ersten  Kraft  P,  sei  ein  Punkt  Ä^  als  Angriffs- 
punkt gewählt  und  dann  P,  in  drei  Komponenten  zerlegt,  von  denen 
die  erste  Si  nach  Größe  und  Richtung  beliebig  angenommen  werden 
darf,  wührend  die  zweite  Pj  durch  den  Punkt  0  geht  und  die  dritte 
Sf  die  zweit«  Kraft  P,  des  Kräftesystemes  in  einem  Punkte  A^, 
dessen  Lage  auf  P,  von  der  Wahl  der  Kraft  S,  abhängt,  schneidet. 
Die  Komponente  ^^i  ist  in  der  Linie  p  angenommen  und  im  räum- 
lichen Kräftepolygon  durch  die  Linie  00'  der  QröBe  und  Richtung 
nach  dargestellt.  Um  den  Punkt  Ä^  und  damit  die  beiden  Kompo- 
nenten F^  und  S^  zu  erhalten,  sei  zunächst  die  Kraft  P,  dnrch  den 
Satz  Tom  Kräfteparallelogramm  zerl^t  in  die  gegebene  Kraft  S,  und 
in  die  durch  Pj  und  S^  bestimmte  Kraft  S'.  Dann  ist  A^  der 
Schnittpunkt  der  Ebene  OS'  mit  der  Wirkungslinie  g^  der  Kraft  P,. 
Nachdem  so  A^  gefunden  ist,  folgen  Pj  und  S^  durch  Zerlegui^;  tou 
S'  in  zwei  Kräfte  mit  den  Wirkungslinien  A^^0  und  A^A^.  Im  räum- 
lichen Kräfteplan  (Fig.  202)  sind  die  drei  Komponenten  von  P,  dar- 
gestellt durch  die  gerichteten  Strecken: 

Sj  _  ÖÖ",  P,  -  ÖT,  S,  -  PI. 
In  derselben  Weise  kann  die  Kraft  Pj,  als  deren  Angriffspunkt  A^ 
zu  betrachten  ist,  in  drei  Komponenten  zerlegt  werden,  von  denen 
die  eine  sich  gegen  S^  wegbebt,  also  in  der  Geraden  AiA,  liegt  und 
dieselbe  GröBe,  aber  entgegengesetzte  Richtung  wie  S^  besitzt.  Von 
den  beiden  anderen  Komponenten  der  Kraft  P,  soll  die  eine  P, 
in  der  Geraden  A^  0  liegen,  während  die  dritte  8^  die  Wirkungslinie 
^3  der  Kraft  P,  in  einem  Punkte  A^  schneidet.  Der  Punkt  J,  und 
die  beiden  Kräfte  Pj  und  S^  können  in  derselben  Weise  wie  vorhin 
der  Punkt  A^  und  die  Kräfte  F^  und  S^  gefunden  werden.  Im  räum- 
lichen Kräfteplan  ist  die  in  AiA^  liegende  und  sich   g^en  Sf  weg- 
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hebende  Kraft  durch  die  gerichtete  Strecke  1  1'  dargestellt,  die  beiden 
aDderen  Eriifte  F^  and  S,  dagegen  durch  die  Strecken 

F^~T%  S,=  2'2. 
bi  dieser  "WeiBe  sei  fortgefahren  und  echliefllich  die  letzte  Kraft  P, 
in  drei  Eomponenten  zerl^,  ron  denen  die  erste  aich  gegen  die 
dritte  Komponente  der  vorletzten  Kraft  wegbebt,  während  die  «weite 
F^  durch  0  geht  and  die  dritte  Komponente  S^^_^  die  Wirkangslinie  p 
der  Kraft  S,  in  einem  Pankte  Ä  trifft.  In  Fig.  202,  wo  n  —  5  ist, 
sind  die  beiden  letzten  Kräfte  dargeeteUt  durch  die  gerichteten  Strecken 

Das  r&omliche  Kräftesystem  ist  hierdurch  zurOckgefilhrt : 

I.  auf  die  Kräfte  Fi,  F,, , . .  F,  in  den  durch   0  gehenden  Ge- 
raden A^O,  A^O, . . .  Ä^O.     Dieselben  lassen  sich  zusammensetzen  zu 


einer  einzigen  Kraft  F,  die  ebenblls  durch  0  geht.  Da  das  räum- 
liche Kräftepolygon  der  Kräfte  /',,  f,, . . .  J",  schon  durch  den  er- 
haltenen Polygonzng  0',  1',  3'. . .  n'  gegeben  ist,  so  wQrde  die  Kraft  F 
in  dem  räumlichen  Kräftoplan  durch  die  gerichtete  Strecke 

F  -  Ö  V, 
bzw.  in  Fig.  202  durch  die  Strecke 

F=0'5' 
dargestellt  sein.  Disitized^yGoOglc 
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2.  Auf  zwei  Kräfte  S;  und  jS,+,,  die  beide  darch  den  Punkt  A 
gehen  und  somit  zu  einer  einzigen  in  A  angreifenden  Kraft  8  ver- 
einigt werden  können. 

Um  in  Fig.  202  die  Kraft  S  zu  erhalten,  ist  die  gerichtete  Strecke 
5' 6,  welche  die  Kraft  Sf  darstellt,  mit  ihrem  Endpankt  5  nach  0 
Terschoben 

5^  -  ö'ö. 
Dann  ist 

S,-b"Ö,     S,-ÖÖ' 
und  daher 

S  =  5""0'. 

Das  räumliche  Kräfteajatem  ist  so  auf  zwei  sich  kreuzende 
Kräfte  S  und  F  zurfickgefUhrt,  von  denen  die  eine,  nämlich  F,  durch 
den  vorgeschriebenen  Punkt  0  geht. 

Die  Pyramide  mit  der  Spitze  0,  in  deren  Kauten  die  Kräfte 
Fl,  F^, . . .  liegen,  wird  die  Seüpyramide  genannt. 

Sollen  die  Kräfte  Pf  im  Oleichgewitdit  stehen,  so  mnB  zunächst 
das  räumliche  Kräftepoljgon  der  Kräfte  Pf  ein  geschlossenes  sein, 
was  der  Fall  ist,  wenn  der  Punkt  n  (in  Fig.  202  der  Punkt  5)  in 
den  Punkt  0  fSUt  Dann  mfissen  weiter  entweder  die  beiden 
Kräfte  S  und  F  gleich  Xull  sein  oder  sich  gegenseitig  w^heben. 

Würde  sich  bei  Ausführung  der  Konstruktion  ergehen,  daß  alle 
durch  0  gehenden  Kräfte  F^,  Fj, . . .  gleich  Null  sind,  so  wflide  der 
Linienzug  AÄ^Aji . .  .  ein  räumliches  Seilpolygon  fttr  die  Kräfte  P,, 
Pj, ,  . .  P,  darstellen,  und  die  Kräfte  P,  wfirden  sich  zu  einer  ein- 
zigen in  A  angreifenden  Kraft  S  vereinigen  lassen. 

Der  Fall,  daß  die  Kräfte  Ff  alle  gleich  Null  sind  und  so  der 
Linienzug  ^.^^^  . . .  .^  in  ein  Seilpolygon  Qbergeht,  tritt  insbesondere 
dann  auf,  wenn  die  Kräfte  'P,  alle  in  einer  Ebene  E  liegen  und  der 
Punkt  0  nicht  in  dieser  Ebene  angenommen  wird.  Die  für  das 
räumliche  Kräftesystem  gegebene  Mdhode  der  Seäpyramide  gdii  dann 
in  die  l^r  das  ebene  Kräftesystem  hergeleitete  Meäwde  des  Kräfte- 
und  Seilpolygones  flber.  Liegt  dagegen  der  Punkt  0  ebenfalls  in  der 
Ebene  E,  in  der  die  Kräfte  liegen  sollen,  und  ist  außerdem  die  Kraft 
Sj  gleich  Null  angenommen,  so  kann  der  Linienzug  AiA^  . . .  beliebig 
gewählt  werden.  Die  Methode  der  Seüpyramide  geht  in  die  Metkode 
von  Eddy  über.*) 

1)  Weitere  gr&phiBche  Methoden  fQr  die  ZusammenaetEong  dei  iftamLcben 
Kiäftea^gtemes  finden  sieb  in  den  folgeoden  Paragraphen.  Siehe  anch  die  Methode 
Ton  K.  Th.  Vahlen,  Zoitichr.  f.  Math,  nod  PbTsik  60  (1009)  p.  S15  Q.  439.    £b 


g  69.    Beatiniinimg  der  Zenti^achBe  und  dea  HftaptkiUtepBKrBS.         407 

.  §  69.    Bestlmmmig  der  Zentralsolue  und  des  HanptkiUtepaazes. 

Um  die  ZentraUchse  und  das  Haoptkräftepaar  zu  bestimmen, 
sei  zonächat  das  räumliche  Kräftesystem  auf  eiue  in  einem  Punkte  A 
angreifende  Kraft  R  und  auf  ein  Eräftepaar  mit  dem  Momente  M 
and  in  einer  Ebene  E  zurfickgefBlirt. 

Dieses  Kräftepaar,  dessen  Achse  durch  A  als  Anfangspunkt 
gel^  sei,  werde  mit  Hilfe  des  Satees  vom  AehsenparaBäogrimtm 
in  zwei  Kräftepaare  zerlegt,  wobei  die  Ebene  des  einen  Eräftepaares 
senkrecht  zu  ü  ist,  während  die  des  zweiten  die  Kraft  Jt  enthält. 
Um  diese  Konstruktion  durchzuführen,  ist  ein  Rechteck  zu  kon- 
struieren, dessen  Diagonale  durch  das  von  A  ausgehende  und  auf  der 
Achse  des  Kräftepaares  M  au%etr^ene  auf  den  Hebelarm  h  ge- 
brachte Moment  m  des  Kiäftepaares  gegeben  ist,  während  die  eine 
Becbtecksseite  in  B  hineinBUlt,  die  andere  dingen  senkrecht  zu  B  ist. 

Dasjenige  Kräftepaar,  dessen  Achse  in  B  fällt  and  dessen  redu- 
ziertes Moment  sich  durch  die  orthogonale  Projektion  von  m  auf  B 
ergibt,  ist  schon  das  Hanptkräftepaar.  Das  zweite  Kiäftepaar  setzt 
sich  mit  der  Eraft  B  zu  einer  einzigen  zu  B  parallelen  Kraft  za- 
aammen,  die  in  der  Zentralachse  liegt  und  so  dieselbe  bestimmt. 

Die  Eonstruktionen  lassen  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Methoden 
der  darstellenden  Geometrie  durchfOhren.  Der  Punkt  A  sei  in  den 
Schnittpunkt  0  der  drei  Projektionsebenen  gelegt  und  der  Endpunkt 
des  anf  der  durch  0  gehenden  Achse  des  Kräftepaares  tod  0  aus 
aufgetragenen  reduzierten  Momentes  mit  B  bezeichnet.  Dann  ist  zu- 
nächst Ton  B  aus  eine  Senkrechte  auf  B  zu  fällen.  Der  Fufipnnkt  G 
derselben  wird  sich  ei^ben  als  Schnittpunkt  einer  durch  B  senkrecht 
EU  B  gelegten  Ebene  mit  B.  Durch  diesen  Punkt  C  bzw.  dessen 
Projektionen  ist  schon  das  Hanptkräftepaar  bestimmt.  Das  Haupt- 
moment wird  sein:  .  _ 

OC-h. 

Um  das  zweite  Eräftepaar  zu  bestimmen,  ist  das  Rechteck,  von  dem 
OC  and  BC  zwei  Seiten  sind,  zu  Yerrollständigen.  Ist  D  der  vierte 
Eckpunkt  dieses  Rechteckes,  so  hat  das  zweite  Kräftepaar  mit  der 
Achse  OD  ein  Moment: 

M'-OD-h. 
Die  Ebene  E  dieses  Kräftepaares  wird  sich  ergehen  als  eine  durch  B 
gehende  EbeuB,  welche  senkrecht  zu   OD  steht.     Die  Spuren  dieser 

-wird  bei  derselben  dei  Satz  veiwbodt,  daß  ein  rftnnilicheB  Ki&fbeajitem  im 
Gleichgewicht  iteht,  weon  die  Projektionen  desselben  anf  drei  zueinander  senk- 
rechte  Ebenen  OleichirewiohtmTsteme  bilden.  ^~  i 
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Ebene  gehen  durch  den  Punkt  0  und  können,  da  sie  senkrecht 
stehen  mflssen  auf  den  Projektionen  von  OD,  angegehen  werden.  Es 
ist  jetzt  das  Kräilepaar  M'  in  der  Ebene  E  mit  der  Kraft  B  zu  ver- 
einigen. Diese  Zusammensetznng  kann  nach  Vornahme  einer  üm- 
klappong  der  Ebene  E  erfolgen.  Die  Umklappung,  die  leicht  Fehler 
hervorruft,  läßt  sich  venneiden,  indem  die  Kraft  R  und  das  Kräfte- 
paar M'  auf  eine  der  ProjektionsebeDen  projiziert  und  dort  zu- 
sammeagesetzt  wird.  Um  die  Projektion  des  Kräftepaares  M'  anf 
eine  der  Projektionse1[>ene  zu  erhalten,  wird  es  erforderlich  sein,  mit 
Hilfe  des  Satzes  Tom  AchsenparaUelepiped  das  Kräftepaar  JT  in  drei 
Kräflepaare  in  den  Projektionsebenen  mit  den  Momenten  MJ,  M'  M,' 
zu  zerl^en.  Zu  diesem  Zwecke  würde  ein  rechtwinkliger  Parallel- 
epiped  mit  der  Diagonale  OD  zu  konstruieren  sein,  Ton  dem  drei 
Kanten  in  den  Koordinatenachsen  liegen.  Wird  die  horizontale  Pro- 
jektionsebene bevorzugt,  so  würde  in  derselben  das  Kräftepaar  M/ 
mit  der  horizontalen  Projektion  B'  der  Kraft  B  zu  vereinigen  sein. 
Die  sich  durch  Kräfte  und  Seüpolygon  ergebende  Resultante  ist  dann 
die  horizontale  Projektion  der  in  E  liegenden  Kesoltante  der  Kraft  li 
und  des  Kräftepaares  M'  nnd  bestimmt  somit  auch  die  Zentralachse. 

Eine  Methode  zur  BestimmoDg  der  Zentralachse,  bei  der  es 
nicht  erst  erforderlich  ist,  die  gegebenen  Kräfte  Pf  zu  einer  Kraft 
und  einem  Kräftepaar  oder  auch  zu  zwei  sich  kreuzenden  Kräften 
zu  vereinigen,  liefert  die  in  §  68  für  die  Zusammensetzung  der  Kjräfte 
gegebene  Methode  von  Gulmann. 

Es  sei  zunächst  iür  die  gegebenen  Kräfte  P^  das  ränmliche  Kräfte- 
polygon, bzw.  die  Kräftepolygone  aus  den  Projektionen  der  Kräfte 
konstruiert.  Die  Zentralachse  des  Kräftesystema  wird  dann  parallel 
zur  Schloßlinie  des  räumlichen  Kräftepolygones  sein  und  die  Ebene 
des  Hanptkräflepaares  senkrecht  zu  dieser  SchluBlinie. 

Es  sei  demgemäß  die  Culmanneche  Methode  des  §  68  angewandt 
auf  den  Fall,  daß  die  Ebene  E  senkrecht  zur  SchluBlinie  des  räum- 
lichen Eräftesysteme  ist  und  der  Punkt  A  der  unendlich  ferne  Punkt 
dieser  Schlußlinie.  Werden  demgemäß  sämtliche  Kräfte  P,  zerl^ 
in  Kompooenten  L^  in  E  und  Komponenten  Qj  senkrecht  zn  JE,  so 
ist  damit  die  Zusammensetzung  der  Klüfte  Pf  zurückgefBhrt  auf  die 
Zusammensetzung  des  ebenen  Ki^ftesystemes  der  Er&fte  Lf  in  der 
Ebene  ^  und  eines  Systemes  von  parallelen  Kräften  Q^. 

Um  die  Kräfte  L^  zn  vereinigen,  genügt  es,  die  Zusammensetzung 
in  einer  einzigen  Projektionsebene  dnrchznfQhren.  Bei  der  Znsammen- 
setzung  dieser  Kräfte   X,   muß    sich   ein    Kräftepaar   and    zwar   dos 
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Hanptkräftepaar  ergeben.  Andererseits  setzen  sich  die  poraUeleD 
Kräfte  Q,  zn  einer  einzigen  KrBft  R  zng&mniea,  die  aas  der  Schlufi- 
iinie  des  i^anilicheii  Ki^ftepolygones  durch  eine  parallele  Verschiebung 
folgt,  und  deren  Wirkungalinie  die  Zentralachse  liefert. 

Von  Oalmaun  werden  mit  Vorliebe  zur  Beetimmung  der  Zsntral- 
achee  die  Sätze  de§  KnllsystemeB  verwandt.  Da  die  Richtong  der 
Zentralachse  durch  die  Schlnßlinie  des  aus  den  Kräften  gezeichneten 
räumlichen  Kräftepolygones  von  Tomherein  gegeben  ist,  so  kommt 
es  nnr  darauf  an,  einen  einzigen  Punkt  der  Zentralachse  zn  ermitteln. 
Diesen  Punkt  aber  erl^t  Gnlmann  durch  den  in  §  62  hergeleiteten 
Satz,  nach  welchem  die  kürzeste  Entfernung  zweier  konjugierten  Ge- 
raden des  NuUsjstemes  die  Zentralachse  Bchneidet. 

Es  seien  die  gegebenen  Kräfte  P,  des  räumlichen  Kräftesystems 
vielleicht  durch  die  Culmannsche  Methode  des  §  68  auf  zwei  sich 
kreuzende  Ei^e  R^  und  Jfj  zurGckgefQhrt.  Ist  demgemäß  die  Oarade 
Pj  bestimmt,  in  welcher  die  kflrzeei«  Entfernung  der  Wirkungalinie 
der  beiden  Kräfte  R^  und  R,  föllt,  so  ist  damit  eine  Gerade  gegeben, 
welche  die  Zentralachse  schneidet,  und  infolge  der  bekannten  Richtung 
der  Zentralachse  auch  eine  Ebene  E^,  anf  welcher  die  Zentralachse 
liegt.  Der  Schnittpunkt  0  von  pj  mit  der  Zentralachse  kann  dann 
gefunden  werden  durch  die  Bedingung,  daß  für  die  Zentralachse  als 
Drehungsachse  die  Summe  der  Momente  der  beiden  EO^te  R^  und  Jf, 
gleich  dem  leicht  bestimmbaren  Momente  des  Hauptkräftepaares  sein 
muß.  Anstatt  in  dieser  Weise  zu  verfahren,  kann  auch  das  Kräfte- 
syatem  auf  eine  zweite  Art  auf  zwei  sich  kreuzende  Ejräfte  znrflck- 
gefQhri  und  so  eine  weitere  Gerade  p^  bestimmt  werden,  welche  senk- 
recht anf  der  Zentralachse  steht  und  sie  schneidet.  Die  Zentralachse 
wfirde  dann  diejenige  Gerade  sein,  die  Pi  und  pj  schneidet  und  anf 
beiden  senkrecht  steht,  also  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Ge- 
raden p,  und  pg.  Statt  dessen  kann  die  Zentralachse  auch  bestimmt 
werden  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  die  parallel  zur  Schlußliuie 
des  räumlichen  Kiilftepolygones  durch  p^  und  p^  gelegt  sind.  Die 
Aufgabe  läuft  auf  eine  mehrmalige  Bestimmung  der  kürzesten  Ent- 
fernung von  windschiefen  Geraden  hinaus. 

Methode  von  0.  Mohr. 

Die  von  0.  Mohr  für  die  Bestimmung  der  Zentralachse  ge- 
gebene Methode '}  beruht  anf  dem  Satze,  daß  ein  räumliches  Kräfte- 

1)  Cinling.  (!)  83  (1876),  p.  lil.  An  die  Arbeit  von  0.  Mohr  Bchliefiea 
■ich  die  Arbeiten  von  0.  Hnppner,  CiTiliug.  (3)  29  (ISBS),  p.  146  and  J.  Teaar, 
Prag  Ber.  (1886),  p.  869  nn.  ^^     i^ 
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Bestem  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  wenn  die  Projektionen  der 
Kräfte  anf  drei  zueinander  senkrechte  Ebenen  GleichgewiiditsBjatenie 
bilden.  Aqb  diesem  Satze  folgt  sofort,  dafi  bei  zwei  räomliclien  Eräfte- 
ATstemen,  die  sieb  anfeinander  zurückfOhreo  lassen,  die  Projektionen 
auf  eine  beliebige  Ebene  E  in  dieser  Ebene  dieselbe  Resultante  be- 
sitzen. Sollen  demgemäfl  die  g^;ebenen  Kräfte  P^  des  ränndichen 
Kräftesystems  sieb  durch  eine  Kraft  R  und  ein  Kräftepaar  M  erseizen 
lassen,  so  müssen  die  Projektionen  Ton  B,  und  M  in  den  Projektions- 
ebenen Kräfte  liefern,  welche  znsammengeaetzt  auf  die  Resultanten 
der  aof  die  Projektionsebenen  projizierten  Kräfte  P,  f&hren. 

In  den  drei  Projektionsebenen  seien  die  Resultanten  der  pro- 
jizierten Kräfte  Pf  bestimmt.  Die  Projektionen  P^  in  der  horizon- 
talen ProjektioDsebeae  sollen  eine  Resaltante  A,  die  in  der  vertikalen 
eine  Resultante  B  und  die  in  der  Seitenebene  eine  Resultante  C 
besitzen,  wobei  natürlich  diese  drei  Kräfte  A,  B,  C  der  GröBe  und 
Richtung  nach  durch  die  Schlnßlinien  Ort',  On",  On"  der  drei  ans 
den  Projektionen  der  Kräfte  P,  gezeichneten  Kräftepolygone  be- 
stimmt sind. 

Es  seien  nun  mit  D,  E,  F  die  drei  durch  die  Projektionen  B 
und  C,  C  and  A,  A  und  S  bestimmten  Kräfte  bezeichnet.  Da  diese 
drei  Kräfte  sich  dnrch  eine  parallele  Verschiebung  der  SchluSlinie  On 
des  räumlichen  Kräft^olygons  herleiten  lassen,  so  wird  das  gegebene 
räumliche  Eräftesystem  zurückfBhrbar  sein  auf  je  eine  dieser  Kräfte 
und  ein  Kräftepaar. 

Wird  mit  Ä  die  erste  Projektion  der  Kraft  D,  mit  B'  die 
zweite  Projektion  der  Kraft  E  und  mit  C  die  dritte  Projektion  der 
Kraft  C  bezeichnet,  femer  mit  —A',  ~B',  —  C  diejenigen  Kräfte,  die 
sich  ans  A',  B',  C  lediglich  durch  Änderung  des  Bichtungssinnea 
ei^beu,  so  ist  jedes  der  drei  Kräftesysteme 

D,  A,  -  A'; 

E,  B,  ~  P'; 

F,  C,  -  C 

gleichwertig  mit  dem  gegebenen  Eräftesyst«m  der  Kräfte  Pf,  da  jedes 
dieser  drei  Kräftesysteme  auf  die  drei  Projektionsebenen  projiziert 
Kräfte  liefert,  die  sich  zu  A,  B,  C  rereinigen  lassen.  Das  räumlidie 
Kräftesystem  ist  hiermit  auf  drei  verschiedene  Arte»  auf  eine  Kraß 
tmd  ein  Kräf^paar  eurüekgefUhrt. 

Es  werde  jetzt  speziell  die  bei  ZnrückfUhrung  des  räumlichen 
Eräftesystems   auf  das  Hauptkräftepaar  3)1  und  eine  in  der  Zentral- 
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achse  li^ende  Cnifl;  diese  letztere  mit  R  bezeichnet.  Es  folgt  dann, 
dafi  jedes  der  folgenden  aas  drei  Eräftepaaren  beBtehenden  STsteme: 

(R,  -D),  m,  (a;  -A). 

(B,  -  E),  SW,  (ff,  -  B), 
(ü,  -F),  m,  {C,-C) 
ein  GleichgewichtssTstem  bildet     Dieses  ist  nur  mögUch,  wenn  die 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gelegten  Ebenen  der  drei  Kräfte- 
paare eines  solchen  Systems  sich  in  einer  Geraden  schneiden. 

Die  Ebenen  der  drei  Kräftepaare  (B,  -D),  {R,  -E),  (B,  —F) 
seien  mit  D,  E,  F  bezeichnet  und  die  Sporen  dieser  Ebenen  mit 
iS'S",  eVV",  f'f'f".  Infolge  davon,  daß  die  drei  Ebenen  der 
Kriftepaare  des  ersten  Oleichgewichtssystems  sich  in  derselben  Ge- 
raden Bclmeiden  müssen  and  da»  Ereftepaar  {A!,  —  ^)  in  der  hori- 
zontalen Projektionsebene  liegt,  kann  die  Ebene  des  Eaaptkiäfte- 
paares  durch  die  horizontale  Spur  i  der  Ebene  D  gelegt  werden. 
Da  ferner  die  Ebene  tos  3R  normal  zu  R  und  zu  D  ist,  so  wird  (f 
die  Projektionen  A  and  A  rechtwinklig  schneiden.  Die  Gerade  S 
und  folglich  auch  die  Ebene  D  ist  normal  zur  Ebene  der  Kräfte  E 
und  F  gerichtet.  Ebenso  steht  die  Ebene  E  senkrecht  zur  Ebene  FT) 
und  die  Ebene  F  senkrecht  zur  Ebene  HF.  Es  folgt  daher  der  Satz: 
IHe  Zentrala^e  des  gegebenen  Kräftesystems  ist  die  SdmUäinte  der 
drei  13>enen,  die  durch  die  Kanten  des  Prismas  DEF  normal  /m  den 
gegenüberliegenden  Seitenflächen  gdegt  werden  Immen. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läßt  sich  die  Zentralachse  leicht  angeben. 

Die  Größe  des  Momentes  SR  des  Hauptkiäftepaarea  kann  dann 
ans  der  Bedingung  gefunden  werden,  daß  jede  der  Projektionen  der 
Eräftepaare 

(A,  -  A'),  {B,  -  B'),  {G,  ~  C) 
anf  eine  zu  R  normale  Ebene  das  Hauptkräftepaar  liefert.    Wird  da- 
her fOr  eines  dieser  Eräftepaare,  z.  B.  fOr  das  in  der  horizontalen 
Projektionsebene  befindliche  Eiäftepaar 

(A  -  ^1 

das  Moment  auf  den  Hebelarm  h  gebracht  und  dieses  reduzierte 
Moment  «i  in  der  durch  den  Drehangssinn  des  Eräftepaarea  be- 
stimmten Richtung  Tom  Nullpunkt  aus  auf  der  z-Ächse  aufgetragen, 
so  wird  das  Moment  3R  such  fQr  den  Hebelarm  h  sich  ergeben  durch 
eine  orthogonale  Projektion  der  auf  der  «-Achse  anfgetr^enen  Strecke 
m   auf  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  und  znr  Eraft  R  parallele 

Cferade.  /  -  i 

I  X'OOgle 
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Soll  das  Ki^fteeTstem  zurÜckfQlirbar  Bein  aof  eine  einzige  Krafl;  R, 
so  muß  W.  verschwinden,  also  A  mit  A',  B  mit  B',  C  mit  C  za- 
sammenfalloD.  Dies  tritt  ein,  wenn  A,  B,  C  die  Projektionen  der- 
selben Kraft  sind.  Diese  Kraft  ist  dann  die  Resultante  des  Ei^fle- 
Bjstems.     Es  folgt  bierans  der  Satz: 

Läßt  sich  ein  räumliches  Kri^lesystem  auf  eine  einzige  resuUierenäe 
Kraft  R  zurückführen,  so  ergeben  sich  die  Projektionen  dieser  Kraft 
<üs  Resultanten  der  Projektionen  der  Kräfte  in  den  drei  Projektions- 
ätenen. 

Diese  Mohrscbe  Konstruktion  ist  fllr  die  praktische  Bestimmung 
der  Zentral achse  die  bequemste.  Die  Toratehenden  Methoden  von 
Mohr  sind  aber  auch,  wenn  es  sich  nicht  om  die  Bestimmung  der 
Zentralachse  handelt,  sehr  geeignet  für  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  Raum,  da  durch  die  nämlichen  Konstruktionen  gleichzeitig 
das  Kraftesjstem  auf  drei  Terschiedene  Arten  auf  eine  Kraft  und  ein 
Kr&ftepaar  zurQckgeffllirt  ist,  wodurch  drei  Paare  von  konjugierten 
Geraden  des  Nullsystems  gegeben  sind. 

§  70.    ZuBammenBetsung  von  parallelen  Kriiten. 

Eine  wesentliche  Yereinfachiing  ergibt  sich  bei   der  Zosanunen- 

setzung  von  parallelen  Kräften   im  Räume  infolge  davon,  daß  diese 

Kräfte,   falls  kein  Gleichgewicht  vorbanden  ist,   sieh  stets  zu  einer 

einzigen  resultierenden  Kraft   oder  zu  einem  einzigen  Kräftepaar  za- 


Es  möge  aus  den  gegebenen  parallelen  Knlften  das  in  eine 
Gerade  fallende  Kräftepoljgon  gezeichnet  sein.  Hat  sich  dasselbe 
als  offen  erwiesen,  ist  also  £F,^0,  so  setzen  sich  die  parallelen 
Klüfte  zu  einer  einzigen  Kraft 

R~ZP^ 

zusammen,  welche  den  parallelen  Krä^n  parallel  ist  and  deren  GrSfie 
und  Richtungssinn  durch  die  Schlußlinie  des  gezeichneten  Kräfte- 
polygons gegeben  ist.  Um  die  Lage  dieser  resultierenden  Kraft  R 
zu  erhalten,  ist  es  nur  erforderlich,  in  zwei  Projektionsebenen  das 
System  der  parallelen  Projektionen  der  Krafte  Pf  zusammenzusetzen. 
Die  sich  so  in  den  beiden  Projektionsebenen  ei^ehenden  Resultanten 
sind  schon  die  Projektionen  der  Kraft  R. 

Hat  sich  das  gezeichnet«  Kräftepolygon  der  n  parallelen  Kräfte  P, 
als  geschlossen  erwiesen,  so  werden  jedenfalls  die  m  —  1  Kräfte 
P^,  P„  . . .  -P,_i  sich   zu  einer  Resultanten  R  lusammensetzen,  die 

I  .CooqIc 
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ebenfalls  inrch  Zusammeneetzniig  der  Projektionen  der  Kräße  in 
zwei  Projektionsebenen  gefunden  werden  kann.  Diese  Kraft  R  hat 
dieselbe  Größe  aber  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  m"  Kraft  P,. 
Wenn  daher  die  Kraft  R  nicht  in  die  WirknngBÜnie  von  P^  fiillt, 
90  Tereinigen  sich  die  parallelen  Kräfte  za  einem  durch  II'  und 
P,  bestimmten  Kräftepaar,  im  anderen  Falle  ist  Gleichgewicht  Tor- 
h&ndes. 

Die  Bestimmung  des  Mittelpunktes  eines  Systems  von  parallelen 
Kräften,  irie  sich  derselbe  bei  Festhaltnng  der  Angri&punkte  der 
Kräfte  et^bt,  kann  leicht  durch  dreimalige  Znsammensetzung  eines 
ebenen  Systems  von  parallelen  Kräften  erhalten  werden. 

Die  g^benen  in  den  Punkten  A,  angreifenden  Kräfte  P„  fttr 
welche  ZP^  ^  0,  also  das  Kräftepolygon  oflten  ist,  seien  parallel  zur 
dT-Achse  des  Koordinatensystems  angenommen  und  die  beiden  Kesul- 
tauten  R  und  it"  aus  den  ersten  Projektionen  P/  wie  aus  den  zweiten 
Projektionen  P"  bestimmt.  Durch  die  Wirkuugalinien  g'  und  ^'  der 
beiden  Kräfte  R  und  R'  aind  die  Projektionen  einer  durch  den  Mittel- 
punkt des  Eräftesjstems  gehenden  Geraden  g  gegeben.  Um  auf  der- 
selben den  Mittelpunkt  zu  erhalten,  ist  eine  nochmalige  Kräfte- 
zasammenBetzung  erforderlich.  Werden  z.  B.  die  Kräfte  P^  jetzt 
parallel  zur  ^Achse  angenommen  and  dann  ihre  Projektionen  in  der 
horizontalen  Projektionsebene  zu  einer  einzigen  Kraft  S^'  vereinigt, 
die  ebenfalls  parallel  zur  y-Achse  sein  wird,  ao  wird  die  durch  B^' 
gellte  vertikale  Ebene  aus  der  Geraden  g  den  Mittelpunkt  des 
Kräftesystems  ausschneiden.  Der  Schnittpunkt  der  beiden  Kräfte  R 
und  Pg'  bzw.  deren  Wirkungsünien  ist  hierbei  nichts  anderes  als  der 
Mittelpunkt  eines  in  der  horizontalen  Projektionsebene  li^enden 
Systems  von  paraEeUn  Kräften,  das  sich  ergibt,  indem  dos  räumliche 
System  anf  die  horizontale  Projektionsebene  projiziert  wird. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  Schwerkräfte,  so  geht  der  Mittelpunkt 
derselben  in  den  Schwerpunkt  Aber.  Durch  die  vorstehenden  Kon- 
sbrnktionen  ist  somit  eine  graphische  Methode  für  die  Bestimmtmg 
des  Schwerpunktes  eines  räumlichen  Systems  gegeben.  Dieselbe  ist 
im  wesenÜichen  die  nämliche,  wie  die  bei  dem  ebenen  Systeme;  nur 
dafi  bei  dem  räumlichen  Systeme  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes 
dreimal  tmd  bei  dem  ebenen  Systeme  nnr  zweimal  parallele  Kräfte 
in  derselben  Ebene  zu  vereinigen  sind.  Es  braucht  daher  auf  die 
Schwerpunkbrbestimmung  bei  einem  räumlichen  Systeme  nicht  weiter 
eingegangen  zu  werden. 


>y  Google 
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§  71.    BännUlohes  Ei^ite-  und  SeUpolygon. 

Im  Ai)acliln&  an  die  in  §  68  behandelte  Metbode  der  Zusanunen- 
setzimg  der  Kräfte  durch  die  Seilpyramide  soll  imteisucht  werden, 
inwieweit  die  fSr  die  Ebene  hergeleiteten  Beziehungen  zwischen 
Kräfte-  und  Seilpolygon  sich  auf  den  Raum  Dbertragen  lassen. 

£8  eei  daa  räumliche  Seilpoljgoa  gegeben.  Es  fragt  sieh  dann, 
wie  sind  die  in  den  Eckpunkten  des  Seilpolygons  angreifendes  Enfle 
zu  wählen,  damit  sich  jede  derselben  zerlegen  läßt  in  zwei  Kom- 
ponenten, die  in  den  beiden  in  der  betreffenden  Kraft  zusammen- 
kommenden Seitea  deB  Seilpoljgons  liegen,  und  damit  die  beiden  in 
einer  Seite  des  Seilpoljgons  nach  AoBftlhrang  aller  Zerlegungen  sieh 
ergebenden  Kräfte  dieselbe  QrÖfie  aber  entg^engesetzte  Richtong  er- 
halten. Die  beiden  in  derselben  Seite  des  Seilpolygones  liegenden 
Kräfte  würden  dann  die  Spannnng  in  dieser  Seite  liefern. 

Die  Seiten  des  räumlichen  Seilpolygons  seien  mit  g,,  g^,  . .  ^  die 
Eckpunkte  mit  A^,  Ä^,  ...  und  die  Wirkungslinien  der  in  diesen 
Eckpunkten  angreifenden  Kräite  mit  l„  l,,  .. .  bezeichnet  Soll  die 
in  If  liegende  Kraft  zerlegbar  sein  in  die  beiden  Seiten  g^  und  g^^y 
des  Seilpoljgons,  die  in  2,  zusammentreffen,  so  muß  jedenfalls  l,  sidi 
in  der  durch  g^  und  jjj^^  bestimmten  Ebene  befinden.  Es  folgt  daiHOS 
der  Satz:  Jede  in  einem  Eckpunkte  Äf  des  räumlitJien  Seäpolggons  <ui- 
gre^ende  Krafi  liegt  in  der  Ebene  der  beiden  in  A^  eusammentreffendm 
Seiten  des  SeHpolygons.  Dieser  Bedingung  entsprechend  sind  die 
Wirkungalinien  l^  der  Kräfte  anzunehmen. 

Es  sei  nun  für  die  in  2,,  ^,  .  .  .  liegenden  Kräfte  Pj,  P„  .  .  . 
das  räumliche  Kräftepolygon  0,  1,  2,  3, . . .  gezeichnet,  wobei 

OT-P„  12 -P„  usw. 
Durch  die  Eckpunkte  dieses  räumlichen  Kräftepolygonee  seien  die  n 
den  Seiten  gi,  g^,  ■ .  ■  des  ränmlichen  Seilpolygones  parallelen  Qeradoi 
ffi'j  fft  •  ■  ■  gß^gfi°i  ""d  zwar: 

durch  den  Eckpunkt  0  die  zur  Seite  ^,  parallele  Gerade  g^', 
durch  den  Eckpunkt  1  die  zur  Seite  g^  parallele  Qerade  g^'. 

Dann  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  alle  diese  Geraden  g^',  y,', . . .  durch 
den  nämlichen  Punkt  0  gehen. 

Da  die  Wirknngslinie  2,  der  ersten  Kraft  P,  in  der  durch  die 
beiden  ersten  Seite»  9,  und  g^  des  räumlichen  Seilpolygones  be- 
stimmten Ebene  liegt,  so  werden  auch  die  beiden  xu  g^  und  ^  par- 


>:,C00<^lc 


i  71.   BänmliahM  Eiftfte-  nnd  Seilpoljgon,  415 

ftllelen  Gendcoi  g^'  und  g,',  die  durch  die  Punkte  0  und  1  des  räum- 
licben  KräftepolygoneB  gezogen  sind,  in  einer  Ebene  liegen  und  sich 
daher  in  einem  Punkte  0  schneiden.     Dana  Bind 

S,-ÖÖ 
und 

di«  beiden  Kräfte,  welche  sich  bei  der  Zerlegung  von  P,  in  den 
beiden  Seiten  g^  nnd  g^  des  Seilpolygones  ergeben.  Nun  soll  die 
Kraft  Pj  in  Z,,  die  im  Kr&ftepolygon  durch  die  gerichtete  Strecke: 

dargestellt  ist,  in  eine  Komponente  S^'  in  g^  nnd  in  eine  solche  iS*, 
in  j7)  zerl^  werden.  Da  aber  die  Kraft  S^'  sich  gegen  S^  weghebeu 
8oU,  so  ist  die  Kraft  5,'  durch  die  gerichtete  Strecke 

bestimmt.  Infolge  davon  mofl  in  dem  Kräfteplan  die  sich  in  g^  er- 
gebende Kraft  Sf  dargestellt  sein  dnrcb  die  gerichtete  Strecke: 

S,-Ö2. 

Da  in  dieser  Weise  fori^fahren  werden  kann,  so  fo^  der  Satz: 

Die  dtirch  die  Ecl^nkte  des  räumltdien  Kr^iepolygones  paraüd 
m  de»  Seiten  des  räwHlichen  Seilpolygottes  geeogenen  Geraden  gehen 
oBe  durch  densäben  Funkt  0,  den  Pol  des  räumliek&i  Kräflepolygones. 
IHe  Spanmmgen  in  den  einxdnen  Seiten  des  Seilpolygones  sind  hesUmmt 
durdi  die  von  dem  Pol  des  Kräflepolygones  nach  den  Ecli^nkten  des- 
sdben  gehenden  PolstraMen. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Ist  ein  räumliches  Polygon  als  Gleichgewiditslage  eines  Seiles  an- 
genommen (räumUehes  Seüpolygon)  und  sind  die  auf  die  EcJ^unkte 
.  desselben  wirkenden  Kräfte  den  Gleichgeteicht^tedingungen  entsprechend 
■gewählt,  so  läßt  sieh  stets  für  das  aas  den  Kräften  gezeichnete  räum- 
ItcA«  Kräftqadygon  ein  ganz  he^immier  PunM  (Pol  des  Kräflepolygones) 
finden,  so  daß  die  n'cA  ergebenden  Polstrahlen  die  Spannungen  in  den 
Seiten  des  SeHpolygones  darädlen. 

Ist  das  ränmliche  Seilpolygon  gegeben,  so  sind  nach  Annahme 
eines  Punktes  0  als  Pol  durch  die  zu  den  Seiten  des  Seilpolygones 
parallel  durch  0  gehenden  Geraden  die  Polstrahlen  bestimmt,  auf 
denan  die  Eckponkte  des  t^umlichen  Kräftepolygoues  liegen  mfissen. 
Jeder  Polygonzug,  dessen  Eckpunkte  sich  auf  den  so  gefundenen  auf- 
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einanderfo^^deu  PoLstnlilen  befinden,  liefert  ein  zu  dem  gegebenen 
Seilpolygon  gehörendes  möglicheB  räumliches  Kiäftepolygon. 

Ist  umgekehrt  das  räumliche  Kräftepolygon  0,  1,  2, . . .  gegeben 
und  das  zngehSrende  Seilpolygon  gesncht,  so  kann  zunächst  jeder 
Ponkt  0  als  Pol  des  räumlichen  Kräftepolygones  betrachtet  vrerden. 
Jeder  Polygonzng,  dessen  aufeinanderfolgende  Seiten  parallel  sind  zu 
den  Polstrahlen  00,  Ol,  02,...,  liefert  dann  ein  mögliches  Seil- 
polygon, 

Sind  andererveita  die  Wirkungslinien  Z^,  l^,  .  .  .  der  Kräfte  P,, 
Pf, . . .  gegeben^  so  darf  auf  der  ersten  Wirkungslinie  2,  der  Eck- 
punkt Ai  des  Seilpoiygones  ai^nommen  und  durch  denselben  die 
erste  Seite  tr,  des  Seilpoiygones  beliebig  gezogen  werden.  Der  folgende 
Eckpunkt  A^  des  Seilpoiygones  ist  dann  bestimmt  als  der  Schnitt- 
punkt der  Ebene  j^,^  mit  der  Wirkungslinie  /,  der  folgenden  Kraft. 
Hierdurch  ist  die  zweite  Seite  g^  des  Seilpoiygones  gegeben.  Ans  der- 
selben folgt  in  gleicher  Weise  der  auf  i^  liegende  Eckpunkt  des  Seil- 
poiygones usw.  Nachdem  so  das  Seilpolygon  gefunden  ist,  sei  ein 
Punkt  0  als  Pol  des  Kräftepolygones  angenommen  und  durch  den- 
selben die  zu  den  Seiten  des  Seilpoiygones  parallelen  Polatrahlen  g^', 
g^, . . .  gezogen.  Da  auf  diesen  Polstrahlen  die  Eckpunkte  des  Kräfte- 
polygones liegen  müssen  und  die  Seiten  desselben  die  schon  durch 
die  Linien  2,,  ^i  ■  ■  ■  gegebenen  Richtungen  haben,  so  wird  das  i^nm- 
liebe  Kräftepolygou  nach  Annahme  eines  einzigen  Eckpunktes  des- 
selben auf  dem  betreffendeo  Polstrahl  ToUstäudig  bestimmt  sein. 
Wird  z.  B.  der  erste  Eckpunkt  0  des  Kräftepolygones  auf  9/  gewählt, 
so  wOrde  die  erste  Seite  des  Krä^polygones  sich  e^eben  indem 
durch  0  die  aof  der  Ebene  g^'g^  liegende  Parallele  zu  1,  gezogen 
wird.     Schneidet  dieselbe  ans  g^  den  Punkt  1  ans,  so  ist 

P,  =  Ö1. 
In  gleicher  Weise  ergibt  sich  der  Punkt  2.  aus  dem  Punkte  1  usf. 
Wird  der  Punkt  0  auf  g^  verschoben,  so  verschiebt  sich  die  Strecke 
0 1  parallel,  demgemäß  ändert  sich  die  Kraft  Pj  dieser  Verschiebung 
des  Punktes  0  entsprechend  proportional  Es  kommt  daher  auf  das- 
selbe heraus,  wenn  statt  des  Ponktes  0  die  Große  und  der  Bichtnngs- 
sinn  der  in  /,  liegenden  Kraft  F^  gewählt  wird.  Es  folgt  daraus 
der  Satz: 

Sind  die  Wirhmgslinien  der  Kräfte  imd  deren  üethei^olge  gegdxi», 
so  läßt  n'cA  stets  ein  räumliches  Seilpolygon  für  diesdben  finden.  Nadi 
der  Widd  des  ersten  Eckpunktes  auf  der  ersten  Wirhung^inie  tmd  der 
Bicldung  der  ersten  Seite  des  Seüpdygones   ist   dieses  räamlidie  Seä- 
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pök/gon  im  tMgeme'men  eindeutig  bestimmt.  Das  eugehwende  Kräfte- 
syat&n  ist  dann  nach  Annahme  der '  Größe  und  des  Richttmgssinnes 
einer  einatgen  der  Kräfte  gegeben. 

Auf  weitergehende  Fragen ,  wie  z.  B.  anf  die  Frage  iiacli  der 
Äjiderong  des  Ei&fbe*  und  Seilpolygones  bei  einer  anderen  Wahl '  des 
ersten  Eckpunktes  nnd  der  ersten  Seite  des  Seilpoljgonee  soll  hier 
nicht  eingegangen  werden. 

Geht  das  Seflpoljgon  in  eine  Seükurre,  also  hier  in  eine  Raum- 
karre  über,  waa  der  Fall  ist,  wenn  die  Kräfte  eine  stetige  Folge 
bilden,  so  geht  das  ränmliche  Eräftepolygon  in  eine  Eräftekorre  Sber. 
Da  die  anf  einen  Punkt  des  räumlichen  Seilpolygonea  wirkende  Eraft 
in  der  Ebene  der  beiden  in  der  Eraft  zusammenkommenden  Seiten 
des  Seilpolygones  liegt,  so  wird  beim  Ühet^ang  zur  Seilkurve  die 
Kraft,  die  anf  einen  Funkt  der  Seilkurre  wirkt,  in  die  Schmiegnngs- 
ebene  dieses  Punktes  fallen.  Die  Spannung  in  einem  Punkte  der 
Seilkure  ist  dann  durch  den  zur  Tangente  dieses  Punktes  parallelen 
Polstrahl  gegeben. 

Es  folgt  somit  der  Satz: 

Sind  die  auf  eine  gegebene  Banmhurve  als  Gleiehgewichtsfigur  eines 
Seäs  (SeUkurve)  tcirJcenden  Kräfte  den  Gleichgewiehtsbedingungen  ent- 
^rechend  angenommen  imd  wird  für  diese  Kräfte  die  räumliche  Krafie- 
kurve  geeeichnei,  so  läßt  sieh  stets  für  diesdbe  ein  gang  hesiimnüer 
FanJU  (Fol  der  Kräftekwrve)  finden,  so  daß  die  sich  ergdienden  Pol- 
straJden  die  Spannungen  darstelle  in  den  Punkten  der  als  Seilkurve 
gegä>enen  BaumJcwrve.') 

1)  Der  hier  geometrisob  lierg«leitete  Sats  lUt  eich  leicht  ualjtüeh  dutoh 
die  DifferentialgleicbniigeD  der  Seilkurre: 


-Ä(^t)- 


beweiien. 

Durch  die  G-leichongeD : 


lab  arg,  OnpUwlu  SUUk. 
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Vierzehntes  Kapitel. 

Weitere  geometrisclte  Untersncltaiig  des  Nollsystemes  nod  die 
Zerlegung  der  KrSfle. 

§  72.  Über  da«  NoUAystem  nnd  deMen  Beileliiuig  mm  rftmnlicheii 
ExBftesyBtem. 

Die  TOD  Möbius  gegebenen  Sätze  Über  das  NuUsystem  sollen 
im  folgenden  in  rein  geometrischer  Weise  entwickelt  and  für  die 
graphische  Statik  verwertet  werden.*) 

Stehen  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  muß  jeden&ÜB  das  ans 
den  Kräften  gezeichnete  Kräftepolygon  ein  gesdilosseoes  sein.  Diese 
Bedingung  genügt  fQr  den  Fall,  daß  die  Klüfte  denselben  Ängrifls- 
punkt  haben,  bzw.  wenn  die  Wirkungslinien  der  vier  Kräfte  sich  in 
einem  Funkte  schneiden.     Im  anderen  Falle  gilt  der  Satz: 

Vier  Kräfte,  deren  Wirhinff^inien  sieh  nicht  schneiden,  stdten  im 
Gleichgewicht,  wenn  das  Kräftepolygon  geschlossen  ist,  und  wenn  die 
vier  Wirkungslinien  der  Kräfte  vier  JSreeugende  dersäbe»  Schar  eines 
einfachen  Hyperboloides  sind. 

Zunächst  ist  klar,  daß  kein  Oleichgewicht  vorhanden  sein  kann,  wenn 
die  vier  Wirkungslinien  g^,  g^,  g^,  g^  nicht  Erzeugende  derselben 
Schar  eines  einfachen  Hyperboloides  sind,  da  dann  fQr  jede  Erzengende 
der  zweiten  Schar,  des  durch  9,,  g^,  g,  bestimmten  Hyperboloides,  die 

iit  eine  Karre  dargestellt,  deren  Tom  Nnllpoukt  Hoageheiide  Badien  parallel 
■isd  zu  den  Tangenten  der  Seilkurve  und  die  Spannunj^n  danteilen.  Dieie 
Knrre  muB  die  KAftehucve  sein,  Diei  ist  auch  tatsächlich  der  Fall,  denn  durch 
Einsetzung  dei  Werte  tob  i,  >],  £  ergeben  aich  die  Gleichungen 


welche  besagen,  daß  die  Tungentea  dei  Kurve  (2)  parallel  sind  xa  den  Wirkunge- 
linieu  der  Kr&fle,  und  daß  da«  Laugeuelement  der  Knrve  (2): 


die  GrOBe  der  Kraft  hesitzt,  welche  auf  das  L&ngenelenient  d»  der  dnrch  die 
Gleichungen  (1)  bestimmten  Seilkurve  wirkt  Der  Pol  der  Kriftekaire  (I)  i(t 
der  Nullpunkt  des  Koordinat«nsjstems. 

1)  Außer  der  Statik  von  A.  W.  MQbinH  sind  hier  an  Arbeiten  Bbw  it* 
Nnllsystem  zu  erwObnen:  R.  Sturm.  „Sülle  föne  in  equilibno",  Ann.  di  Hat.U 
t,  7  (1S76)  p.  217.  ,-,  , 
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Uomente  der  drei  in  g^,  g^,  g,  liegenden  Kräfte  Pj,  P,,  P,  ver- 
schwinden, irährend  das  Moment  der  Tierten. Kraft  P^  einen  von  Noll 
Terschiedenen  Wert  besitzt  Die  vi«-  Kräfte  wfirden,  da  das  Kräfte- 
polfgon  ein  geechloHsenes  ist,  eich  anf  ein  einziges  Kräftepaar  zorück- 
fnhren  lassen. 

Liegeil  dagegen  die  vier  Kräfte  P„  P„  Pj,  P^,  deren  Kräfte- 
polygon ein  geschlossenes  ist,  in  Tier  Erzeugenden  t/^,  g^,  g^,  g^  der- 
selben Schar  eines  einfachen  Hyperboloides,  so  wird  für  jede  Gerade  l 
der  zweiten  Schar  das  Moment  jeder  der  vier  Kräfte  vetschwinden, 
was  für  den  Fall,  d&B  die  vier  Kräfte  zurückführbar  wären  auf  ein 
Kräftepaar,  nar  eintreten  könnte,  wenn  jede  Gerade  l  der  zweiten 
Schar  der  Ebene  des  Kräflepaares  parallel  wäre.  Da  aber  die  Er- 
zengenden derselben  Schar  eines  einfachen  Hyperboloides  nicht  pu^el 
sein  können  zu  derselben  Ebene,  so  werden  die  vier  Kräfte  sich  not- 
weodig  im  Gleichgewicht  befinden  müssen. 

Sind  die  vier  Geraden  g^,  g^,  y,,  34  so  ge^irählt,  daß  sie  in  vier 
Erzeugenden  derselben  Schar  eines  einfachen  Hyperboloides  liegen,  so 
kann,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll,  die  eine  der  Kräfte, 
z.  B.  P,  auf  der  betreSendeu  Erzeugenden  beliebig  gewählt  werden. 
Die  anderen  drei  Kräfte  sind  dann  durch  die  Bedingung  des  ge- 
schlossenen Kräftepoljgones  eindeutig  bestimmt  und  können  nach  den 
Methoden  des  §  64  gefunden  werden. 

Sind  drei  der  vier  Geraden  jr,,  j?,,  g^,  g^-z.  B.  g^,  g^,  g^  gegeben, 
so  ist  es  gestattet,  zwei  der  Kräfte,  z.  B.  P^  in  (?j  und  P,  in  (?,  be- 
liebig anzunehmen.  Die  Gerade  g^,  wie  die  beiden  Kräfte  P,  in  (jr, 
und  P4  in  ^4  sind  dann  durch  die  beiden  Bedingungen,  dafi  gi,gt,gi,gi 
vier  Erzengende  derselben  Schar  eines  einfachen  Hyperboloides  sein 
mflssen,  und  daß  das  Kräftepolygon  der  Kräfte  P,,  P„  P,,  P^  ein  ge- 
schlossenes sein  soll,  eindeutig  bestimmt. 

Sind  nämlich  die  drei  Geraden  ^,,  p,,  g^  und  außerdem  die  beiden 
in  g^  und  g^  liegenden  Kräfte  P^  und  Pj  gegeben,  so  sind  von  dem 
räumlichen  KrSftepolygon  die  beiden  ersten  Seiten  0 1  und  1 2  be- 
stimmt und  von  der  durch  den  Punkt  2  gehenden  dritten  Seite 
j^  U  fTj  die  Richtung  aber  nicht  die  Länge.  Damit  das  Kräftepolygon 
ein  geschlossenes  ist,  muß  die  vierte  zn  j;,  parallele  Seite  p^,  deren 
Endpunkt  der  Punkt  0  ist,  in  der  durch  die  Gerade  p,  und  den 
Punkt  0  bestimmten  Ebene  E  liegen.  Es  ist  daher  g^  diejenige  Ei^ 
zeugende  der  ersten  Schar  des  durch  gi,  g^,  g^  bestimmten  Hyper- 
boloides, welche  wie  die  Gerade  g^  parallel  ist  der  Ebene  E.  Wird 
durch  g^  eine  zu  E  parallele  Ebene  gelegt,  so  liefert  die  Terbindungs- 
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linie  der  Schnittpunkte  derselben  mit  ff,  and  ^,  eine  zur  Ebene  E 
parallele  Gerade  l  der  zweiten  Scbar.  Die  gesuchte  Gerade  «^^  ist 
dann  diejenige  Erzeugende  der  ersten  Schar,  die  parallel  za  l  ist,  also 
l  in  dem  unendlich  fernen  Pankt  schneidet.  Sind  noch  zwei  weiten 
Erzeugende  !,  und  2,  der  zweiten  Schar  bestimmt,  so  ist  g^  die  Schnitt- 
linie der  beiden  durah  l^  bzw.  2,  nnd  den  unendlich  fernen  Punkt 
Ton  l  gelegten  Ebenen.  Hieraus  läßt  sich  g^  leicht  konstruieren  und 
dann  das  KrSftepolygon  verrollständigen. 

Liegen  die  vier  Geraden  j?,,  g^,  g^,  g^  nicht  auf  einem  einhcfaen 
Hyperboloid,  sondern  insbesondere  auf  einem  hyperbolischen  Para- 
boloid,  so  genügt,  da  die  Eraeugenden  derselben  Sch&r  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides  der  nämlichen  Ebene  parallel  sind,  die  Be- 
dingung des  geschlossenen  Eräftepolygones  nicht  fQr  den  Fall  des 
Gleichgewichtes.  Es  bann  sein,  daß  die  vier  in  g^,  g^,  g^,  g^  lie- 
genden Kräfte  P,,  P,,  P,,  P^,  deren  Knlftepolygon  geschlossen  ist, 
sich  durch  ein  Kräftepaar  ersetzen  lassen,  dessen  Ebene  den  Erzeu- . 
genden  der  zweiten  Schar  parallel  ist.  Soll  Gleichgewicht  vorhanden 
sein,  so  ist  die  weitere  Bedingung  hinzuzufOgen,  daß  fOx  eine  Gerade  ji, 
die  nicht  parallel  ist  zu  der  Ebene  E,  zu  welcher  die  Erzeugenden 
der  zweiten'  Schar  parallel  sind,  die  Momeniensumme  der  Kräfte  Ter- 
schwindet.  Da  nämlich  die  sämtlichen  Geraden  der  zweiten  Schar 
des  hyperbolischen  Paraboloides  die  der  ersten  Schar  schneidrai,  so 
werden  für  jede  solche  Gerade  die  Momente  der  -rier  Kräfte  P,,  P,, 
P„  P^  Terachwinden.  Soll  daher  kein  Gleichgewicht  vorhanden  sein, 
so  mSßte  bei  dem  geschlossenen  Kräftepolygon  sich  ein  Kiäftepaar 
ergeben,  welches  in  einer  Ebene  liegt,  die  der  Ebene  E  parallel  ist, 
zn  der  die  Erzeugenden  der  zweiten  Schar  parallel  sind.  Damit  also 
Gleichgewicht  rorbandea  ist,  muß  tatsädilich  noch  fOr  eine  Gerade 
p,  die  nicht  parallel  ist  zur  Ebene  E,  die  Momentensumme  gleich 
Null  sein.     Es  folgt  danius  der  Satz: 

Vier  Kräfte,  die  in  rier  Erzeugenden  derselben  Schar  eines  h^p^- 
bolisch&i  Paraboloides  liegen,  stehen  im  Gleichgewi^M,  temn  das  Kräße- 
polygon  geschlossen  ist,  und  Kenn  für  eine  Gerade  p,  die  nicht  xu  der 
Ebene  parallel  ist,  eu  welcher  die  Erzeugenden  der  eweilen  Sdtar 
paraUel  sind,  die  Summe  aus  den  Momenten  der  Kräfte  versdneindfl. 

Sind  die  vier  Geraden  jr, ,  (?„  ffg ,  ff^  Eraengende  derselben 
Schar  eines  hyperbolischen  Paraboloides,  so  wird  das  gezeichnete 
Kräftepolygon  ein  ebenes  Polygon  sein,  das  in  einer  Ebene  ange- 
nommen werden  darf,  die  parallel  ist  zu  der  Ebene,  zu  welcher  die 
Erzeugenden  der  ersten  Schar  parallel  sind.  Wird  die  Ebene  des  Kiifte- 
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polygODefl  dem  entsprechend  gewählt,  so  ist  nach  Wahl  der  Kraft  P, 
die  eine  Seite  des  Kräftepolygonee  bestimiot.  Die  drei  anderen  Kräfte 
Pf,  P|,  Pf,  bzw.  die  drei  anderen  Saiten  des  Kräftepoljgones  sind 
dann  dnrch  die  Bedingung  des  geschlossenen  Kräftepolygones  noch 
nicht  bestimmt.  Wird  aber  die  weitere  Bedingung  hiuzugefQgt,  daß 
die  Momeniensumme  der  Klüfte  gleich  Kuli  soin  soll  fttr  die  Gerade;', 
80  ei^ben  sich  Pj,  Pg,  P^  eindeutig  und  die  YerTollatluidigung  des 
Eräftepolygones  bereitet  keine  Schwierigkeiten. 

Werden  von  den  Geraden  g,,  g^,  g^,  g^  drei  gewählt,  z.  B.  g^, 
9x,  9i  und  zwar  so,  daß  sie  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid 
li^en,  also  derselben  Ebene  parallel  sind,  so  können  die  Größen  Ton 
zwei  Kräften,  z.  B.  Pj  und  P,  angenommen  werden.  Dann  ist  die 
Gerade  g^  sowie  jede  der  beiden  Kräfte  P,  und  P^  eindeutig  bestimmt 
und  lassen  sich  leicht  konstruieren. 

Es  soll  nun  untersacht  werden,  wann  Gleichgewicht  vorhanden 
ist,  wenn  an  die  Stelle  der  einen  der  vier  Kräfte  ein  KHLftepaar  tritt. 

Das  Kräflspaar  sei  durch  zwei  in  einer  Ebene  E  liegende  Kräfte 
gebildet.  Die  drei  Kriifte  P^,  Pj,  P,,  welche  mit  diesem  Kräftepaar 
im  Gleichgewicht  stehen  sollen,  mögen  in  den  Geraden  c;,,  ^|,  g^  liegen. 
Fflr  das  Gleichgewicht  ist  jeden&lls  erforderlich,  daß  das  Kräftepo- 
lygon der  drei  Kräfte  P^,  P,,  P,  ein  geschlossenes  ist.  Für  jede 
zur  Ebene  E  parallele  uod  g^  und  g^  schneidende  Gerade  l  Ter- 
Bchwinden  die  Momente  von  P^  und  P,  und  ebenso  die  Momenten- 
samme  der  beiden  das  Kräftepaar  bildenden  Kräfte.  Folglich  muß 
fär  das  Gleichgewicht  auch  das  Moment  von  P,  fQr  diese  Gerade  l 
Terschwinden.  Daraus  ei^ibt  sich  die  Bedingung,  daß  jede  solche 
Gerade  I  auch  g^  schneiden  maß,  d.  h.  daß  g^^,  g^,  p,  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Ebene  des  KnLftepoai-es  vier  Erzeugende  der- 
selben Schar  eines  hyperbolischen  Paraboloides  sein  mflssen.  Diese 
Bedingung,  sowie  die  Bedingung  des  geschlossenen  Kräftepolygones 
genügen  jedoch  noch  nicht  ftlr  das  Gleichgewicht.  Würden  dieselben 
allein  erfüllt  sein,  so  konnte  es  sein,  daß  die  drei  Kräfte  P,,  P„  P, 
nnd  das  Enftepaar  sich  vereinigen  lassen  zu  einem  einzigen  in  der 
Ebene  E  li^^enden  Kräftepaar.  Für  das  Gleichgewicht  ist  noch  hin- 
zuzufügen, daß  für  eine  der  Ebene  E  nicht  parallele  Gerade  p  die 
Snmme  der  Momente  sämtlicher  Kräfte  verschwindet  So  ergibt  sich 
der  Satz: 

Ein  Kräfteptiar  und  drei  Kräfte  P^,  P„  Pj  stehen  im  Gleieh- 
gewieht,  sobald  die  Wirhmgslinien  der  drei  Kr^te  und  die  unendlidi 
ferne  Gerade  der  Ebene  des  Kräftepaares  vier  Ereetigende  derselben 
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Schar  eines  hyperbolischen  P(a'aboloid^  sind,  wenn  außerdem  das 
Kräftep<dygon  der  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,  ein  geschlossenes  ist,  some 
die  Summe  der  Momente  sämüteher  Kräfte  für  irgend  eine  sur  Ebene 
des  Kräflepaares  nicht  parallele  Gonade  p  verschwindet. 

Wird  die  Ebene  dea  Kräftepa&res,  sowie  jede  der  drei  Geraden, 
in  denen  die  Kräfte  ü^^d  sollen,  der  genannten  Bedingung  gen^ 
angenommen,  so  ist  dae  im  Oleichgewicht  stehende  Kräftesystem  be- 
stimmt, sobald  du  Moment  des  Kräftepaares  eiusdiließlicli  des  Dre- 
htmgssinnes  oder  statt  dessen  eine  der  drei  Klüfte  gegeben  ist. 

Sind  g^,  g^,  g^  so  gewählt,  daß  sie  als  Erzeugende  derselben 
Schar  ein  hyperboHaches  Faraboloid  bestimmen,  so  können  die  Kräfte 
in  zweien  derselben,  z.  B.  Pj  in  g^  und  P,  in  g^  gewählt  werden. 
Dana  ist  P,  in  g^,  sowie  das  Kräftepaar  eindeutig  bestimmt.  Die 
Kraft  Pj  ist  hierbei  schon  durch  die  Bedingung  des  geschlossenen 
Kräftepolygones  der  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,  gegeben.  Werden  sodann 
zwei  Erzeugende  I,  und  !,  der  zweiten  Schar  konstruiert,  so  ist  die 
Ebene  des  Kräftepaares  durch  die  Bedingung,  daß  sie  zu  2,  und  I, 
parallel  sein  muß,  gegeben.  Das  Moment  des  ^aftepaares  folgt  dann 
daraus,  daß  für  eine  beliebige  Gerade  p,  die  nicht  parallel  ist  zur 
Ebene  des  Kräftepaarea,  die  Momentensumme  aller  Kräfte  gleich  Null 
sein  maß. 

Darch  die  helgeleiteten  Sätze  sind  sämtliche  Fälle  erledigt,  in 
denen  vier  io  sich  kreuzenden  Geraden  li^^de  Kräfte  oder  dr^ 
solche  und  ein  Kräftepaar  sich  im  Gleichgewicht  befinden.  Da  aber, 
wenn  vier  Kräfte  Pj,  Pj,  P,,  P^  im  Gleichgewicht  stehen,  die  beiden 
Kräfte  Pi  und  P,  durch  die  beiden  Kräfte  —  P,  und  —  P,  eraetit 
werden  können,  so  sind  gleichzeitig  die  Bedingungen  entwickelt,  anter 
denen  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  auf  zwei  andere  sich  kreuzende 
Kräfte  oder  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  zurOckgefUhrt  werden 
können. 

Es  ist  möghch  die  hergeleiteten  Sätze  in  folgender  Art  zu  einem 
einzigen  Satze  zu  rereinigen: 

Zwei  in  zwei  sich  kreuzenden  Geraden  g^  und  g^  liegende  Kräfte 
P,  und  Pj  können  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  andere  sidt 
hreuzende  Kräfte  P,  und  P^  in  zwei  Geraden  g^  und  g^  ersetzt  iberden- 
Die  eine  der  beiden  Linien  g^  und  ^^ ,z.B.  gt,ist  hierbei  wiWiiirlidi  KÖhl- 
bar.  Dann  ist  die  andere  g^,  wie  jede  der  beiden  Kräfte  P,  und  P^  ein- 
deutig bestimmt.  Die  vier  Geraden  (/i,  g^,  g^,  g^  li^en  auf  einem  ein- 
fachen Bgperboloid  oder  hyperbolischen  Paraboloid.  Der  Faü,  daß  oh 
die  Stelle  der  einen  Kraft  ein  Kräflepaar  tritt,  verliert  seine  Sonäa^ 
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stdlung,  wenn  das  Kräftepaar  als  eine  unendlich  hkine  Kraß  angesehen 
wird,  die  in  der  unendlich  fernen  Geraden  der  I^tene  des  Kräftepaares 
sich  beßndet. 

Dnreli  diesen  Satz  ist,  wenn  zwei  sich  kreozende  Eräfle  oder 
ein  numliclies  Eräftesystem  gegeben  ist,  welches  ja  im  allgemeinen 
anf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  zurQckgefBhrt  werden  kann,  jeder  Ge- 
raden 9,  des  EUnmes  eine  ganz  bestimmt«  Gerade  g^  eindeutig  zuge- 
ordnet. Zwei  aolohe  Gerade  sollen  wie  früher  als  konjugierte  Linien 
des  durch  das  räumliche  Kr^tesjfStem  lesiimmten  NuUstfStemes  bezeichnet 
werden. 

£b  bereitet  keine  Schwierigkeiten,  die  übrigen  grundlegenden 
Sätze  des  NoUsystemes  aus  diesem  einen  Satze  herzuleiten. 

Sind  drei  Paare  toq  konjugierten  Geraden  des  NuUsystemB 
gegeben : 

9i9if  9t9i,  9a9t> 
so  lie^n  je  zwei  Paare  derselben  auf  einem  einfachen  Hyperboloid 
oder  einem  hyperbolischen  Paraboloid.  Diese  drei  Paare  von  kon- 
jugierten Geraden  bestimmen  drei  einfache  Hyperboloide  oder  hyper^ 
bolische  Paraboloide,  und  zwar  haben  je  zwei  derselben  zwei  Erzen- 
gende der  nämlichen  Schar  gemein.  Wenn  aber  zwei  Hyperboloide 
zwei  Erzeugende  derselben  Schar  gemeinschaftlich  besitzen,  so  haben 
sie  auch  -zwei  Erzeugende  der  anderen  Schar  gemein.  Daraus  folgt 
der  Satz: 

Drä  Paare  von  konjugierten  Geraden  eines  NuUsystemes  werden 
von  den  nämlichen  beiden  Geraden  k  und  k'  geschnitten. 

Die  obigen  drei  Paare  ron  konjugierten  Geraden  des  Nnllaystemee 
seien  so  geiriihlt,  dafi  g^  und  g^  durch  den  nämlichen  Punkt  A  geben. 
Die  Kräfte  in  diesen  sechs  Geraden  seien  mit 
Fl  Fl,   P^P^,   F,P^ 

bezeichnet,  so  daß  also  die  beiden  Kräfte  P,,  P,'  in  g^  und  g^'  so- 
wohl durch  die  beiden  Kräfte  P,  und  P,'  in  g^  und  g^  wie  durch 
die  Kräfte  P,  und  P,'  in  9,  and  g^  ersetzt  werden  können.  Daraus 
folgt,  daß  die  vier  Kräfte 

P„   P/,  -P.,  -P,' 

in  den  Tier  Geraden  g^,  g^,  j/,,  <;,'  ein  Gleichgewichtssystem  bilden. 
Da  aber  g^  und  g^  durch  denselben  Punkt  A  gehen,  so  können  P, 
und  —  Pg  durch  eine  einzige  in  A  angreifende  Kraft  Q  ersetzt  werden. 
Diese  Kraft  Q  muß  dann  im  Gleichgewicht  stehen  mit  den  beiden 
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Kräften  P^'  und  —  P^'.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Kräfte 
Q,  Pf',  —  Pg'  in  einer  Ebene  liegen.  Dann  li^en  aber  anch  die 
beiden  Oeraden  g^',  g^'  nud  der  Punkt  Ä  in  einer  Ebene  A.  Werden 
daher  die  beiden  konjugierten  Geraden  g^  and  g^  angenommen  und 
wird  dann  auf  g^  der  PniLkt  A  gewählt,  durch  den  die  Gerade  g^ 
gehen  boU,  bo  wird  die  zu  g^  konjugierte  Gerade  g^'  in  der  dan^  den 
Punkt  A  und  die  Gerade  g^'  bestimmten  Ebene  A  li^^n.  Daraus 
folgt  der  Satz: 

Drdit  sich  eine  Gerade  g  um  einen  Punld  A  in  g,  so  bewegt  sich 
die  XU  g  Iconjvgierte  Gerade  g'  des  NvHsystemes  in  einer  bestimmten 
dmrh  A  gehenden  Ebene  A,  der  tum  Ptmkte  A  als  NuUpankt  ge- 
hörenden NuMebene. 

Umgekehrt  ergibt  sich: 

Bewegt  sieh  eine  Gerade  g  in  einer  Ebene  A,  so  dr^  sieh  die  «u 
g  kot^ugierie  Gerade  g'  vm  einen  in  A  liegenden  Punkt  A,  den  Ntät- 
pttnkt  der  Ebene  A. 

Vermittels  dieser  Sätze  sind  die  Punkte  und  Ebenen  des  Raumes 
eindeutig  einander  zugeordnet.     £b  ei^ben  sich  femer  die  Sätze: 

Die  NuU^ene  eines  Putiktes  A  ist  diejenige  Ebene  A,  die  durdi 
den  Punkt  A  und  eine  Gerade  g'  besHmmt  ist,  wache  konjugiert  ist 
einer  beliäiig  durch  A  gälten  Geraden  g. 

umgekehrt  ist  der  Nullpunkt  einer  Ebene  A  derjenige  Punkt,  der 
aus  A  durch  eine  gerade  Linie  g  geschnitten  wird,  die  kot^jugiert  ist 
einer  beliebigen  in  A  angenommenen  Geraden  g'. 

Der  Verbindvngdinie  ewmer  Ptmite  A  und  B  ist  die  Schnittlinie 
der  diesen  Punkten  A  vnd  B  entsprechenden  NuUebenen  A  und  B  kon- 
jugiert. 

Umgekehrt  ent^arickt  der  Schnittlinie  sieeier  Ebenen  A  und  B  die 
Verbindungdinie  der  diesen  beiden  Ebenen  entsj^etkenden  NuHpunkte 
A  und  B. 

Zwei  Punkte  A  und  B  sollen  auf  zwei  konjugierten  Geraden  g 
und  g'  liegen.  Dem  Punkte  A  wird  die  Ebene  Ag'  und  dem  Punkte 
B  die  Ebene  Bg  entsprechen.  Der  Yerbindungslinie  h  der  beiden 
Punkte  A  und  B  ist  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Ag'  und  Bg  kon- 
jugiert. Die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  Ag'  und  Bg  ist  aber 
nichts  anderes  als  die  Verbindungslinie  h  der  beiden  Punkte  A  und  B. 
Es  folgt  der  Satz: 

Jede  Verbindungslinie  zweier  Punkte  von  konjugierten  Geladen  ist 
eine  sich  selbst  entfettende  Gerade  des  NuBsystemes. 
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Bei  Koostruktioii  des  Eriiftepolygones  ergibt  sich,  daß  die  beiden 
in  eine  solclLe  sich  selbst  konjogierte  Linie  falleudea  Kräfte,  auf 
welcbe  das  Ejäftesjatem  znrackfH]u-bar  ist,  unendlich  groß  werd^ 

Mit  Hilfe  diraer  Sätze  läßt  sich  leicht  nachweiawi,  daß  ein 
Nnlisystem  durch  zwei  P&aare  g^g^  und  g^g^  von  konjugierten 
Qeraden  Tollsiändig  bestimmt  ist,  daß  sich  also  dann  zn  jedem 
Pankt  die  Xullebene  und  zu  jeder  Ebene  der  KuUpnnkt  kon- 
Btmieren  läßt 

An  die  Stelle  des  einen  Paares,  z.  B.  g^g^,  kano  hierbei  aach 
eine  sich  selbst  koiyn^erte  Gerade  Tt  gesetzt  werden.  Um  dann  die 
Knllebene  A  eines  Punktes  A  zu  bestimmen,  ist  zunächst  der  Null- 
punkt E  der  Ebene  Ah  za  finden.  Derselbe  wird  ans  k  durch  die 
YerbindongeliDie  der  Schnittpunkte  der  Ebene  Ak  mit  g^  und  9,' 
geschnitten.  Durch  diesen  Punkt  E  maß  die  Nullebene  A  des 
Punktes  A  gehen,  sie  ist  also  diejenige  Ebene,  welche  aofier  durch  E 
durch  die  Gerade  h  bestimmt  ist,  die  sich  Ton  A  aus  nach  g^  und  gi 
ziehen  läßt. 

In  umgekehrter  Weise  kann  der  Nnllpunkt  einer  gegebenen 
Ebene  A  erhalten  werden. 

Ist  dann  zu  einer  Geraden  l  die  konjugierte  Gerade  V  vx  finden, 
so  kann  dieses  geschehen,  indem  fSr  zwei  Punkte  A  und  B  Ton  l 
die  Ifnllebenen  A  und  B  bestimmt  werden.  Die  Schnittlinie  dieser 
Ebenen  A  und  B  wird  dann  die  zn  l  konjugierte  Gerade  V  Rein. 

Es  sei  das  Nollsystem  nicht  durch  zwei  konjugierte  Gerade  g^g^ 
and  durch  eine  sich  selbst  entsprechende  Gerade  h,  sondern  statt 
dessen  durch  zwei  Paare 

9i9i,  9t9f 
von  konjugierten  Geraden  gegeben.  Dann  müssen  jedenfalls  die  vier 
Geraden  g^,  g^',  g^,  g^  die  Erzeugenden  derselben  Schar  eines  ein- 
fachen Hyperboloides  oder  eines  hyperbolischen  Paraboloides  sein. 
Die  Bestimmung  der  Nullebene  A  eines  Punktes  A  kann  erfolgen, 
indem  die  beiden  Geraden  h,  und  h^  gefunden  werden,  welche  von 
A  ansehen,  und  von  denen  die  eine  A,  die  beiden  Geraden  ^j^,'  und 
die  andere  h^  die  Geraden  g^,  g^  schneidet.  Diese  beiden  Geraden 
hl  und  A,  sind  zwei  TOn  A  ausgehende  sich  selbst  entsprechende  Ge- 
rade nnd  die  Ebene  derselben  wird  die  Kuliebene  A  des  Punktes  A 
sein.     Hierin  liegt  der  Satz: 

Zwei  von  demselben  Punkte  A  ausgehende  sicÄ  s^st  konjugierte 
Gerade  bestimmen  die  Nullebene  A  des  PunlUes  A. 

Sind  a,  b,  e,  d  vier  sich   selbst  entsprechende  nnd  zueinander 
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windschiefe  Linien  des  Xullsystemes,  so  sind  die  beiden  Geraden  g^ 
nnd  gi,  welche  a,  b,  c,  d  achneiden,  einander  konjugiert.  Infolf^  da- 
von ist;  ein  Nnllaystem  auch  durch  fünf  sich  selbst  entsprechende 
Linien  bestimmt 

Daraus  folgt  der  Satz: 

Sind  fünf  zueinander  mndaehiefe  Gerade  a,  h,  e,  d,  e  g^d}en.  so 
bestimmen  dieselben  fünf  Paare  g^g{,  g^gt'}  Pjjg'i  üi,9it  9i,9i  ww  Ge- 
raden, von  denen  jedes  der  fünf  Paare  vier  der  Linien  a,  b,  c,  d,  e 
schneidet.  Werden  nun  die  fünf  dwrch  einen  hdiängen  Punkt  A 
gehenden  Geraden  hmstruiert,  welche  je  ein  Paar  der  Linien  g^g^', 
ffi9t!  9i9t\  Sifft'i  ?6ä'  ^neiden,  so  liegen  dieselben  auf  einer  Ebene 
und  zwar  auf  der  NtdhAene  des  Punktes  A  in  beeug  auf  das  durch 
die  Linien  a,  b,  c,  d,  e  als  sieh  selbst  entsprechende  Linien  bestimmte 
NuUsystem, 

Durch  die  in  §  69  für  die  Bestimmong  der  Zentralachse  und 
des  Hauptkr&ftepaares  g^bene  Methode  von  0.  Mohr  ist  das  KiSfte- 
system  auf  drei  venchiedene  Arten  aof  eine  Kraft  und  ein  Eräfte- 
paar  zurückgeführt  Es  sind  somit  hierdurch  fdr  das  durch  das 
Kraftesystem  bestimmte  NuUsystem  drei  Paare  von  entsprechenden 
Geraden  g^eben.  Infolge  davon  ist  die  Methode  von  0.  Mohr  vor- 
zugsweise dann  bequem,  wenn  es  sich  darum  huidelt,  weitere  ent- 
sprechende Elemente  des  Nnllsystemes  zu  finden. 

§  73.    Zerlegung  einer  Kraft  In  Komponenten,  die  in  voigesohiie- 
benen  Geraden  liegen. 
In  §  6Q  ist  nachgewiesen   worden,  daß  ein  räumliches  £räfte-' 
System  sich  stets  znrQckfQhren  läßt: 

a)  Auf  eine  einzige  resultierende  Krait 

b)  oder  auf  ein  einziges  resultierendes  Kräftepaar 

c)  oder  auf  eine   Kraft   und   ein   Kiäftepaar,  bzw.   anf  zwei 
sich  kreuzende  Kräfte. 

Durch  die  fieberen  Betrachtangen  hat  jedoch  das  Kräftepaar  die 
Sonderstellung  verloren.  Infolge  davon  ist  es  nur  erforderlich,  die 
Zerlegung  einer  einzigen  Kraft  nnd  ebenso  die  von  zwei  sich  kreu- 
zenden Kräften  in  Komponenten,  die  in  voi^eschriebenen  Geraden 
liegen,  zu  bewerkstelligen. 

Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Komponenten  ist  durch  die 
Untersuchungen  von  §  64  und  §  72  schon  erledigt  Bei  mehr  als 
sechs  Komponenten  ist    die    Zerlegung,   falls  sie  überhaupt  möglich 
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is^  stets  vieldeutig.     Es  ist  daher  nur  die  Zerl^UDg  der  gegebenen 
Kraft  in  Tier,  fQnf  und  sechs  Eomponeuteu  zu  bebandeln.*) 

Zeri^ng  einer  Kraft  in  vier  Komponenten. 

Die  gegebene  Kraft  P  möge  in  einer  Geraden  g  liegen,  die  vier 
gesuchten  Komponenten  P,,  P„  P,,  P^  in  den  vier  gegebenen  Ge- 
raden gi,  ft,  J(,  g^.  Von  derartigen  Fällen,  wie  sie  auftreten,  wenn 
die  Kraft  P  schon  in  Komponenten  zerlegbar  ist,  die  in  dreien  der 
Geraden  ^,,  g^,  g^,  g^  liegen,  sei  abgesehen.  Es  läßt  sich  dann  nach- 
weisen, daß  die  Zerlegung  nur  mißlich  ist,  wenn  die  fünf  geraden 
Linien  g,  g^,  (/,,  g^,  g^  dur^  die  nafflIicAen  beiden  Geraden  \  und  i, 
geschnitten  werden.  Es  könneu  daher  bei  Zerlegung  der  in  g  liegenden 
Kraft  P  von  den  vier  Geraden  g^,  g^,  g^,  g^  nur  drei,  z.  B.  ^,,  g^,  g^, 
beliebig  gewählt  werden.  Dadurch  sind  zwei  Gerade  \  and  ^  be- 
stimmt, welche  die  vier  Geraden  g,  g^,  g^,  g^  schneiden.  Da  die  Ge- 
rade g^  auch  von  Ic^  und  ^  geschnitten  werden  soll,  so  darf  von  g^ 
nur  ein  einziger  Pnnkt  A  gewählt  werden.  Nach  Annahme  dieses 
Punktes  .<i  ist  j^^  als  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  Ak^  und  Ak^ 
bestimmt. 

Der  Beweis  und  gleichzeitig  die  Konstruktion  der  vier  Kom- 
ponenten läßt  sich  in  fo^nder  Art  bewerkstelligen: 

Zunächst  ist  klar,  daB  eine  Zerlegung  von  P  in  Komponenten, 
die  der  genannten  Bedingung  nicht  genügen,  ausgeschlossen  ist,  denn 
sonst  wdrde  in  bezng  auf  jede  Gerade  1i,  die  vier  der  fDnf  Linien 
9y  9u  9i>  Sit  9i  schneidet,  das  Itfoment  der  betreffenden  vier  Kräfte 
verschwinden,  während  das  Moment  der  fünften  Kraft  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert  hat. 

Die  vier  Geraden  g^,  g^,  g^,  g^,  in  denen  die  vier  Komponenten 
P,,  P,,  P„  P^  liegen  sollen,  seien  der  vorstehenden  Bedingung  gemäß 
gewählt 

Es  seien  die  beiden  Hjrperboloide  betrachtet,  die  bestimmt  sind 
durch  die  Geraden: 

9,  9i,  9i 
und 


1)  Die  folgende  Zerlegung  der  Eiftft«  auf  Gnud  der  Bigeuachafteii  dee 
Nollejiteine«  findet  sich  in  der  Abhandlung  von  L.  Benneberg:  „Zur  graphi- 
schen Zerlegnng  fon  Et&ften,  die  au  einem  starren  räumlichen  Sjatem  angreifen", 
Civiling.  so,  (ISM)  p.  38If.  nnd  L.  Henneberg,  „Statik  der  Btorren  Systeme", 
DanuBt&dt  (18SS)  Kap.  T. 
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Dieeelben  haben  die  beiden  Geraden  k,  und  l-^,  welche  die  fünf  Ge- 
raden g,  ffi,  ;,,  g^,  gt  schneiden  sollen,  ala  Eraengende  der  zweiten 
Schar  gemein  und  mQBsen  daher  auch  zwei  Erzeagende  der  ersten 
Schar  gemeinschaftlich  besitzen.  Die  eine  derselben  ist  g,  die  andere 
sei  mit  I  bezeichnet. 

Wird  nun  die  Kraft  P  in  if  in  zwei  Komponenten  i**  and  y 
zerlwt: 

P-P+F', 

die  beide  in  g  liegen,  so  kann,  da  g,  g^,  g^,  l  vier  Eneugende  der- 
selben Schar  eines  einfachen  Hyperboloides  sind,  die  Kraft  P*  in  ^ 
eindeutig  zerl^  werden  in  drei  Komponenten  P,  in  ^i,  P,  in  g^, 
L'  in  l.  Ebenso  läfit  sich  die  Kraft  P"  eindeutig  zerlegen  in  drei 
Komponenten  P,  in  g^,  P^  in  g^  und  L"  in  l.  Wird  dann  das  Yer- 
lültnis  der  beiden  Kräfte  P'  nnd  P"  in  9  so  gewShlt,  daß  die  beiden 
Kräfte  L'  und  L"  in  l  sich  aufheben,  so  ist  damit  die  gesuchte  Zerlegung 
Ton  P  durchgeftlhrt 

Diese  Zerlegung  von  P  ist  im  al^emeinen  eindeutig,  denn,  wenn 
zwei  verschiedene  Lösungen  vorhanden  wSren,  so  müßten  die  Diffe- 
renzen der  Kräfte  in  ffi,  g^,  g%,  gt  unter  sich  im  Gleichgewicht  stehen, 
was  in  dem  besonderen  Fall  möglich  ist,  wenn  g^,  g^,  g„  g^  vier 
Erzeugende  derselben  Schar  eines  einfachen  Hjperbolotdes  oder  eines 
hyperbolischen  Paraboloides  sind. 

Die  vorstehende  Zerlegung  einer  Kraft  in  Vier  Komponenten 
Unft  auf  eine  zweimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Komponenten 
hinaus.  Die  Gerade  l,  die  hierbei  zn  bestimmen  iet^  läSt  sich  leicht 
mit  Hilfe  der  Methoden  der  synthetischen  Geometrie  auf  rein  lineare 
Weise  finden. 

Der  FaU,  daß  au  die  SteUe  der  Kraft  P  ein  Kräftepaar  tritt,  ist 
durch  die  Ausführungen  von  §  72  mit  erled^t.  Es  möge  hier  nur 
darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  daß  dann  die  Gerade  g  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  Ebene  des  Kräftepaares  ist,  und  daß  femer 
die  beiden  Hyperboloide  in  hyperbolische  Paraboloide  flbergehen. 

Zerlegung  einer  Kraß  in  fünf  Komponenten. 
Die  g^ebene  und  zu  zerlegende  Kraft  P  möge  in  der  Geraden  g 
liegen.  Von  den  Wirkui^linien  g,,  j7„  j?,,  ß^,  g^  der  fOnf  Kom- 
ponenten P,,  P,,  Pj,  P^,  Pj  können  vier,  z.  B.  ^,,  g,,  g^,  g^,  beliebig 
gewählt  werden  und  von  der  fUnften '  Wirkungslinie  g^  ein  Punkt  A. 
Dann  ist  eine  den  Punkt  Ä  enthaltene  Ebene  A  bestimmt,  in  welcher 
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g^  liegen  maß,  und  in  der  die  Linie  g^  der  Bedingung  entaprecbend, 
daß  flia  durch  A  gehen  soll,  beliebig  gewählt  werden  darf. 

Eb  werde  die  Kraft  P  in  vier  Komponenten  zerlegt,  von  denen 
drei  P^',  P,',  P,'  in  ^,,  ^,,  g^  liegen,  während  die  yierte  durch  A 
geht.  Die  gerade  Linie  l,  in  der  die  vierte  Komponente  L'  sich  be- 
findet, sowie  die  Größen  der  vier  Kräfte  P/,  P,'  P,',  L'  sind  ein- 
dentig  g^ebeo.  Femer  werde  ein  System  von  fflnf  im  Gleichgewicht 
stehenden  Kräften  P,",  Pj",  P,",  P^",  L"  bestimmt,  von  denen  die 
'  ersten  vier  in  ffi,  (7,,  g^,  g^  wirken,  während  L"  in  einer  durch  Ä 
gehenden  and  darcb  g^,  g^,  g^,  g^  gegebenen  Geraden  l"  liegt.  Dann 
kann  die  Kraft  P  ersetzt  werden  dnrch  die  Kräfte  P,  —  P^'  -|-  P^"  in 
ff„P,— P,'+  P,"inff„P,  =  P,'  +  Pg"  in  ?„  P^— P4"  in  3« nnd  durch 
die  Resultante  P^  der  beiden  dnrch  A  gehenden  Kräfte  L'  nod  L". 
Da  aber  Über  die  Größe  von  L"  verfligt  werden  darf,  so  kann  es  so 
eingerichtet  werden,  daß  P^  in  irgendeiner  durch  A  gehenden  Ge- 
raden g^  der  Ebene  {l'l")  —  A  zn  liegen  kommt.  Die  Bestimmung 
der  Ebene  A,  sowie  die  der  Größen  der  Komponenten  P^,  P,,  Pj. 
P4,  Pt  ist  auf  eine  zweimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  vier  Kom- 
ponenten zurfickgefflhri 

Nach  Annahme  von  g^  in  A  und  durch  A  ist  die  Zerlegung  eine 
eiodeatige,  da  sonst,  nenn  zwei  Lösungen  vorhanden  wären,  die  Diffe- 
renzen der  in  g^,  g^,  g^,  'g^,  g^  wirkenden  Kräfte  ein  Gleicbgewichts- 
Bjstem  bilden  müßten,  was  im  allgemeinen  nicht  möglich  ist. 

Aus  den  Ober  das  NuUsystem  hei^leiteten  Sätzen  folgt  sofort, 
daß  A  die  Nullebene  des  Punktes  A  ist  in  bezug  auf  das  durch  g, 
9i>  9ii  9tt  9t  "^  B^<^  selbst  entsprechende  Linien  bestimmte  Nnll- 
system.  Durchläuft  der  Punkt  A  die  Gerade  g^,  so  wird  die  Ebene  A 
da  dieselbe  stets  g^  enthalten  muß,  sich  um  g^  drehen.  Daher  ist  g^ 
ebenfalls  eine  sich  selbst  entsprechende  Linie  des  Nullsysteme.  Daraus 
folgt  der  Satz: 

Bei  einem  System  von  sechs  im  Gl^t^getmckt  stehenden  Kräften 
sind  die  Wirhmgslinien  der  Kräfte  sechs  sich  selbst  entsprechende 
Linien  eines  Nullsystems. 

Zerlegimg  ein&r  Kraft  in  sedis  Komponenten. 
Die  sechs  Geraden  g^,  g^,  9,,  g^,  g^,  g^,  in  denen  die  sechs  Kom- 
ponenten liegen  sollen,  können  willkOrlich  gewählt  werden.  Die  Zer- 
legung ist  im  allgemeinen  durchfahrbar  and  eindeutig,  sie  kann  auf 
eine  zweimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  fünf  Komponenten  zurOck- 
gefOhrt  werden.  ^ 
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Es  sei  die  gegebene  Eraft  P  in  g  zerl^  in  fOnf  Eomponenten, 
und  war  P,'  in  j?,,  P,'  in  p,,  Pj'  in  g^,  P/  in  ^^  and  in  eine  fOnfte 
Kraft  L',  die  durch  einen  angenommenen  Punkt  A  geht  und  sich 
in  einer  beliehigen  Geraden  V  der  Nullehene  A'  des  PonlcteB  A  befindet 
and  zwar  desjenigen  NnUsystems,  welches  durch  g,  g^,  g^,  (/,,  g^ 
als  sich  selbst  entsprechende  Geraden  bestimmt  ist. 

Sodann  seien  sechs  im  Oleichgewicht  stehende  Er&fte  gefunden, 
Ton  den  fünf,  nämlich  P,",  P,",  F^',  P^",  P,"  in  g^,  g,,  g^,  g^,  g^ 
liegen,  während  die  sechste  Kraft  L"  in  l"  durch  den  Punkt  A  geht 
und  in  der  Knllebene  A"  des  Punktes  A  und  zwar  des  durch  g^,  g^, 
9t>  9bt  9t  ^^  ^'^  selbst  entsprechende  Gerade  bestimmten  Nullsjetems 
beliebig  angenommen  werden  kann.  Die  An^ndung  Ton  solchen  sechs 
Kräfton,  die  im  Gleichgewicht  stehen,  Uuft  auf  die  Zerlegung  einer 
Kraft  in  fiinf  Komponenten  hinaus. 

Da  V  eine  beliebige  durch  A  gehende  Gerade  der  Ebene  A' 
und  l"  eine  beliebige  durch  A  gehende  Gerade  der  Ebene  A"  ist, 
so  kann  es  so  eingerichtet  werden,  daß  V  und  l"  beide  in  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  A'  und  A"  fallen,  und  dafl  die  Kräfte  L'  und  L" 
sich  aufheben.  Dann  ist  die  gegebene  Kraft  P  in  ^  zerlegt  in  die 
sechs  Kräfte:  Pi=  P,'  in  g^,  P,=  P,'+  P,"  in  (/„  P,=  P,'+  P,' 
in  9t,  -P*  —  P*'  +  ^i"  '°  9^>  A  —  A"  ">  9b  und  P,  —  P,"  in  ?,. 

Da  sich  hier  die  Zerl^ung  einer  Kraft  in  sechs  Komponenten, 
deren  Wirkungslinien  beliebig  gewählt  werden,  als  durchführbar  und 
eindeutig  erwiesen  hat,  so  ist  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  mehr  als 
sechs  Komponenten,  vorausgesetzt,  daß  dieselbe  Oberhaupt  möglich 
ist,  jedenCalls  vieldeutig. 

§  74.    Zerlegung  von  swei  sioh  kreusenden  ET&nen  in  Kom- 
ponenten in  vorgeschriebenen  Oeraden. 
Die  Zerlegung  von   zwei   sich   kreuzenden  Kräften   in  mehr  als 
sechs  Komponenten  ist,  falls  dieselbe  Oberhaupt  ausfQbrbar  ist,  stets 
vieldeutig.     Es  ist  daher  nur  die  Zerlegung  in  zwei,  drei,  vier,  fDnf 
und  sechs  Komponenten  zu  untersuchen. 

Zerlegung  in  zwei  Komponenten, 

Die  beiden  gegebenen  Kräfte  P  und  Q  in  den  Geraden  g  und  I 

bestimmen  ein  Xullsystem.    Es  kann  daher  die  Wirkungslinie  g^  der 

einen  Komponente  Pj  beUebig  gewählt  werden.     Dann  ist  die  andere 

Wirkungalinie  g^   als   die  zu  ^,  konjugierte  Gerade  des  NnUsystemee 

i  Coogk 


g  74.  Zvrlegmtg  von  zwei  Bich  krenzeaden  ET&fteu  in  Komponenten  usw.     431 

eindeutig  bestinimt.  Nachdem  g^  gefonden  ist,  ergeben  Biet  die 
OröSen  Pj  und  Pj  der  beiden  Komponenteo  sofort  aus  dem  gezeich- 
neten Kräftepolygon. 

um  hietbei  g^  bei  g^ebenem  g^  zu  erhalten,  kann  In  der  Weise 
Terfuhren  werden,  dafi  zunächst  ein  weiteres  leicht  zu  bestimmendes 
Paar  von  konjugierten  Qeraden  des  Nullsystemes  gefunden  wird.  Ein 
solches  weiteres  Paar  g'g"  ergibt  sich,  wenn  die  E>aft  P  in  zwei 
Komponenten  P'  und  P"  zerl^  wird,  deren  eine  P"  die  Kraft  Q 
schneidet.  Dann  bildet  die  Wirkongslinie  TOn  P'  and  diejenige  der 
Resnltante  von  P"  und  Q  ein  Paar  von  konjugierten  Geraden.  Nach- 
dem so  zwei  Paare  von  konjugierten  Geraden  des  Nullsystemes  gegeben 
sind,  läßt  sich  leicht  fDr  eine  beliebige  Gerade  g^  die  entsprechende 
£nden. 

Die  ZurQckfilhmng  von  zwei  sich  kreuzenden  Kräften  P  and  Q 
auf  zwei  andere  sich  kreuzende  Kräfte  Pj  und  P,,  wobei  Pj  in  einer 
g^ebenen  Geraden  g^  liegen  soll,  kann  übrigens  in  Terscbiedener 
Weise  durchgeführt  werden  und  zwar  auch  ohne,  daß  die  Sätze  des 
Nnllsystemes  zur  Verwendung  gelangen. 

Es  seien  z.  B.  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  durch  die  Oulmann- 
Bche  Methode  des  §  68  zuräckgeftlhrt  auf  zwei  Kräfte  P'  and  P", 
von  denen  die  eine  P'  darch  einen  beliebig  gewählten  Funkt  A  der 
Geraden  ^,  geht,  während  die  andere  P"  in  einer  beliebig  angenom- 
menen Ebene  E  liegt  Schneidet  die  durch  ^j  und  die  Kraft  P'  ge- 
legte Ebene  die  Wirknngslinie  der  Kraft  P"  in  einem  Punkte  B,  so 
läßt  sich  P'  zerlegen  in  eine  Komponente  P,  in  g^  und  in  eine  andere 
Komponente  P'"  in  der  Geraden  AB,  die  sich  mit  der  Kraft  P"  zu 
der  Kraft  P^  zusammensetzt.  Die  beiden  gegebenen  Kräfte  P  und  Q 
sind  hierdurch  tatsächlich  auf  eine  Kraft  P^  in  j^^,  und  eine  zweite 
Kraft  P,  zarOckgeführt. 

Ist  die  Gerade  g^ ,  in  welcher  die  Kraft  P,  li^en  soll,  insbesondere 
parallel  zu  der  Schlußlinie  02  des  aus  den  gegebenen  Kräften  P 
and  Q  konstruierten  Kräftepolygons,  so  li^^  der  Punkt  B  unendlich 
fem  und  die  beiden  Kräfte  P"  und  P"'  bilden  ein  Kräftepaar. 

Zerl^ung  in  drei  Komponenten. 
Von  den  drei  Geraden  (/,,  g^,  g^,  in  denen  die  drei  Komponenten 
Pj,  Pf,  P,  liegen  sollen,  können  zwei,  z.  B.  g^  and  g^,  beliebig  ge- 
^hlt  werden;  die  dritte  p,  ist  dann  die  Erzeugende  eines  bestimmten 
Hyperboloids.  ^ 
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Die  beiden  Kräfte  P  und  Q  lassen  Bich  ersetzen  durch  eine  EraA 
Pj'  in  g^  und  eine  zweite  Kraft  S,  welche  in  der  zn  g^  konjugierten 
Geraden  s  des  durch  die  Kräfte  P  and  Q  beetimniten  Ifullsystemes 
liegt.  Die  Kraft  S  io  s  kann  dann  zerl^  werden  in  zwei  Kräfte 
in  g^  und  g^,  und  in  eine  dritte,  welche  in  einer  Erzeugenden  der 
ersten  Schaar  des  durch  g^,  g^,  s  bestimmten  Hyperboloidefl  an- 
(i^nommen  werden  darf.  Die  gestellte  Änfgabe  ist  atif  schon  gelöste 
zorUckgeftlhrt. 

Zerlegung  m  vier  Komponenten. 

Ton  den  vier  Geraden  g^,  g^,  g^,  g^,  in  denen  die  Komponenten 
P,,  Pj,  P,>  P^  liegen  sollen,  können  drei,  z.  B.  g,,  g^,  g,,  beliebig 
angenommen  werden  und  von  der  vierten  ein  Funkt  A.  Dann 
ist  g^  wie  die  Größe  der  Komponenten  im  allgemeinen  eindeutig 
bestimmt. 

Die  Kraft  P  in  g  lafit  sich  ersetzen  durch  drei  Kräfte  P^',  P,',  P,' 
in  ^j,  gj,  gg  imd  durch  eine  vierte  Kraft  P^'  durch  Ä.  Ebenso  kann 
die  Kraft  Q  in  I  zerlegt  werden  in  drei  Komponenten  P,",  P,",  P,"  in 
g^,  g^,  gg  and  in  eine  vierte  Kraft  P^"  durch  A.  Die  beiden  in  A 
angreifenden  Komponenten  P^'  und  P^"  sieben  zusammengesetzt  die 
vierte  in  g^  liegende  Kraft  P^,  während  die  Kräfte  in  gi,gt,  gz  werden: 
J*i-fi'+A"  in  ft.  Pt-Pt'+P,"  in  j?„  P,=  P,'  +  Pa"  in  j?,. 
Die  Aufgabe  ist  auf  eine  zweimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  vier 
Komponenten  zurflckgefQbrt.  Die  Geraden  g,  l,  </j,  g^,  g^,  g^  sind 
sechs  sich  selbst  entsprechende  Linien  eines  NuUsystetns. 

Zerlegung  in  fünf  Komponenten. 

Von  den  Geraden  </,,  y,,  g^,  g^,  g^,  in  denen  die  fünf  Kom- 
ponenten der  beiden  Kräfte  P  ia  g  und  Q  inl  liegen  sollen,  köimen 
vier,  z.  B.  g^,  g^,  g^,  g^,  beliebig  angenomm^i  werden  und  von  der 
fQnften  g^  ein  Punkt  A.  Dann  ist  eine  Ebene  E  durch  A  bestimmt, 
ia  welcher  g^  liegen  muß,  und  es  kann  jede  dnrcb  A  gebende  Gerade 
der  Ebene  E  als  y,  angenommen  werden.  Diese  Ebene  E  geht  durch 
die  Schnittlinie  s  der  beiden  Nnllebeneii  des  Punktes  A  in  bezug  auf 
die  durch  g,  g^,  g^,  g^,  g^  bzw.  l,  t;,,  g^,  g^,  g^  als  sich  selbst  ent- 
sprechende Linien  bestimmten  Kullsjsteme. 

Die  beiden  Kräfte  P  und  Q  lassen  sich  ersetzen  durch  fQnf 
Kräfte  Pi',  Pj',  Pj',  P^,  S  in  g^,  g^,  g^,  g^,  s.  Nun  werde  diesen 
fünf  Kräften  ein  Gleichgewicbtssystem  von  fSnf  Kräften  hinzugefDgt. 
Von  demselben  sollen  vier  in  g^,  g^,  g^,  g^  liegen,  während  die  fDnfte 
durch  A  gebt  und  in  einer  darch  g^,  g^,  g^,  gf  und  A  bestümmten 
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Geiadeii  s^  ach  befindet  Eine  dieser  fünf  KrUfte,  z.  B.  5j  in  s^,  darf 
beliebig  gewühlt  'werden.  Sind  dson  diese  f^nf  Kiäfte  mit  den  früheren 
fOnf  Kriiftea  zusammengesetzt,  so  ergeben  sich  vier  Komponenten  von 
P  nnd  Q  in  den  Geraden  ffi,  g^,  g^,  g^,  während  die  fünfte  je  nach 
Wahl  von  S,  in  irgendeiner  durch  A  gehenden  Geraden  der  durch  s 
und  8i  bestimmten  Ebene  zu  liegen  kommL 

Zerlegung  m  sechs  Komponenien. 
Die  sechs  Wirknngslinien  p,,  g^,  g^,  g^,  g^,  g,  dürfen  beliebig 
gewählt  werden.  Die  Zerlegung  wird  erreicht  durch  Zerlegung  jeder 
der  beiden  Krftfte  P  und  Q  fllr  sich  in  die  sechs  Komponenten.  Die 
Zerlegung  ist  im  allgemeinen  eindeutig,  da  sonst  ein  Gleichgewichts- 
aystem  von  sechs  Kiifben  in  den  sechs  Geraden  g^^,  g^,  9,,  g^,  g^,  g^ 
mSglich  sein  müßte. 

§  75.    Weitere  Methoden  für  die  Zerlegnng  von  KriUten. 

An  weiteren  Methoden  fUr  die  graphische  Zerlegung  der  Kräfte 
sind  diejenigen  von  W.  Siackel,  ß.  Skutsch,  sowie  die  Momenten- 
methode  zu  erwähnen.')  Für  die  praktische  Ausführung  der  Zer- 
legung ist  wesentlich  die  Methode  von  W.  Stackel*)  geeignet,  außer- 
dem hat  sie  den  Vorzug,  daß  sie  nicht  die  Kenntnis  der  Eigenschaften 
des  Nnllsystemes  voraussetzt. 

Die  Methode  von  W.  Stäckd. 
Die  Methode  besteht  im  wesentlichen  darin^  daß  die  zu  zerlegende 
Kraft  zuiülcbBt  in  Hüfskomponenten  zerlegt  wird  und  zwar  In  der 
Weise,  daß  diese  Hilfskomponenten  sich  leicht  wieder  in  Kräfte  zer- 
legen lassen,  die  in  den  für  die  Zerlegnng  der  g^ebenen  Kraft  Tor- 
geschriebenen  Geraden  liegen.  Jede  der  gesuchten  Komponenten  kann 
dann  als  algebraische  Summe  der  durch  den  Einfluß  der  einzelnen 
BUfskomponenten  in  den  g^ebenen  Geraden  herroi^rufenen  Kräfte 
dargestellt  werden.  Es  kommt  somit  darauf  an,  solche  Hilfskompo- 
nenten  zu  finden,  daß  die  gegebene  Kraft  einerseits  leicht  in  diese 
Eilüakomponenten,  andererseits  aber   diese  Hilfgkomponenten   wieder 


1)  Von  Cnlmann  wird  die  gnphiBcb«  Zeilaguag  der  Er&fte  im  Raum  für 
den  allgoDieinen  Fall  noch  nicht  dnrchgeftlhrt,  londem  fOr  die  Zwecke  der  all- 
gemeinen Zerlegang  der  Kiftfte  die  Rechnung  empfohlen.  Später  hat  sich 
0.  Hohr  mit  der  Zerlegung  der  Kräfte  beach&ftigt,  CivUing.  (S)  SS  (18T6),  p.  JS&. 

2)  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Pbjeik  4S  (1898),  p.  62.  In  dieser  Arbeit  be- 
■cbftftigt  «ich  W.  Stäckel  mit  der  Frage,  welche  Methode  die  beqnemite  ist 
bei  dem  Zu«amnienaet»D  nnd  Zerlegen  der  Kr&fte. 

H*aa<baiB,  OimphUchs  Slatik. 
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leicht  in  Kräfte  zerlegt  werden  können,  die  in  den  fflr  die  Zerlegnug 
der  gegebenen  Kraft  Torgeschriebenen  Geraden  liegen 

Zerlegung  einer  Kraß  in  sechs  Komponenten. 

Die  Geraden,  in  denen  die  sechs  Komponenten  liegen  sollen,  seien 
™it  ffij  St,  9i,  9i,  9i,  9»  bezeichnet 

Nach  Änn^me  einer  Ebene  E,  die  zweckmäßig  als  eine  der  Pro- 
jektionsebenen voran^esetzt  wird,  seien  die  sechs  Geraden  .9,,  g^,  9,, 
9t>  9i7  9t>  ^^che  die  Ebene  E  in  den  Pnnkten  A^,  A^,  A^,  A^,  A^,  A^ 
treffen  mögen,  durch  Strahlen  parallel  zn  der  g^^benen  und  za  zer- 
legenden Kraft  P  auf  diese  Ebene  E  projiziert  Diese  Projektionen 
seien  mit  g^,  g^',  g^,  g^,  g^',  g^  bezeichnet.  In  der  Ebene  E  seien  zwei 
Kräfte  i£,  und  R^  angenommen,  die  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
also  in  derselben  Geraden  von  E  liegen,  dieselbe  Größe  aber  ent- 
gegengesetzte Richtnng  haben.  Hierbei  kann  die  Wirkungalinie  r  der 
beiden  Kräfte,  sowie  die  Gröfie  derselben  beliebig  gewählt  werden. 
Es  sei  nun  die  Kraft  ü,  zerlegt  in  drei  Komponenten  £,',  S^,  S^  in 
9i}  9t'i  9»'i  Bowie  die  Kraft  i^  in  drei  Komponenten  S^',  S^',  S^'  in  g,', 
9f't  9t  Diese  Zerlegungen  können  nach  den  Methoden  dee  §  27  aus* 
geführt  werden.  Durch  diese  Kräfte  S^',  ...  S,'  sind  sechs  KräfU 
Qi,  Qti  ■  •  ■  Qt  bestimmt,  die  durch  die  Punkte  A^,  Af,  . . .  A^  g«Jiea 
ond  parallel  der  gegebenen  Kraft  P  sind,  und  zwar  durch  die  Be- 
dingungen, daß  die  Hesultante  P,'  von  Q^  und  S^'  in  ^^,  die  Besultante 
P,'.Ton  Q^  und  iS,'  in  jr,  usw.  liegen  soll  Es  sei  nun  die  Besultante 
Li  der  sechs  parallelen  Kräfte  C,  Q^,  ...  Q,  gefdndon.  Dieselbe 
wird  in  einer  Geraden  l^  liegen,  die  parallel  zu  der  Kraft  P  ist 
Diese  Kraft  £,'  in  l^  ist  auch  die  Resultante  der  sechs  Kräfte  P,', 
P;,  ...  P,'  in  gi,g„  ...<?,. 

Diese  Konstruktionen  seien  dreimal  durchgefQhrt,  indem  die 
Kräfte  Ü,  und  ü,  noch  zweimal  in  anderer  Weise  gewählt  werden. 
Hierbei  sollen  sich  in  gi,  ga,  ■  ■  ■  gn  die  Krafte  Pj",  P,",  .  ■ .  P,"  und 
Pj"',  P,'",  . . .  Pf"  ergeben  haben,  während  an  die  Stelle  von  i,' 
zwei  Klüfte  L^'  und  Lj'  getreten  sind.  Die  drei  Kräfte  L^'  io  f,, 
Lj'  in  t,.  Lg  in  !|  sind  die  gesuchten  Hilfskomponeuten.  Allerdings 
werden  die  drei  Kiäfie  ü,',  Lj',  £^'  sich  nicht  zn  der  gegebenen  Kraft  P 
Tereinigen.  Es  lassen  sich  aber  leicht  drei  Kräfte  Li,  L^,  L^  in  d«ii 
Geraden  Ij,  Z,,  I,  finden,  welche  P  zur  Resultante  haben,  und  die  an 
die  Stelle  Ton  L/,  L,',  £,'  gesetzt  werden  können,  um  dieee  drei 
Kräfte  zu  erhalten,  ist  es  nvir  erforderlich,  die  Kraft  P  in  die  drei 
Komponenten  in   den   drei  zu  P  parallelen  Geraden  2,,  I,,  ^  n  zer- 
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l^en.  Dieses  kann  geechebes,  indem  zunächst  P  in  zwei  Kompo- 
neaten  zerlegt  wird,  von  denen  die  eine  in  2|,  die  andere  in  der 
Schnittlinie  s  der  Ebenen  (Pli)  nnd  (1^1,)  liegt  Die  in  l^  sich  er- 
gebende Kraft  ist  schon  die  gesuchte  Komponente  X^,  iröhrend  £, 
tmd  Zj  gefunden  werden  durch  Zerlegung  der  in  s  erhaltenen  Kraft 
in  zwei  Komponenten  in  Z,  und  ^.  Sind  diese  drei  Kräfte  X^ ,  L^ 
Lf  in  li,lt,ls  gefunden,  so  ist  es,  um  Xj  in  sechs  Komponenten  in 
ffit  9s>  •  ■  ■  9t  ^^  zerfegen,  nur  erforderlich,  die  sechs  Kräfte  P/,  P,' 
.  ■ .  Pg'  dem  Verhältnis  X, :  X,'  entsprechend  zu  ändern.  In  derselben 
Weise  ergeben  sich  die  Komponenten  von  X,  und  L^.  Um  dann  die 
gesuchten  Komponenten  der  gegebenen  Kraft  P  in  den  sechs  Geraden 
9i,  9a,  ■  ■  ■  9t  2°  erhalten,  ist  von  den  drei  Kröten,  die  sich  in  jeder 
dieser  Geraden  ergeben  haben,  die  algebraische  Summe  zu  bilden. 

Zerl^ung  einer  Kraft  in  fünf  Komponenten. 

Ist  eine  gegeben«  Kraft  P  in  fünf  Komponenten  zu  zerlegen,  bo 
können  die  Wirkungsliuien  von  vier  Komponenten  gewählt  werden 
and  von  der  fünften  ein  Punkt  S.  Dann  ist  eine  durch  B  gehende 
Ebene  bestimmt,  in  welcher  die  fünfte  Wirkungslinie  durch  B  beliebig 
gezogen  werden  kann.  Hier  soll  die  Au%abe  der  Zerlegung  in  folgen- 
der Weise  gefaßt  werden:  Die  Wirkungsliuien  g^,  g^,  g^,  9t,  g^  der 
f^nf  gesuchten  Komponenten  seien  gewählt.  Von  der  Wirkungslinie 
der  ZQ  zerl^enden  Kraft  P  sei  ein  Funkt  0  gegeben.  Es  ist  dann 
die  darch  0  gehende  Ebene  zu  finden,  in  der  P  liegen  muß,  und  für 
irgendeine  Wahl  der  durch  0  gehenden  Kraft  P  die  Zerlegung  durcb- 
zuftthren. 

Es  seien  die  fQnf  Wirkungslinien  </j,  g^,  . .  ■  g^  der  gesuchten 
Komponenten  von  0  aia  Zentrum  aus  zeotralprojektivisch  auf  eine 
Ebene  E  projiziert.  Die  sich  hierbei  ergebenden  Projektionen  seien 
mit  g^',  g^j  •  ■  ■  gt  bezeichnet  Es  seien  dann  wieder  in  der  Ebene  E 
zwei  sich  das  Oleichgewicht  haltende  Kräfte  B^  nnd  B^  angenommen 
und  die  Kraft  R^  in  g^,  g^,  g^,  die  Kraft  R^  d^^gen  nur  in  g^  und 
jjTg'  zerlegt  Damit  dieses  möglich  ist,  muß  die  Wirkungslinie  r  der 
beiden  Kräfte  ^  und  if,  durch  den  Schnittpunkt  von  j^/  und  g^'  an- 
genommen werden.  Die  sich  hierbei  in  g^,  g^',  ■ . .  g^'  ergebenden 
Kräfte  seien  wieder  mit  S,',  <?,',  .  . .  iS^'  bezeichnet 

Es  seien  nun  Kräfte  Qi,  Q^,  ■  ■  ■  Qi  bestimmt^  die  in  den  fQnf 
Geraden  OA^,  OA^,  . . .  OA^  liegen,  wo  Ai,  Aj,  . . .  A^  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  g^,  g^,  . . .  g^  mit  der  Ebene  E  seien  sollen.  Diese 
fBnf  Kräfte  seien  durch  die  Bedingung  gegeben,  daß  die  Resultante 
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Pj'  Ton  Q,  und  S^'  in  ji,,  die  ReBnltante  Pj'  von  Q,  and  S^'  in  ^,  osw. 
liegen  soll.  Da  diese  Kräfte  Q,,  Q^,  • . .  Q^  sUe  durch  den  Pankt  0 
gehen,  bo  vereinigen  sie  aich  zu  einer  resoltierenden  Kraft  P'  in 
einer  durch  0  gehenden  Wirknngslinie  p'.  Diese  Resultante  P'  in  p' 
ist  diesdbe,  wie  die  Resultant«   der  tOsi  Kräfte  P/,  P,',  . . .  Pj'  in 

ffu9s>    ■■  ffs- 

Es  seien  die  beiden  Kräfte  ^  und  P,  in  anderer  Weise  gewählt. 
Dann  ei^bt  sich  eine  andere  durch  0  gebende  Kraft  P",  die  in  einer 
Geraden  p"  liegen  möge.  Damit  nun  eine  durch  0  gehende  Kraft  P 
sich  in  fünf  Komponenten  in  g,,  ;,,...  g^  zerlegen  läfit,  muß  die- 
selbe in  der  durch  die  beiden  Geraden  p'  und  p"  bestimmten  Eb^ie  F 
liegen.  Wird  demgemäß  eine  durch  0  gehende  Kraft  in  der  Ebene  F 
angenommen,  so  kann  dieselbe  zunächst  in  zwei  Komponenten  in  p' 
und  p"  zerl^  werden.  Jede  dieser  beiden  Kräfte  läßt  sich  dann  so- 
fort in  die  g^ebenen  Linien  ^,,  tf^,  ■■•96  zerl^en,  indem  die  Kräfte, 
die  sich  in  diesen  Geraden,  ergeben  haben,  eine  proportionale  Ände- 
rung erfahren. 

Zerlegung  einer  Kraft  in  vier  Komponenten. 

Die  vier  in  den  Geraden  ffi,  g„  gi,  g^,  liegenden  KomponaiteD 
sollen  eine  angenommene  Ebene  E  in  den  Punkten  A^,  A^,  A^,  Ä^ 
treffen.  Damit  die  Zerlegung  der  in  l  li^enden  Kraft  P  möglich  ist, 
müssen  die  fünf  Geraden  l,  g^,  g^,  g,,  ^^  von  den  nämlichen  beideo 
Geraden  i,  und  A^  geschnitten  werden.  Es  sind  aber  im  allgemeinen 
nur  zwei  Gerade  ^,  und  ftj  vorhanden,  welche  die  rier  Geradoi  9,, 
g»i  gs>  gt  schneiden.  Sind  dieselben  gefanden,  so  ist  nach  Annahme 
eines  Punktes  0  von  l  diese  Gerade  l  als  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  Okj  und  Ok^  gegeben.  Die  Bestimmung  dieser  beidea  Ge- 
raden kl  and  kj  kann  jedoch  vermieden  werden. 

Die  vier  geraden  Linien  g^,  g^,  g,,  g^  seien  vom  Punkt  0  aus 
zentral-projektivisch  auf  die  Ebene  E  projiziert.  Die  sich  eigebendoi 
Projektionen  seien  mit  g^',  g^,  g^,  g^  bezeichnet.  Nun  sind  in  dw 
Ebene  E  zwei  Kräfte  B^  und  B^  anznnehmen,  die  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  dann  ist  P,  in  zwei  Komponenten  S^  und  5,'  in 
g^'  und  g^,  R^  in  zwei  Komponenten  S^'  und  S^'  in  g^'  und  g^  so 
zerlegen.  Dunit  diese  beiden  Zerl^ungen  mSglich  sind,  ist  als  die 
Wirkungslinie  der  Kräfte  Pj  und  S^  diejenige  Gerade  vorauszoselzai, 
die  sowohl  durch  den  Schnitt  der  Linien  g,  und  gt,  wie  darch  doi 
Schnitt  von  g^'  und  g^'  geht  Es  sind  dann  vier  Kräfte  Q,,  Q,,  Qs- 
Q^   in  den   Geraden  OA^,  OA^,  OAg,  OA^  durch  die  Bedingung  10 
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bestimmen,  daß  die  Reeoltante  Pj'  von  Q^  und  S^'  io  g^,  die  Resultante 
P,'  Ton  Q,  and  8,'  in  (7,  liegt  nsw.  Die  Resultante  der  Tier  £räfte 
Qu  Qit  Qtt  Qt  '"^  dieselbe,  wie  die  B«8ultante  der  vier  Kräfte  P,', 
P,',  Pj',  P/  in  den  Qeraden  gi,  g,,  ij,,  (7^.  Da  aber  die  vier  KrBfte 
Qii  '('i>  Q$t  Qi  durch  den  Punkt  0  geben,  so  rereinigen  sie  sieb  zu 
einer  durch  0  gebenden  Kraft  P'.  Die  Wirkangsünie  derselben  ist 
die  geenchte  Gerade  l,  in  welcher  die  durch  0  gehende  Kraft  li^en 
mnil,  damit  sie  sich  in.  g,,  g„  g^,  g^  zerl^en  läßt.  Hat  die  in  I  ge- 
gebene Kraft  P  eine  andere  Gröfie  als  diejenige  Kraft  P',  die  sieh  in  l 
infolge  der  fQr  die  Kräfte  E^  und  B^  getroffenen  Wahl  ergibt,  so 
würde  es  noch  erforderlich  sein,  die  Kräfte  P^',  Pj',  P,',  P^  proportional 


Methode  wn  R.  Skuiai^ 

Die  Au^abe,  eine  Kraft  in  sechs  Komponenten  zu  zerlegen,  wird 
Ton  R.  Skutsch*)  auf  eine  dreimalige  Zerlegung  einer  Kraft  in  vier 
Komponenten  zurQckgeftthrt. 

Die  za  zerlegende  Kraft  P  möge  in  einer  Geraden  p  und  die 
sechs  Komponenten  in  den  Geraden  ^1,  ?],  ■  >  ■  gt  liegen. 

Nach  Annahme  eines  Punktes  0  auf  p,  der  auch  unendlich  fem 
sein  kann,  seien  die  drei  Wirkungslinien  Ij,  2j,  lg  ron  drei  durch  0 
gehenden  KrSften  L^',  X/,  L^'  gesucht,  so  daß  £,'  sich  zerl^en  läßt 
in  9it  St,  9t,  gt,  A'  in  9i,  9f,  9i,  9t>  Ä'  in  fft?  9t,  ft.  9i-  Sind  diese 
drei  Geraden  I^,  Ij,  2,  gefaDden,  so  ist  zunächst  die  gegebene  &aft  P 
in  drei  Komponenten  L^,  £j,  ij,  in  ^,  l^,  2,  zu  zerlegen  und  dann  L^ 
in  9u9t,9a,9*,^  in  9i,  9t,  9t,  9t,  h  in  9a,  9t,  9h,  9»-  Die  ge- 
suchten Kräfte  in  den  sechs  Geraden  ergeben  sich  durch  Addition  der 
beiden  Kräfte,  die  sich  in  jeder  dieser  Geraden  ergeben  hat.  Sind  Li, 
Lj,  X,'  vielleicht  nach  der  Methode  von  W.  Stäckel  gefunden,  so 
ist  es  zur  Bestimmung  der  Komponenten  von  L^,  I^,  L^  nur  erforder- 
lich, die  Komponenten  von  X^',  Xj'  Xj'  in  entsprechender  Weise  pro- 
portional zu  ändern. 

MomeniettmeÜiode. 

In  §  64  ist  die  Rittersche  Momentenmethode  zur  Zerlegung 
einer  Kraft  in  drei  Komponenten  mit  demselben  AngrifTspnnkt 
benutzt  worden.  £b  laßt  sich  jedoch  leicht  zeigen,  daß  auch 
in  dem  allgemeinen  Falle  von  lechs  Komponenten,  die  in  beliebigen 
Seradea  liegen  sollen,  diese  Uomentenmethode  zur  Verwendung  ge- 
langen kann. 


1)  Sitzangtber.  d.  Berl.  Math.  Oea.  1  (IDOS),  p.  59. 
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Ist  eine  gegebene  Kntt  P  in  sechs  Komponenten  P^,  P^,  . . .  P, 
zerlegt,  so  wird  fflr  jede  als  Drehungsachse  angenommene  Gerade  l 
das  Moment  der  Kraft  P  gleich  der  Momentensumme  der  sechs  Eom- 
poneoten  aein.  Jede  solche  als  Drehungsachse  gewählte  Gerade  l 
fDhrt  somit  auf  eine  lineare  Gleichung  mit  den  sechs  Unbekannten 
Fi,  Pf,  ...  Pg.  Nach  Annahme  von  sechs  Drehungsachsen  ergeben 
sich  sechs  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  sämtliche  UnbekannteD 
ermitteln  lassen.  Um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen,  ist  es  nur 
notwendig,  den  Drehungsachsen  spezielle  L^en  zu  erteilen,  so  daß 
TOD  den  Unbekannten  möglichst  viele  herausfallen  und  sich  so  sechs 
Gleichungen  ei^beu,  von  denen  jede  eine  geringere  Zahl  von  Un- 
bekannten enthält. 

Wird  z.  B.  der  Satz  vom  statischen  Moment  der  Kräfte  fOr  drei 
gerade  Linien  li,  l^,  ^  angesetzt,  welche  die  drei  Wirkungslinien  g,, 
Stt  9t  der  Kräfte  .P,,  P,,  P,  schneiden,  so  ergeben  sich  drei  lineare 
Gleichungen,  w^che  nur  die  drei  Unbekannten  P^,  P^,  P,  enthalten, 
und  aus  denen  sich  dieselben  leicht  bestimmen  lassen.  Sind  P^,  P^, 
P,  gefunden,  so  folgen  die  drei  anderen  Kräfte  fOr  drei  Drehungs- 
achsen, Ton  denen  jede  zwei  dieser  drei  Kräfte  schneidet,  und  zwar 
liefert  jede  solche  DrehungBachse  eine  lineare  Gleichui^  mit  einer 
Unbekannten. 

Anstatt  in  dieser  Weise  zu  verfahren,  können  auch  zunächst  die 
beiden  Geraden  \  und  ^  bestimmt  werden,  welche  die  Wirkongs- 
linien  von  vier  Kräften,  z.  B.  von  P,,  Pj,  Pg,  P^,  schneiden.  Bei 
Wahl  dieser  beiden  Geraden  \  and  1i^  als  Drehungsachsen  ergeben 
sich  zwei  lineare  Gleichongen,  welche  nur  die  beiden  Unbekannten 
P,  und  P,  enthalten.  Nachdem  so  Pj  und  P,  gefunden  sind,  er- 
geben sich  die  anderen  Komponenten  fOr  vier  Drehungsachsen,  von 
denen  jede  nnr  drei  dieser  Komponenten  schneidet,  und  zwar  folgt 
jedesmal  eine  lineare  Gleichung  mit  einer  Unbekannten. 

Bei  der  AusfDhrung  der  Zerlegung  der  Kräfte  nach  dieser  Methode 
kann  auch  so  verfahren  werden,  daß  die  Drehongsachsen  durch  Zeich- 
nimg gefanden  werden,  während  alsdann  die  weitere  Bestimmung  der 
Komponenten  durch  Rechnung  erfolgt.  Daß  jedoch  dje  ganze  Zer- 
legung nach  der  Momentenmethode  auch  rein  graphisch  sich  durch- 
föhren  läßt,  hat  F.  Kötter  gezeigt'),  doch  wird  das  Verfahren  der 
vielen  Hilfslinien  wegen  leicht  unübersichtlich. 

1)  Siehe  Abb.  tod  R.  Skotscb,  Sitzongaber.  d.  BerL  Math.  Gesellschaft 
(190!)  S.  G9.  F.  EStter  nimmt,  wie  dieie«  oben  geachehen  üt,  di«i  Drehnngi- 
achseu  an,  welche  drei  der  geauchten  KompoDentea  s.  B.  Pj,  P,,  P,  i  ' 
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Bei  den  räumliclien  Pacbwerben  wird  diese  Methode  von  Tb. 
Landsberg  o.  a.  bänfig  zur  Beatimmiuig  der  Spannungen  benutzt. 
Beeonden  ist  dieses  der  Fall,  wenn  sich  eine  Gerade  angeben 
läßt,  die  fünf  der  Komponenten  schneidet,  so  doB  sich  für  die- 
selbe als  Drebtingaachse  eine  lineare  Gleicbang  mit  nar  einer  Unbe- 
kannten ei^bt. 


nnd  denkt  eich  dann  die  gegebene  Kraft  P  wie  die  drei  gesnchteD  Ktftfte  P^, 
P^,  Pf  va.  je  zwei  Komponenten  zerlegt,  von  denen  eine  die  betreffende  Dr«- 
hnnguoiiae  sebneidet.  Die  Willkürlichkeiten,  die  eich  hierbei  ergeben,  weiden 
d«n  benatat,  tun  Veteinf»chnDgen  fOr  die  TOiznnefamenden  Eoiutrukttonea  za 
enielan. 
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Vierter  Abschnitt 

Bas  bestimmte  ebene  Facbwerk. 

Fflufzehntes  Kapitel 
Die  Hanptaafj^beii  der  Theorie  der  bestimmten  ebenen  Fuhwerke. 

§  76.    Sinleltong. 

Eine  der  wicbtigsten  Anwendungen  der  graphiBchen  Statik  bildet 
die  Theorie  der  Fachwerke,  Sie  gehört  zu  denjenigen  Theorien,  die 
ganz  aus  dem  praktischen  Bedürfiiis  entstanden  sind.  Sie  hat  sich 
ergeben  infolge  der  Aufgaben,  welche  durch  die  Benutzung  des  Eisens 
bei  den  Ingenieurhoohbauten  auftreten,  bzw.  dadurch,  daß  hierbei  Ge- 
rippe  Von  verhältnismäitig  dünnen  Stäben  zur  Übertragung  der  Lasten 
auf  die  Lager  verwandt  werden.  AUe  derartigeo  Gerippe  von  Stäben, 
wie  sie  wesentlich  bei  den  Dach-  und  BrQckenkonstruktionen  Tot^ 
kommen,  und  die  ihrem  Zweck  entsprechend  notwendig  stabil  sein 
müssen,  werden  schlechthin  als  Faehwerke  bezeichnet. 

Die  Hauptaufgabe,  die  bei  der  Untersuchung  eines  vorliegenden 
Fachwerkes  entsteht,  und  welche  auch  die  Hauptaufgabe  einer  Theorie 
der  Fachwerke  bildet,  ist  die  Bestimmang  der  infolge  der  vorhandenen 
Belastungen  in  den  einzelnen  Stäben  des  Fachwerkes  sich  eigebenden 
Spannungen.  In  der  Theorie  der  sog.  bestimmten  Fachwerke  (vgl. 
weiter  unten)  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Stäbe  miteinander  ver- 
bunden sind,  ätets  als  GdenJce  gedacht.  Es  wird  femer  stets  an- 
genommen, daß  die  wirkenden  Kiifte  nur  in  diesen  ablenken  an- 
greifen, so  daß  die  SpannungBbeettmmnng  aaf  die  Aufgabe  einer 
Kräftezerlegung  hinaosUuft. 

Aus  diesen  Spannungen  sind  von  dem  Ingenieur  in  einem  prak- 
tischen Fall  auf  Grund  der  Festigkeitslehre  die  Dimensionen  zu  be- 
rechnen, welche  den  einzelnen  Stäben  erteilt  werden  müssen,  um  diese 
Spannungen  au&iehmen  zu  können.  Die  Elastiziföt  der  Stäbe,  die 
Geetalteveränderung,  welche  sich  daraus  für  das  Facbwerk  ei^bt,  und 
die  Änderung,  welche  die  Spannungen  wiederum  hierdurch  erleiden 
(^Tebeuspannungen),  werden  in  der  allgemeinen  Theorie  der  bestimmten 
Fachwerke  nicht  berücksichtigt. 
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Da  hier  nur  Fachwerke  behandelt  werden  sollen,  die  ans  starren, 
dorch  äelenke  miteinander  TerbondeneD,  StSben  hei^eatellt  sind,  so 
werden  im  folgenden  snu^chBi  die  Gklenksysteme  untersucht 

§  77.    Oelenksysteme  und  deren  Ehwsiflkation. 
Definition  der  Toohwerke. 

Unter  einem  Gdenksystem  soll  ein  System  von  Stäben  verstanden 
werden,  die  in  ihren  Endpunkten  durch  Gtelenke  miteioaDder  rer- 
bunden  sind.  Im  Fall  eines  räumlichen  Oelenksystems  sind  diese 
Gelenke  als  Kugelgelenke  zu  denken. 

Ein  solches  Gelenksystem,  bei  dem  endliche  oder  unendlich  kleine 
Bewegungen  der  einzelnen  Stäbe  bzw.  Gelenke  gegeneinander  möglich 
sind,  sei  als  kinemaiisch  UHbesHmmt  bezeichnet.^) 

Kinematiseh  bestimmt  soll  ein  Gelenksystem  genannt  werden,  bei 
welchem  gegenseitige  Bewegungen  der  Gelenke  bzw.  Stäbe  nicht 
möglich  sind,  und  aus  welchem  durch  W^piahme  eines  jeden  Stabes 
ein  kinematisch  unbestimmtes  System  entsteht  Dagegen  sei  ein 
kinematisdi    i^erbestimTnies    Gelet^syslem    ein    solches,    bei    welchem 


gegenseitige  Bewegungen  der  Gelenke  nicht  möglich  sind,  und  bei 
welchem  sich  wenigstens  ein  Stab  finden  läfit,  nach  dessen  Wegnahme 
das  Syst«m  noch  immer  unbeweglich  bleibt.  Jedes  kinematisch  fiber- 
bestimmte Gelenksystem  läßt  sich  aus  einem  kinematisch  bestimmten 
Öelenksystem  durch  Einschaltung  eines  oder  einiger  weiterer  Stäbe 
herleiten. 

Das   Gelenksystem  fig.  203   ist    ein    kinematisch   unbestimmtes, 

1)  Die  nnbeBÜmmten  Qelenkgjfeteme  sind  nach  kinematiacher  Seite  hia 
nnteisackt  in  „Enzjkl.  d.  math.  Wi^aenacbaften"  IV  8  No.  28— BD  (A.  SchOn- 
flieB  und  U.  Orflbler).  Beiträge  zu  ihrer  gtatiechen  Uctersuchnng  gehen  die 
Entwicklungen  von  g  16.  Solche  QeleDkajBteme  werden  in  der  LiterstuT  mehr- 
fach  bebandelt,  »ueh  mit  graphischen  Hilfamitteln.  Vgl.  insbee.  S.  Finster- 
walder,  Hechaniücha  Beziehungen  bei  der  Flächend efoimation,  Deutsche  Hath.- 
Ter.  6  {189S),  p.  48,  lowie  W.  Schlink,  „Über  die  Deformation  von  HttnteD 
rbombiicber  Struktnr",  Di».  Hfinchen  (Neuwied)  1603. 
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das  aus  Fig.  203  durdi  Einziehen  des  weiteren  Stabes  1 3  entstandene 

QelenksyBtem  (Fig.  204)   ist  ein   Jcinematisch  hestimmtes,  das  Gelenk- 

System  Fig.  205,  das    sich  aas  Fig.   204    durch  Hinzu^gung  des 

j  weiteren  Stabes  24  ei^ibt,  ist  ein  kinematisch  über- 

bestimttUes}) 

Das  GelenksjBtem  Fig.  306  ist  hinematisch  un- 
hestimmt,  dasjenige  Gelenkaystem  aber,  das  bei  Weg- 
nahme der  Gelenke  5  und  6,  bzw,  der  drei  Stäbe^ 
3:'),  56,  64  entsteht,  ist  kinematistA  überbesUmat.  Es 
könnte  daher  Fig.  206  auch  als  ein  teils  kinemaüsch 
unbestimmtes  und  teils  kinematisch  iiberbestimmies 
Fig.»B.  Gelenksystem  bezeichnet  werden. 

Die  kinematisch  bestimmfen,  wie  die  kinematisch  vberbestimmlen 
Gäenksysteme  werden  als  freie  Fachiverke  beseichnei. 

In  dieser  allgemeinen  Weise  sind  die  Fachwerke  zuerst  von 
0.  Mohr  und  sodann  toq  ä.  Föppl  aufgefaßt,  während  A.  Bitter 
uud  C.  Culmann,  die  neben  Clerk  Maxwell  als  die  Begründer  der 
Fochwerkstheorie  anzusehen  sind,  nur  ganz  spezielle  kinematisch  be- 
stimmte oder  kinematisch  überbestimmte  Gelenksysteme  als  Fach- 
werke bezeichneten. 

0.  Mohr*}  verstand  ureprtlngUch  unter  einem  Fachwerke  jede 
aus  stabfSrmigen  Teilen  zusammengesetzte  Trägerkonstntktion,  welche 
BO  unterstützt  ist,  daß  eine  Veränderung  der  Form  oud  der  Ls^e  des 
Tragers  nur  infolge  von  Längenändenmgen  der  Eonstraktionsteile 
entstehen  kann.  Ein  solches  Fachwerk  nannte  Mohr  ein  einfadtes, 
wenn  die  Längen  der  einzelnen  Konstruktionsteile  voneinander  on- 
abhängig  sind,  im  anderen  Falle,  d.  h.  bei  kinematischer  ttberbestimmt- 
heit,  ein  msammenges^gtes. 

Zweckmäßiger  sieht  A.  Föppl*)  zunächst  von  den  besonderen 
lii^rbedingungen  (wie  auch  hier  geschehen  ist)*)  ab  und  versteht 
utUer  einem  Fachwerke  ein  System,  das  aus  maieridlen  Punkten  und 
gewissen  Va-bindungsUnien  derselben  so  gusammengesetet  ist,  daß  keine 
räative  Bewegtmg  der  Teile  des  Systems  gegeneinander  möglieh  ist, 
Cime  daß  die  Lange  dieser  VerUndungslinien  geändert  wird.    Diese 

1)  In  Fig.  SOG  iat  angenommen,  daß  die  beiden  Stäbe  1  S  and  2  i  in  dem 
Schnittpunkt  der  beiden  Linien  nicht  miteinuider  verbunden  sind.  Eb  iat  dieaes 
konstraktir  nut  möglich,  wenn  die  Stäbe  I  8  und  2  4  sich  fibereinandei  befinden. 

2)  Zeitschr.  d.  Ärch.  d.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  !0  (18T4),  p.  22S,  &09,  sowie 
21  (1875),  p.  17. 

8)  „Theorie  dci  Fachwerkw",  Leipzig  1880. 

4)  Auf  die  BOg.  gestützten  Fachwerke  wird  später  e 
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Definition  toq  FSppl  ist  mit  der  gegebenen  Definition  des  ^eien 
Fachwerkes  identisck 

Die  materiellen  Punkte  {Gdet^e,  Kn^taiputtkte*y)  und  die  Yer- 
bindangslinien  {Stäbe)  werden  als  Elemente  der  FaehKerlte  bezeichnet^ 
die  ihrerseits  e&ene  oder  räumlidie  Fachwerke  genannt  werden,  je  nach- 
dem daa  ganze  System  in  einer  Ebene  liegt  oder  nicht. 

§  78.    AnalTÜsohe  Kennzeichen  fOr  die  Tenohledenen  Arten 
TOn  Gelenkqrstemeti. 
Es  sei  ein  ebenes  Gelenkeystem  von  1(  Knotenpunkten  und  s  StSben 
gegeben.    Die  Koordinaten  Ton  zwei  Knotenpunkten,  die  durch  einen 
Stab  miteinander  Terbunden  sind,  seien  mit: 
x„  yt    und    x^,  y» 
bezeichnet.     Dana   wird   zwischen   diesen   Koordinaten  die   Gleichung 
bestehen: 

wenn  l^^  die  Lange  des  betreffenden  Stabes  bedeutet.  Derartige  Glei- 
chungen sind  ebenso  yiele  Torbanden  wie  Stäbe,  also  s. 

D»  es  sich  nur  um  die  Untersuchung  der  etwaigen  gegenseitigen 
Bew^pmg  der  Knotenpunkte  des  Gelenksystems  handelt,  so  kann  das 
Koordinatensystem  gegenüber  dem  Oelenksystem  festgelegt  werden. 
Dies  ist  erreicht,  wenn  ein  Knotenpunkt  x^,  y^  zum  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems  angenommen  und  die  avAchse  durch  einen  zweiten 
Knotenpunkt  x„  y,  gelegt  wird,  so  daß: 

«1-0,     y^-O,     y,-.0. 

Die  s  GleidiuDgen  (1)  enthalten  dann  nur  noch  {2k  —  3)  Koordinaten 
TOD  Knotenpunkten.  Darans,  daß  diese  Gleichungen  im  Falle  des 
kiDemstisch  bestimmten  Gelenksystems  nach  Festlegung  des  Koor- 
dinaten Systems  gegenüber  dem  Gelenks jstem  ftlr  die  Koordinaten 
sämtlicher  Knotenpunkte  bestimmte  Werte  liefern  müssen,  ei^bt  sich, 
daß  die  Zahl  s  der  Gleichungen  übereinstimmen  muß  mit  der  Zahl 
{2h  —  3)  der  unbekannten  Koordinaten,  daß  also  die  Zahl  8  der  Stäbe 
eines  kinematisck  bestimmten  Gdenksystems  (2^  —  3)*)  beträgt: 

1}  Bei  den  Fachaerken  «iid  in  der  Begel  von  EDotenpnnkten  statt  von 
Gelenken  geBpnwhen. 

2)  Die  Anuhl  der  notwendigen  Stäbe  haben  nnabhängig  TOneinandec 
O.  Mohr  und  U.  Levy  beitünmt;  Hohi,  Zeitschr.  d.  Aicb-  n.  Ing.-Ter.  eq 
Hannoret  SO  (1871),  p.  609;  Levy,  „La  statiqne  grapbiqqe",  1  ^d.  Paris  (1814), 
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(2)  a-2k~5, 

mtd  daß  außerdem  die  e^en  s~2k  —  3  Gleickungen  wmeinander  un- 
abhängig  sein  müssen.  Hierdurch  wird  fDr  das  kinematisch  bestimmte 
GelenksfBtem  eine  ganz  bestimmt«  Struktur  festgelegt,  auf  deren 
nähere  Untersuchung  weiter  unten  eingegangen  wird. 

Da  auch  eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  bei  dem  kinematisch 
bestimmten  Glelenkaystem  anszusehliefien  ist,  ao  können  die  {2k  —  3) 
Gleichungen  (1)  durch  die  Differentialrelationen: 

(3)  (»,-i.)(ix,-  J«,)  +  &.-  >.)(«?  -  «»J  -  0 

ersetzt  werden,  in  denen  Ja:,,  Jy,, ...  die  Tirtuellen  Verröcknngen  der 
Knotenpunkte  darstellen.  Infolge  der  FesÜegong  des  Koordinatan- 
Systems  gegenQber  dem  Qelenksystem  ist 

d^i-O,    Jy,=  0,    Jy,-0. 

Es  kommen  somit  in  den  (2t;— S)  Gleichungen  (3)  nur  noch 
(2k  —  3)  Tirtuelle  VerrQckangen  SXf,  dy^,  . . .  von  Knotenpunkten  und 
zwar  linear  und  homogen  vor.  Da  keine  Beweglichkeit  des  Systems 
vorhanden  sein  soll,  so  mufi  verlangt  werden,  daß  sämtliche  rirtaellen 
VerrQckungeD  der  Knotenpunkte  gleich  Null  sind.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  die  (2  i  —  3)  Gleichungen  (3)  nur  erfällt  sind,  falls  die  flbrig- 
gebliebenen  (2i;  — 3)  Größen  dXf,  Jy„  ...  sämtlich  gleich  Null  sind. 
Es  seien  demgemäß  die  Gleichungen  (3)  nach  diesen  dx^,  dy,,  . . .  ge- 
ordnet und  die  Koeffizientendeterminante  D  gebildet.  Die  Sx^,  8y,  sind 
dann  notwendig  alle  gleich  Null,  wenn  D^O. 

Hieraus  folgt  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daför, 
daß  ein  ebenes  Gelenksystem  als  ein  freies  J^temeUisch-bestimmles 
Fachwerk  betrachtet  werden  kann: 

es  muß  dassdbe  bei  k  Knotenpunkten  (2fc  —  3)  Stäbe  besitten,  und 
es  muß  außerdem  die  obige  Determinante  D  einen  von  NuU  verschiedenen 
Wert  haben. 

Ist  die  Zahl  s  der  Stäbe  kleiner  als  {2k  —  3),  so  ist  in  den 
obigen  Gleichungen  (1)  die  Zahl  der  unbekannten  Koordinaten  der 
Knotenpunkte  größer  als  die  Zahl  der  Gleichungen.  Die  Gleichungen  (1) 
können  somit  durch  unendlich  viele  Werte  der  Koordinaten  x„  y,  be- 
friedigt werden.  Das  Gelenksystem  ist  unier  allen  umständen  kine- 
matisch unbestimmt.     Hierbei   kann   es  jedoch  sein,   daß   ein  Teil  des 

p.  60  und  93— 95;  die  BediDgnng:  D^O  findet  rieh  merat  bei  FOppl.  Vorher 
bat  jedoch  Bchon  A.  F.  Hfibina,  „Lehrbach  der  Statik",  Leipiig  (1887),  3  Bd. 
Kap,  (  die  Frage  entachiedeo  ffli  den  allgemeinen  Fall  venchiedenei  miteinandei 
verbundeiieT  SOrper. 
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OelenksystemB  f3r  Bich  als  kinematisch  bestimmt  oder  selbst  als  kine- 
matiscli  überbeatimmt  zu  betrachten  ist.  So  sind  die  beiden  Gelenk- 
fljatem«  (Fig.  207),  für  welche: 

s<2Ä-3 
kinematisch   unbestimmt,  oibgleich 
in  dem  ersten  ein  Teil  kinematisch 
bestimm^  in  dem  zweiten  ein  Teil 
kinematisch  flberbestimmt  ist. 

Hat  ein  Gtelenkaystem  bei  k 
Knotenpunkten  mehr  als  (2^  —  3)  Stäbe,  so  ist  es  entweder  kine- 
matisch überbestimmt  oder  kinematisch  unbestimmt.  Bei  der  Ent- 
scheidung dieser  Fr^e  kiHnmt  es  darauf  an,  zu  untersuchen,  ob 
das  System  der  Gleichungen  (1)  sich  auf  {21c  -—  3)  voneinander  un- 
abhängige Gleichungen  zurackführen  läßt ,  oder  auf  weniger  als 
(2Jfc— 3).  So  ist  das  Gelenksystem  (Fig.  208)  mit  k  ~  b.  Knoten- 
punkten und  8—  S  Stäben,  bei  welchem  also: 

s>2t-3, 
ein  kinematisch  überbestimmtes  Fachwerk.    Diejenige  Gleichung,  auf 
welche  in  dem  System  der  Gleichungen  (1)   der  Stab  1  3  führt,   ist 
eine  Folge  der  übrigen  und  nach  Weg- 
nahme dieser  einen  Gleichung  ergeben 
sich  sieben  voneinander  unabhängige 
Gleichungen,   die  sieben   unbekannt« 
Koordinaten  toq  Knotenpunkten  tut- 
halten.     Es  ist  auch  sofort  klar,  daß 
der   Stab   13  ohne   Einfluß    auf   die 
Stabili*Ät   des   Gelenksystemes   (Fig.  *      Bit  an. 

308)  ist,    da  die  gegenseitige  Lage 

der  Punkte  1  und  3  schon  durch  die  übrigen  Stäbe  festgelegt  ist 
nnd  nach  W^nahme  des  Stabes  1  3  sich  ein  kinematisch  bestimmtes 
Fachwerk  ergibt.^) 

De^egen  ist  das  Gelenksystem  (Fig.  209)  mit  k  —  1  Knotenpunkten 
nnd  «  «  12  Stäben,  für  welches  auch 
' s>2Ä  — 3 

1)  Dbet^Il,  wo  die  Knoteopunkte  mit  Zahleo  versebea  Bind,  sind  eu  Be- 
zeicbnoug  der  St&be  die  betrefFeDden  an  den  beiden  Enoteupnnkteu  einei  solcben 
Stabe«  stehenden  Zahlen  nebeneinander  gesetzt.  Der  über  den  Zahlen  stehende 
hotiiontale  Strich  ist  noch  hinzngefOgt,  nm  darauf  aufmerksam  in  machen,  daß 
es  sieb  nicht  nm  eine  einiige  Zahl,  sondern  nm  zwei  Zahlen  bandelt.  So  soll 
z.  B.  IS  den  Stab  bedenten,  der  die  Knoteupankte  1  und  S  miteinander  verbindet. 
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ein  kinem&tiacli  nubeatimmtes.  Die  beiden  Stäbe  1  3  und  2  5  haben 
aaf  die  Stabilität  keinen  Einfloß,  da  die  gegenseitige  Lage  der  Pnnkte 
1  nnd  3  nnd  ebenso  der  Punkte  2  und  5  achoD  durch  die  fibrigen 
Stäbe  festge)^  ist.  Diese  beiden  Stäbe  1 3  und  2  5  würden  in  dem 
,  System    der    Gleiclinngen    (1)    auf   zwei 

Gleichungen  i^bren,  die  eine  Folge  der 
übrigen  sind.  Nach  WegUssang  dieser 
beiden  Gleichungen  erlult  aber  das  System 
'  der  Gleichungen  (1)  weniger  als  (2k  —  3) 
Gleichungen.  Die  Anschauung  zeigt  auch, 
daB  die  Lage  der  Punkte  6  und  7  nicht 
festgel^  ist. 

Werden   solche  Stäbe,   die    Knoten- 
^      ns  MM  punkte  miteinander  verbinden,  deren  gegen- 

seitige Lage  schon  durch  die  übrigen  Stabe 
bestimmt  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  solche  Stäbe,  die  in  dem 
System  der  Gleichungen  (1)  auf  Gleichungen  ßlliren,  die  eine  Folge 
der  übrigen  sind,  als  iä>ereählige  oder  überflüssige  Stäbe  bezeichnet, 
80  läßt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Ein  OeUnksystem  von  k  Knotenpunkten  und  mehr  ais  (2&  —  3) 
Stäben  ist  ein  kinematisch  überbestimmtes  Faekuerk,  sobald  nac&  W^ 
nähme  aller  übertcäUigen  Stäbe  sich  ein  kinematisch  bestimmtes  Fa^ 
werk  ergibt,  es  ist  dagegen  ein  kin^naOsch  unbestimmtes  Gdenksystem, 
sobald  nach  Wegnahme  dUer  überzähligen  Stäbe  ein  kinematiseJi  unbe- 
stimmtes Gelenksystem  entsteht. 

Es  sollen  jetet  die  Fälle  untersucht  werden,  die  sich  ergeben, 
wenn  die  Zahl  s  der  Stäbe  bei  k  Knotenpunkten: 

s-2ft-3 
beträgt,  und  wenn  die  fQr  die  kinematische  Bestimmtheit  erforder- 
liche Bedingung  D  ^  nicht  erfQUt  ist    Es  können  alsdann  folgende 
beiden  FäHe  auftreten: 

a)  Es  kann  sein,  daß  die  fQr  die  kinematische  Bestimmtheit  er- 
forderliche Struktur  nicht  Torhanden  isi  Dies  ei^ibt  sieb,  wenn  das 
System  überzählige  Stäbe  hat  wie  in  Fig.  206.  Die  obigen  Glei- 
chungen (1)  würden  sich  dann  auf  weniger  als  (2k  ~S)  Toneinander 
unabl^Dgige  Gleichungen  zurückführen  lassen;  für  das  lineare  Glei- 
chungssystem (3)  bedeutet  dieses  ein  Verschwinden  der  Deter- 
minante D, 

b)  Es  kann   aber   auch  sein,   daß   die  fQr  die  kinematische  Be- 
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stimmtheit  erforderliclie  Stmktui-  yorli^  and  trotzdem  Z)  —  0  ist. 
Dieser  Fall  möge  der  GremfaU  genannt  werden.  Die  kinematische 
Unbestimmtheit  ist  nur  herroigerufen  dnrch  die  speziellen  Wert«, 
velfihe  die  Längen  der  einzelnen  Stäbe  besitzen.') 

Es  mSge  ein  Oelenks^gtem  von  {2k — 3)  StSben  und  richtiger 
Struktur  rorli^^n.  Wird  ein  zwei  Enotenpunkte  Ä  und  B  ver- 
bindender  Stab  weggelassen,  so  entsteht  jedenfalls  ein  bewegliches 
System.  Bei  einer  Bewegung  desselben  wird  sich  die  Entfernung  .If 
der  beiden  Knotenpunkte  A  und  B  im  allgemeinen  ändern,  und  zwar 
wird  sich  fDr  diese  Entfernung  ein  Maximum  Zmu  und  ein  Minimum 
Zmin  ergeben  (oder  auch  mehrere  Maxima  und  Minima).  Werden  nun 
die  beiden  Knotenpunkte  A  and  B  wieder  durch  einen  Stab  mitein- 
ander Terbunden,  dessen  Länge  sowohl  von  2n,.i  wie  von  IbId  rer- 
Bchieden  ist,  so  wird  dadurch  die  Beweglichkeit  aufgehoben.  Ist  da-- 
gegen  die  Länge  des  Stabes  gleich  L»i  oder  lata,  so  ist  noch  eine 
unendlich  kleine  Beweglichkeit  mSglich  und  die  Determinante  D  wird 
den  Wert  Null  haben.     Es  ergibt  sich  so  der  Satz  von  0.  Mohr: 

Der  GreiufaU  tritt  auf,  wenn  die 
Länge  eirtes  Stabes  als  Fimktion  der  Längen 
der  übrigen  Stabe  betrachtet  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist.  Sei  dem  GrerafaU  sind 
im\  allgemeinen  nur  unendlich  Meine  Be- . 
teegungen  möglich. 

Beispiele  fQr  diesen  GrenzfsU  bieten 
ein  Dreieck,  dessen  Eckpunkte  in  dieselbe 
Gerade  fallen,  sowie  das  Gelenkeystem  (Fig. 

210)  von  sechs  Knotenpunkten,  bei  dem  die  drei  Stäbe  AA^,  BBi, 
CC^  bzw.  deren  Verengerungen  durch  denselben  Punkt  0  gehen. 

In  speziellen  Fällen  kann  es  sein,  daß  bei  dem  Qrenzfall  die 
unendlich  kleine  Beweglichkeit  wieder  in  eine 
endliche  Übergeht,  Dieser  FaU  wird  auftreten, 
wenn  bei  dem  Gelenksystem  Ton  richtiger  Struktur 
sich  ein  Stab  AB  finden  ^t,  so  daß  nach 
Wegnahme  des  Stabes  AB  die  Beweglichkeit 
eine  solche  ist.  daß  der  Knotenpunkt  B  sich   relativ   zu  A  auf  einem 


1)  DieBen  QreDzfall  behMidelt  A.  F.  HObiuB,  vgl  FaBn.  1  p.  Hi.  Bei  den 
Fftchwerken  machte  0.  Mobi  znerat  auf  dieiea  Fall  und  deaien  Wichtigkeit 
auftnerkBam,  Cifiliog.  (2)  81  (ISSS),  p.  S89.  Mobi  bezeichnet  dieBen  Fall  sb 
deiijenigen,  bei  welchem  die  eine  Stabl^ge,  als  Funktion  der  abrigen  betrachtet, 
ein  Maximum  odet  Minimum  iat. 
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Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  A  bewegt.  Ein  Beispiel  hierzu  bietet 
das  QelenkBjrstem  Fig.  211.  Jedenfalls  läßt  sich  der  Satz  aua- 
apredien: 

Bat  ein  Gdenfisystem  von  s  —  2k  —  S  SUäien  di^enige  Struktur, 
die  für  ein  kinematisch  bestimmtes  Fachtcerk  erforderlich  ist,  so  ist  es 
entweder  ein  solches,  oder  es  liegt  der  GrenzfaU  vor. 

§  79.    Daa  vtatiflohe  Onmdproblem  ffir  die  freien  Faohworke. 
Beeüxomte  Faohwe^e. 

Es  sei  ein  ebenes  (JelenVsjstem  gegeben,  &uf  dessen  Gelenke 
(Knotenpunkte)  Ei^fte  wirken.  Diese  Kräfte  sollen  im  Gleicl^ewicht 
stehen,  d&  sonst  das  Oelenksystem  im  Raum  bzw.  in  seiner  Ebene 
seine  Lage  vei^ndem  würde.  Damit  sich  die  Spannungen  in  deai 
■  einzelnen  Stäben  des  Qelenksystems  finden  lassen,  mfissen  die  snf  die 
Knotenpunkte  wirkenden  Kräfte  gegeben  sein,  oder  Bedingungen  Tor- 
liegen,  welche  diese  Kilfte  eindeutig  bestimmen.  Seinem  Zweck  als 
Tr^rkonstruktion  entsprechend  wird  das  Gelenksystem  in  seiner 
Ebene  festgel^  sein  müssen,  was  durch  entsprechende  Ls^rung  zu 
erfolgen  hat.  Da  die  Lager  Lagerreaktionen  hervorrufen  und  sämt- 
liche Kräfte,  die  auf  das  Gelenksystem  wirken,  in  Knotenpunkten  an- 
greifen sollen,  so  hat  die  Lt^rung  auch  in  Knotenpunkten  des  6e- 
lenksystemes  xa  erfolgen..  Darauf,  wie  diese  Lagerreaktionen  aus  der 
Bedingung,  daB  dieselben  mit  den  auf  die  Qbrigen  Knotenpankte 
wirkenden  und  gegebenen  Kräften  im  Gleichgewicht  stehen  mflssen, 
zu  bestimmen  sind,  soll  zunächst  nicht  eingegangen  werden.  Viel- 
mehr seien  die  durch  die  Lager  bedingten  Lagerreaktionen,  hier,  wo 
es  sich  zunächst  nur  um  die  allgemeine  Theorie  handelt,  als  bekannt 
vorausgesetzt.  Nachdem  die  Lagerreaktionen  gefunden  sind,  haben 
die  L^^rknotenponkte  g^^nUber  den  übrigen  Knotenpunkten  des  Ge- 
lenksystemes  die  Sonderstellung  verloren.  Es  liegt  dann  ein  Gelenk- 
system zur  ünterBuchung  vor,  auf  dessen  Knotenpunkte  ein  gegebenes 
Gleichgewichtssystem  von  Kräften  wirkt.  Die  sieb  ergebende  Aufgabe, 
die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben  des  Gelenksystemes  zu  er- 
mitteln, läBt  sich  in  folgender  Weise  fassen: 

die  auf  die  Knotenpunkte  des  Gdenksystems  teirkenden  und  in 
ihrer  Gesamtheit  im  Gleichgewicht  stehenden  Kräfte  sollen  in  der  Weise 
in  die  eineelnen  Stäbe  gerlegt  werden,  daß  sich  in  jedem  Stab  swei 
gleich  große  und  entgegengesetit  gerichtete  Kräfte  ergeben. 

Die  absolute  Größe  der  beiden  Kräfte  in  einem  Stabe  gibt  die 
absolute  Größe  der  betreffenden  Spatmung,  während  durch  ihre  Rich- 
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tnng  bestimmt  ist,  ob  in  dem  Stab  Zug-  oder  DrackspaDniuig  ror- 
ba&deii  ist 

In  der  Regel  wird  diese  Aufgabe  der  Spannungebestinimang  in 
etwas  veränderter  Weise  gefaflt  Statt  der  betreffenden  Komponmten 
der  auf  ein  Gelenk  wirkenden  Kraft  P  werden  ihnen  entg^engesetzte 
gleidi  große  Kräfte,  die  Gäenkdräcke,  eingeführt,  ao  daß  sich  der 
Satz  ei^ibt: 

An  jedem  Knoienptmkt  ist  Gleichgewicht  Vorhemden  ewischen  dea 
äußren  Kräßen  und  den  Gelenkdriicien,  die  auf  diesen  Knoienpunktwirken. 

Kach  diesem  anf  der  Definition  dea  Gelenkdmckea  beruhenden 
Satze  iet  die  in  irgendeinem  Enatenpnnkt  A  angreifende  Kraft  P  in 
das  Gleichgewicht  zu  setzen  mit  den  auf  den  Punkt  A  wirkenden 
nnd  in  den  in  A  znaammentreffeaden  Stäben  liegenden  GelenkdrOcken, 
wobei  die  beiden  GelenkdrOcke,  welche  in  demaelben  Stabe  liegen, 
nnd  die  auf  die  beiden  den  Stab  begrenzenden  Knotenpunkte  wirken, 
dieselbe  GrSBe  aber  entgegengesetzte  Richtung  baben  müssen.  Die 
letzte  durch  -die  Einftlhrnng  der  GelenkdrQcke  berrorgemfene  Äuf- 
fawnng  hat  den  Vorteil,  daß  die  sich  fOr  jeden  Knotenpunkt  er- 
gebenden Kräftepolygone  infolge  dea  Gleichgewichts  in  derselben 
Richtung  von  der  betreffenden  Kraft  P  auagehend  zu  umfahren  sind 
(siehe  die  in  §g  81,  82  behandelte  Polygonalmethode). 

Bei  Einftlhrung  der  Gelenkdrücke  läuft  das  Spaimungeproblem 
auf  die  Bestimmung  der  Gelenkdrflcke  hinaus.  Die  Große  der  heiden 
gleichen  in  einem  Stabe  liegenden  Gelenkdrucke  liefert  die  absolute  Größe 
der  Spannung  dieses  Stabes.  Die  Richtung  der  heiden  Gdenkdriieke 
bestimmt  die  Art  der  Spanntmg,  und  ewar  wird  in  einem  Stabe  AB 
Zug  vorhanden  sein,  wenn  der  sich  in  A  ergebende  Gdetücdruck  die 
mcktiing  von  A  nadv  B  und  demgemäß  der  auf  B  wirkende  und  gleich 
große  Gelenkdruck  die  Riditung  von  B  nach  A  hat. 

Zunächst  möge  der  analytische  Ansatz  des  Spannungsprobletns 
erföntert  werden: 

In  einem  Gelenksjatem  von  k  Knotenpunkten  und  s  Stäben  seien 
die  Koordinaten  der  Knotenpunkte  mit  x,,  y^,  die  Komponenten  der 
auf  den  Punkt  «j,  y,  wirkenden  Kraft  mit  X^,  Y,  bezeichnet.  Da  die 
in  den  Knot^ponkten  angreifenden  Kräfte  ein  Gleiohgewichtssyatem 
bilden  sollen,  so  mflssen  zwischen  denselben  die  Gleichungen  bestehen: 

Diesen  drei  Bedingungen  entsprechend  sind  die  SuSeren  Kräfte  X^,  Y, 
zu  wlifalen  bzw.  aus  denselben  die  Lagerreaktionen  zu  beatimmen. 

Htnnabarg,  GnphiMha  Statik.  M  C~"OOQ|c 
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Ea  sei  feroflf  mit  I^  '^^^  absolute  Länge  eines  Stabes  bezeicbnet, 
der  zwei  Knotenpunkte  t  und  k  mit  den  Koordinaten  x^  y,  nnd  x^,  y^ 
miteinander  verbindet  8,^  sei  die  Spannung  dieses  Stabes  und  zwar 
soll  hierbei  diese  Spannung  Si^  positiv  eingeführt  sein,  faUs  diesdbe 
eine  Zug^panmmg  ist,  und  negcäiv  im  Falle  von  Druck.  Es  wird  sicli 
dann  ein  auf  den  Punkt  x„  y,  wirkender  und  in  dem  Stabe  l^^  lie- 
gender Oelenkdruck  ei^eben,  dessen  Komponenten  sind: 

Hierbei  stellen  diese  ÄusdrQcke  infolge  der  EinfQbrung  der  Span- 
nung Sf^  mit  dem  betreffenden  Vorzeichen  diese  Komponenten  ein- 
sMießich  des  Bü^ngsainnes  dar.  Ist  nämlich  S^  positir,  so  steUen 
diese  Äusdrttcke  eine  Kraft  dar,  die  rom  Punkte  *  nach  dem  Knoten- 
ponkt  h  gerichtet  ist,  also  diejenige  Bichtnng  hat^  die  der  im  Punkt  / 
angreifende  Gelenkdruck  im  Falle  tod  Zug  haben  muß.  Ist  dagegen 
^ti.  negativ,  wie  dieses  bei  Druckspannung  sein  soU,  so  liefern  die 
obigen  Ausdrücke  tatsächlich  eine   en^^engesetzt   gerichtete  Kraft 

Da  nun  im  Knotenpunkt  i  die  äo&ere  Kraft  Xf,  ¥,  im  Gleich- 
gewicht stehen  soll  mit  sämtlichen  auf  diesen  Knotenpunkt  wii^enden 
GelenkdrOcken,  so  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 


X.+2'«..- 


«.. 


(2) 


wobei  die  Summen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (3)  Bber 
alle  Knotenpunkte  x^,  y^  zu  erstrecken  sind,  die  mit  dem  betrachteteD 
Knotenpunkt  :r„  y,.  durch  Släbe  verbunden  sind 

Da  jeder  Knotenpunkt  zwei  solche  Gleichungen  (2)  liefert  nnd 
h  Knotenpunkte  vorhanden  sind,  so  ergeben  sich  2k  Gleichungen,  in 
denen  die  s  unbekannten  Stabspannungen  S^^  linear  vorkommen.    Nun 

1)  A.  Caatigliano,  lliäorie  de  l'^nilibre  des  Byetemei  dlaatiqaei,  Tniu 
18TS,  p.  ib.  Siehe  auch  L.  Henneberg,  Statik  der  itarren  S;iteiDB,  Daraiitadt 
ISe6,  p.  223. 
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bestehen  aber  zwiscben  den  Erilften  Xf,  Y,  die  drei  Gleicbgewichts- 
bedingnngeD  (1).  Infolge  daTon  werden  ron  den  2^  Gleichtingen  (2) 
drei  eine  Folge  der  fibrigen  sein,  so  daß  sich  nach  Weglassung  der- 
selben (2i—S)  lineare  Gleichnngen  (2)  ergeben  mit  den  s  Un- 
bekannten Sf^.  VüT  die  Bestimmang  der  Stabspannongen  wQrde  die 
Auflösung  dieses  Systemes  von  (2k  —  3)  Gleichungen  mit  s  Un- 
bekannten erforderlich  sein. 
Es  mSge  zunäebBt 

S>2Ä  — 3 

sein,  so  daß  das  Gelenksystem,  falls  dasselbe  überhaupt  stabil  ist, 
ein  kinematisch  OberbestimmteB  wäre.  Dann  hat  das  Gleichungs- 
system (2)  mehr  unbekannte  Spannungen  iS,^  als  Gleichungen  ror- 
banden  sind.  Infolge  davon  wird  es  nicht  möglich  sein,  sämtliche 
Spaiinnngen  als  endlich  und  eindeutig  zu  bestimmen.  Vielmehr  werden 
die  Gleichungen  (2),  falls  dieselben  fOr  das  vorliegende  Emftesjstem 
Oberhaupt  Idsbar  sind,  fflr  sämtliche  oder  wenigstens  für  einzelne 
Stabspannungen  unendlich  viele  Werte  ei^ben. 
Ss  sei  nun 

s<2ifc~3 

angenommen,  so  daß  das  Gelenksystem  jedenfalls  ein  kinematisch  un- 
bestimmtes ist.  Dann  bat  das  Gleichungssystem  (2)  weniger  Un- 
bekannte als  Gleichungen.  Damit  die  Gleichongen  Oberhaupt  lösbar 
sind,  müssen  jedenfalls 

Gleichungen  eine  Folge  der  Übrigen  sein.  Daraus  ergeben  sich  aber 
bei  g^ebenem  Gelenksystem  p  Bedingungen  zwischen  den  absoluten 
Gliedern  der  Gleichungen.  Da  aber  die  absoluten  Glieder  durch  die 
Komponenten  X„  Y,  der  äußeren  Kräfte  gebildet  sind,  so  folgen  p  Be- 
dingungen zwischen  den  äußeren  Kräften.  Das  Spannungeproblem 
wird  sich  somit  nur  bei  ganz  bestimmter  Wahl  der  äußeren  Kräfte 
lösen  lassen.  Sind  die  äußeren  Kräfte  den  p  Bedingungen  gemäß  ge- 
wählt, so  können  zwei  Fäile  auftreten: 

1.  Es  kann  sein,  daß  die  Spannungen  sämtlich  endlich  und  ein* 
deutig  werden, 

2.  es   kann  sein,   daß  sich  für  einen  Teil  der  Spannungen  un- 
endlich viele  Werte  ergeben. 

Beispiele  für  diese  beiden  f^lle  lassen  sich  leicht  finden. 
Es  sei  zunächst  ein  Gelenksystem  betrachtet,  das  nur  ans  einem 
geschloraenen  Polygonzug  von  k  Knotenpunkten  besteht.    (In  Fig.  312 
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ist  ft  —  5  angenommen)  und  somÜ  s  =  k  Släbe  bat.  Damit  sich  das 
Spannangsproblem  lösen  ^t,  muß  das  Polygon  1,  2,  ...  i  ein  Seil- 
polygon Bein  för  die  in  den  k  Knotenpunkten  angreifenden  Kräfte. 
Eb  können  daher  TOn  {k  —  1)  Kräften  die  Ricktongen  und  Ton  einer 
Kraft  die  Oröße  genlihlt  werden.    Dann  ist  die  k**  Kraß  bestimmt, 


und  fOr  die  Spannung  in  jeder  Seite  des  Oelenkpolygons  ergibt  sich 
ein  einziger  bestimmter  Wert. 

Ein  Beispiel  für  den  anderen  Fall  bietet  das  Qelenksysiem 
Fig.  213.  Die  auf  die  Knotenpunkte  5,  6,  7,  8  wirkenden  Kräfte 
sind  so  zu  wählen,  daß  der  Linienzag  4,  5,  6,  7,  8,  2  ein  Seilpolygon 
für  diese  SJäfte  darstellt.  Daraus  folgt,  daß  die  Richtungen  der  Kräfte 
P(,  P,,  Pj,  Pg  beliebig  gewählt  werden  dfirfen  und  von  einer  dieser 
Kräfte  die  Größe.  Dadnrch  würden  dann  such  die  Größen  der  drei 
anderen  Kräfte  bestimmt  sein.  Die  Kräfte  P^,  P„  P,,  P^  brauchen 
nur  der  Bedingung  zu  genügen,  daß  sie  mit  den  flbrigen  Kräfteo  ein 
Gleichgewichtssystem  bilden.  Sind  sämtliche  Kräfte  dementsprechend 
angenommen,  so  sind  die  Spannungen  in  den  Stäben  45,  56,  G7,  78, 
8  2  eindeutig  bestimmt,  während  sieb  für  die  flbrigen  StabspannungeD 
unendlich  viele  Werte  ergeben. 

Wird  ein  Gelenksystem  als  steUisch  bestimmt  bezeichnet,  sobald  für 
jedes  Gleidigewichissystem  vcn  Kräften  sich  die  Spannungen  tds  emBüii 
und  ^ndeutig  ergeben,  so  läßt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Ein  Gdenksystem,  das  bei  k  Knotenpunkten  keine  {2k  —  3)  Stä)t 
be^t£l,  kann  nicht  statisch  bestimmt  sein. 

Soll  das  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten  slatisdi  bestimmt 
sein,  so  muß  jedenfalls  die  Zahl  der  Gleichungen  (2)  übeieinatinimeii 
mit  der  Zahl  der  Unbekannten.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Ein  Gelenksystem  kann  nur  statisch  bestimmt  sein,  teemt  dasselht 
hä  k  Knotenpunkten  8  —  2k  —  5  Stäbe  hat,  also  ebenso  tide  Stäbe  trit 
das  kinematisch  bestimmte  Fachicerk. 
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Diese  eich  aof  die  Anzahl  der  StSbe  beziehende  Bedingung  ge- 
nflgt  aber  nicht,  um  statische  Bestimmtheit  herrorzarnfen,  sondern 
es  mSssen  außerdem  die  {2k  —  3)  Gleichangeo  (2)  Tuneinander  un- 
abhängig sein,  d.  h.  es  muß  die  Determinante  i^  aus  den  Koeffizienten 
der  Unbekannten  einen  Ton  Null  Terschiedenen  Wert  besitzen.  Es 
ergibt  sich  der  Satz: 

^n  Crdenksystem  ist  statisch  bestimmt,  sobald  dasselbe  bei 
k  Knotenpankien  (21  —  3)  StiS>e  hat,  und  wenn  außerdem  die  Deter- 
minante A  der  Koeffigienten  der  Unbekannten  der  Gleichungen  (2) 
einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  hat. 

Aus  diesem  wichtigen  ron  A.  FSppl  zuerst  ausgesprochenen 
Satz  soll  ein  weiterer  Schluß  gezogen  werden: 

Aus  einem  System  ron  n  linearen,  nicht  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  lassen  sich  bekanntlich  rämtliche  Unbekannten 
als  endlich  und  eindeutig  bestimmen,  sobald  die  Determinante  aus  den 
Koeffizienten  der  Unbekannten  einen  von  Null  Terschiedenen  Wert 
besitzt.  Hat  dagegen  diese  Determinante  den  Wert  Kuli,  so  ergeben 
sich  stets  unendlich  Tiele  Wert«  för  die  Unbekannten,  falls  die  Glei- 
chungen überhaupt  nebeneinander  bestehen  und  sich  so  auflösen  lassen. 
Wenn  daher  umgekehrt  bei  n  linearen  und  nicht  homogenen  Glei- 
chungen mit  n  Uobekaonten  sich  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichungen 
als  endlich  und  eindeutig  ergeben,  so  muß  die  Determinante  A  aus 
den  Ko^zienten  der  Unbekannten  einen  Ton  Null  verschiedenen 
Wert  hab^i.  Es  rnttssen  daher  sich  auch  die  Wurzeln  der  Glei- 
chungen als  endlich  und  eindeutig  ergeben,  wenn  an  die  Stelle  der 
absoluten  Glieder  andere  Wert«  gesetzt  werden. 

Ist  d^egen  ein  lineares  homogenes  System  von  n  Gleichungen 
mit  R  Unbekannten  gegeben,  so  werden  die  Unbekannten  eindeutig 
gleich  Null,  wenn  die  Determinante  aus  den  Koeffizienten  der  Un- 
bekannten einen  von  Null  Terschiedenen  Wert  besitzt;  dag^en  er- 
geben sieh  stets  unendlich  viele  Werte  für  die  Unbekannten,  wenn 
die  Determinante  den  Wert  Null  hat. 

Die  Anwendung  dieser  bekannten  Sätze  aus  der  „Theorie  der 
linearen  Gleichungen"  auf  das  System  der  Gleichungen  (2),  in  dem 
tmr  die  (Asoluien  Glieder  von  den  äußeren  Kräften  abhängen,  liefert 
folgende  Sätze  ^J: 

I)  Dieee  Folgernngeu  aus  dem  Satz  von  FSppl  Bind  zaecst  von  L.  Eenoe- 
beig  gezogen  and  eoi  Entscbeidong  der  Frage  i^rwandt,  wann  ist  ein  Tor- 
liegendes  Gelenkajatem  Ton  3k  — &  Stäben  statiBch  bestimmt?  Jahreabericht 
der  dentechen  Uathematiker-Tereinignng  III  (1BB8),  p.  69S. 
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Erg^>en  sich  bei  einem  Gdenlcsifstcm  von  k  Knotenpunkten  und 
Ä  =  2ft  —  3  Steä>en  die  Spannungen  als  endlich  und  eindeutig  für  irgend- 
än  bäiehig  gewähltes  Gleichgewichtsysstem  von  Kräften,  so  werden  die 
Spannungen  auch  endlich  und  eindeutig  für  jedes  Gleichgewichtssystem 
von  äußeren  Kräften,  d.  h.  das  Gelenksi/stem  ist  statisch  bestimmt. 

Ergf^en  sich  bei  einem  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten  und 
s  "-  2  k  —  3  Stäben,  auf  icekhes  gar  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  sämt- 
liche Spannungen  als  eindeutig  gleich  Null,  so  ist  dassäbe  ein  staüseh 
bestimmtes  Gelenksystem.^) 

Bei  einem  statisch  bestimmten  Gelenksysteme  sind  sämtliche  ^an- 
nungen  eindeutig  gleich  Null,  wenn  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  sind. 

Bei  einem  Gelenksysteme  von  h  Knotenpunkten  und  s  ^2k  —  3 
Stäben,  das  nicht  statisch  bestimmt  ist,  hohen  die  Spannungen  sämtiich 
oder  teilweise  unendlich  viele  endliche  Werte,  wenn  keine  Kräfle  auf 
das   Gelenksysiem  wirken. 

Diese  hier  hergeleiteten  Satze  werden  später  dazu  benatzt  werden, 
um  bei  einem  vorliegenden  Gelenks^stem  die  Frage  der  statischen 
Bestimmtheit  zu  entscheiden,  ohne  daß  es  erforderlich  ist,  die  Deter- 
minante der  Gleichnngeo  (2)  zu  berechnen. 

Es  soll  nunmehr  die  Determinante  A,  von  welcher  die  statische 
Bestimmtheit  des  Qelenksystemes  abhängt,  weiter  untersucht  nnd  mit 
der  Determinante  D  verglichen  werden,  auf  welche  die  Frage  der 
kinematischen  Bestimmtheit  des  Gelenksystemes  geführt  bat.  Da  die 
kinematisch  bestimmten  Gelenksjsteme  bei  der  nämlichen  Anzahl  ron 
Knotenpunkten  dieselbe  Anzahl  von  Stäben  haben  wie  die  statisch 
bestimmten,  so  liegt  es  nahe,  diese  beiden  Determinanten  miteinander 
zu  Turgleichen. 

Es  werde  zunächst  die  Determinante  A  gebildet.  Da  sich  für 
die  Länge  l^^  eines  zwei  Knotenpunkte  x^y,  und  x^,y,^  Terbindenden 
Stabes  ergibt: 


so  ist 

difi  _  j,  —  jj 

Es  lassen  sich  daher  die  die  Spannnngen  bestimmenden  Gleichungen  (2) 
schreiben: 


1)  Nur  diese  beiden  Sütze  sind  von  L.  Uennebeig  gegeben;  der  folgende 
Satz  dagegen,  nacb  welchem  sämtliche  Spannungen  Null  sind,  wenn  bei  einem 
atatiacb  beatimmten  System  keine  ftoßeren  Ei&fte  vorhuiden,  i*t  ?on  A.  FOppL 
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(3) 


y;-^«;*^'" 


9»* 

Es  seien  non  die  Längen  der  9  Stab«  fortlanfead  mit  li,lt>-h 
und  deren  Spannungen  mit  i9,,  S^,  .  .  .  S,  bezeichnet.  Da  in  den 
Längen  aaottlicher  Stäbe,  die  nicht  Ton  dem  Punkte  x^,  y^  ausgeben, 
die  Koordinaten  x„  y,  nicht  rorkommea  nnd  somit  die  Ableitungen 
derselben  nach  x^  und  y,  gleich  Null  sind,  so  können  die  Gleichungen 
(3)  »och  geschrieben  werden: 

J'l  „s  +|k  .  s,  +  .  .  -  +  |i. .  5.-  X„ 
ex,       ^  '  dx,       »  '  dx,       '  " 

Werden  in  diesen  Gleichungen  die  nach  Festigung  des  Koordi- 
natensystemes  noch  TOrkommenden  s  —  2k  —  3  Koordinaten  der 
Knotenpunkte  fortlaufend  mit  |,,  |,, . .  |,  und  die  absoluten  Glieder 
der  Gleichiugen  mit  t^,  c^, .. .  c,  bezeüchnet,  so  ergibt  sich  tür  die  s 
Stabspannungen  das  lineare  System  Ton  $  Gleichungen: 


|5-s.+  f|-s,+  .. 

+t«.-.' 

Die  Determinante,   von  welcher  die 

stetieche  Bestimmtheit  des  Se 

lenksyetemeB  abhängt^  wird  daher: 

-S 

(4)                                 £,- 

8f,'  H,' 

Sl, 

m      dl, 

Tl.-  W.' 

dl. 

Die  s  —  ""ik  —  3  Gleichungen,  welche  in  §  78  die  Determinante  D 
lieferten,  Ton  der  die  kinematische  Bestimmtheit  des  Gelenksystemes 
abhing,  waren 

{x-x,){8x^^  dx,)  -I-  {y,~y,){Sy,-  Sy^  -  0. 
Werden  diese  Gleichungen  zunächst  geschrieben : 
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«»,)+*^  ■{*»,- «»0-0 


f«  .  [tx,  -  J»0  +  |iA  .  (äs,-  äjj  _  0 

and  dauD  in  derselben  Weise  wie  die  Gleichongen  (3)  umgeformt,  so 
ergeben  sie  bei  Eiobaltimg  der  nämlichen  Bezeichnungen  die  3  älei- 
ehnngen: 


81. 


«!,  +  • 


■8t 


«£.-0, 


Die  Determinante  J)  wird  somit: 

;8i,_  ai,_ 


(6) 


+t.«l.-o. 


8S 

8C>- 

"H. 

It 

^t- 

86. 

ft.- 

81. 

■■w. 

Die  beidea  Formelii  (4)  und  (5)  zeigeo,  daß  die  beiden  Deter- 
minanten D  und  A  eich  durch  Vertsaschang  der  R«ihea  mit  den 
Zeileo  ergeben.     Es  ist  daher: 

D A, 

d.  h.  die  beüien  Determinanten  D  und  A  stimmen,  abgesehen  vom  Vor- 
eeichen,  mitänander  üherein. 

Ist  somit  Z)  ^  0,  so  ist  auch  A  <  0  und  umgekehrt.  Ist  anderer- 
seits Z>  —  0,  Bo  ist  auch  A  =  0  und  umgebehrt.  Es  folgt  daher  der 
von  A.  FSppl  gefundene  Satz: 

Die  fcinemtUisck  bestimmten  GdenlcsyMeme  und  die  ^atisdt  bestimmten 
Gelenksysteme  sind  identisch. 

Infolge    dieses    wichtigen    Satzes    werden    von   Ä.  FSppl')    die 


1)  Daß  die  beiden  Deteiminanten  abereinatiiiimeD,  ist  KDBgeiprocben  und 
der  Beweis  kurz  angedeutet  in  A.  Föppl,  Theorie  des  Fachwerkes,  J^eipzig  1880, 
p.  So.  Spater  hat  A.  FOppl  den  ausfährlichen  Beweis  gegeben,  Schweis. 
Bauz.  V  (1887)  p.  43.  In  der  Statik  von  L.  Henneberg  (1886)  wiid  der  Sati 
roa  A.  FOppl  durch  den  Nachweis  geliefert,  daB  die  kinematisch  bestimmten 
GelenkBjBteme  und  die  statisch  bestimmten  Oeleuksysteme  dieselbe  Struktur 
haben,  und  daB  bei  beiden  Arten  von  Oelenksystemen  die  anftietenden  Greiu- 
f&lle  eich  decken. 
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freien  kinematisch  bestimmten  Fachwerke  schleditw^  als  iestimmte 
Faehtcerke  bezeichne! 

Durch  die  TOrstehenden  Betrachtungen  irf  die  Bestimmvng  der 
Sptamtingen  in  einem  bestimmten  Fadtuerhe  zurückgeführt  auf  die  Änf- 
lösung  des  obigen  Sy^emes  (2)  von  (2Jc  ~  3)  linearen  Gleickvngen  mit 
(üh  —  3J  ütibei:annten  und  nicht  verschwindender  Determinante. 

Bei,  einfachen  Fachwerken  bereitet  es  keine  Schwierigkeiten  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (2)  die  Spannungen  in  eamtlichen  Stäben  des 
FachwerheB  zu  finden. 

Da  jedoch  die  Auflösung  dieses  Systemes  von  linearen  Glei- 
chungen mit  Hilfe  der  Sätze  der  Theorie  der  Gleichungen  bei  einer 
größeren  Zahl  von  Knotenpunkten  und  einer  komplizierteren  Gestalt 
des  Fachwerkes  rechnerische  Schwierigkeiten  herbeiführen  würde,  so 
werden  später  fDr  diese  Auflösung  Methoden  hergeleitet,  die  auf  der 
Struktur  der  bestimmten  Fachwerke  beruhen. 

Ist  die  Determinante  D  bzw.  A  gleich  Null,  das  Gelenksystem 
von  $  ■■  2%  —  3  Stäben  somit  kinematisch  unbestimmt,  sei  es  nun, 
daß  dasselbe  die  für  die  kinematische  Bestimmtheit  erforderliche 
Struktur  nicht  besitzt,  sei  es,  daß  der  Grenefaü  vorliegt,  so  läfit  sich 
die  Spannnugsbestimmung  nur  für  spezielle  Kräftesysteme  durchführen 
nnd  liefert  dann  stets  unendlich  viele  Werte  für  die  Spannungen.') 
Daraus  folgt  der  Satz*): 

Ein  Gdenhsystem  von  s  —2k~3  Stäben  ist  em  bestimmtes  Fach- 
werk, sobald  sidi  für  irgend  ein  angenommates  Gleichgewichtssystem 
von  Kräften  sämtliche  ^lannungen  cäs  endlich  und  eindeutig  bestimmen 
lassen.  Sind  insbesondere  sämtliche  äußeren  Krisle  gleich  NuU,  so 
müssen  sich  alle  Spannungen  eindeutig  gleich  NuU  erg^en,  damit  das 
Gdenksyslem  ein  bestimmtes  Fachwerk  ist.  Lassen  sich  dagegen  bei 
einem  beliebig  gewählten  GleUäigewichtssystem  von  Kräften  die  Spannungen 
überhaupt  niM  bestimmen,  oder  ergebai  sich  unendlich  vide  Werte  für 
die  Spannungen,  so  ist  das  Gelenksystem  kein  bestimmtes  Fachwerk,  son- 
dern ein  kinematisch  wihestimmtes  Gdenksystem  von  s  =  2ft  —  3  Stäben. 

Insbesondere  laßt  sich   dieser  Satz  auf  den  Grenzfall  anwenden: 

Hat  ein  Gelenksystem  von  s  —  2ft  —  3  Stäben  die  für  die  bestimmte» 
Fachwerke  ^forderlidie  Struktur,  so  liegt  der  Grenefaü  vor,  sobald  die 
Spannungen  unendlich  vieldeutig  werden,  faUs  gar  keine  äußeren  Kräfte 
voriuinden  sind. 


1)  Daß  die  Spannnngeu   beim  Qieazfall  im  allgemeinen    unendlich    gio& 
werden,  hat  merat  0.  Höht  bewiesen. 

1)  Säte  von  L.  Henneberg  siebe  FnflaoU  I  p.  46S. 
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Dieser  Satz  wird  später  dazu  Terwaadt  werden,  am  bei  eiaem 
Torliegenden  Oelenksyatem  toh  s  —  2k  —  3  Stäben,  welches  die  für 
die  kinematische  Bestimmtheit  erforderliche  Struktur  besitzt,  za  ent- 
scheiden, ob  dasselbe  ein  bestimmtes  Fachwerk  ist,  oder  ob  der 
Grenzfall  vorliegt. 

§  80.    Statisch  unbestimmte  Paohwerke. 
Es  mSge  noch  etwas  n&her  auf  den  Fall  eing^^ngen  werden,  in 
dem  die  Zahl  8  der  Stabe  des  Gelenksystemes  größer  ist  als  (2^*  — 3), 
so  dafi  geschrieben  werden  kann: 

s  —  2Ä  —  3  +  p. 

Da  dann  die  Zahl  der  Gleichnngeu  (2)  in  §  79  kleiner  ist  wie 
die  Zahl  der  unbekannten  Spannungen,  so  werden  sich  jedenfalls  un- 
endlich viele  Werte  fQr  die  Spannungen  ergeben,  falls  sich  dieselben 
überhaupt  bestimmen  lassen. 

Bezüglich  der  Stabilität  des  Gelenksjstemes  lassen  sich  folgende 
beiden  Fälle  unterscheiden: 

1.  Es  lassen  sich  die  Gleichungen  (3)  von  §78  auf  weniger  als 
(ßk  —  3)  voneinander  anabhängige  Gleichungen  znrackführeu.  Es  sind 
dann  mehr  als  p  überräblige  Stäbe  vorhanden  nnd  das  Gelenksystem 
ist  jedenfalls  kinematisch  unbestimmt.  Nach  W^lassung  von  p  der 
fiberzähligen  Stäbe  ergeben  die  dbrigen  (2/;  — 3)  Gleichungen  (3) 
von  §  78  eine  Determinante 

D-0. 

Sind  nun  die  Spannungen  in  den  p  weggenommenen  Stäben  bekannt, 
so  werden  sich  im  Systeme  der  Gleichungen  (2)  von  §  79  fUr  die 
übrigen  {2k  ~  3)  Spannungen  (2k  —  3)  Gleichungen  ei^ben,  fiir 
welche,  da  D  —  0  ist,  nun 

A  =  0 

sein  wird.  Infolge  davon  werden  die  äbrigen  (2k  —  3)  Spannungen 
sich  nur  finden  lassen  für  ganz  bestimmte  Gleich gewichtssysteme  von 
Kräften  und  zwar  dann  auf  unendlich  viele  Arten. 

2.  Die  Gleichungen  (3)  von  §78  lassen  sich  auf  (2*  — 3)  von- 
einander unabhängige  Gleichungen  zurückfahren.  Es  sind  nur  j>  über- 
zählige Stäbe  Torbanden.  Das  Gelenksystem  ist  aus  einem  bestimnateD 
Fachwerke  durch  Einziehen  von  p  weiteren  Stäben  entstanden  und 
somit  ein  kinematisch  iiberbestimmles  Fachwerk.  Nach  W^Iassang 
der  p  überzähligen  St&be  enthält  das  System  der  Gleichungen  (3)  von 
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§  78  somit  (31:  — 3)  QleichuDgen  mit  nicLt  TerBchwindender  Deter- 
miuante: 

Werden  nun  die  Spannongeii  in  den  p  Ubei:zäliligen  Stäben  be- 
liebig angenommen,  so  liefert  das  System  der  Gleicliui^en  (2)  von 
§  79  för  die  Qbrigen  {2k  —  3)  Spannungen  (2ft  —  3)  Gleichungen  mit 
nicht  verschwindender  Determinante 

Die  SpaODungen  in  den  fibrigen  (2i  —  3)  Stäben  lassen  sich  nach 
Annahme  der  Spannungen  iu  den  p  überzähligen  Stäben  eindeutig 
bestimmen,  wie  auch  das  Gleicbgewicbtssystem  der  äußeren  Kräfte 
ist.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

Bei  einem  kiTtematisch  überhestimmlen  Fachw^ke  lassen  sich  die 
Spannungen  stets  hestimmen,  wie  auch  das  Gleichgewichtssystem  der 
äußeren  Kräfte  gewählt  tvird.  Die  Spannungen  werden  jedoch  stets 
unendlich  vieldeutig  und  zwar  p-fach  unendlich  vieldeutig,  wenn  p  über- 
iählige  Stäbe  vorhanden  sind. 

Infolge  dieses  Satzes  werden  die  kinematisch  überbestimmten 
Fachwerke  auch  als  statisch  unbestimmte  Fachwerke  bezeichnet. 

Bei  einem  solchen  statisch  unbestimmten  Fachwerke  mit  p  über- 
zähligen Stäben  laasen  sich  die  Spannungen  stets  in  der  Form  an- 
schreiben: 

s«=  SA  +  kSü  +  ^sr*  +  ■  ■  ■  +  A,5/A 

wobei  S°,  irgendein  mögliches  Wertesystem  der  Spannungen  darstellt 
fBr  das  angenommene  System  der  äuBeren  Kräfte,  und  wo  S/,,  S"^,  . . . 
^iV  P  voneinander  Verschiedene  Wertesysteme  für  die  Spannungen 
bedeuten,  die  möglich  sind,  wenn  sämtliche  äußeren  Kräfte  gleich 
Null  gesetzt  werden.  Die  weitere  Untersuchung  der  atatisch  un- 
bestimmten Fachwerke  Uiuft  auf  die  Bestimmung  der  p  Multiplikatoren 
X,,  Jlj,  . . .  A^  hinaus,  welche  mit  Hilfe  der  Elastizitätslehre  erfolgen 

Vom  rein  statischen  Gesichtspunkte  ans  lassen  sich  die  bei  einem 
Gelenksysteme  von  k  Knotenpunkten  und 
s  —  2k  —  3+p 
Stäben  auftretenden  beiden  Fälle  voneinander  trennen  durch  die  Art 
der  Unbestimmtheit,  die  sich  für  die  Spannungen  ergibt,  wenn  gar 
keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  siod.  Wahrend  in  dem  Falle  des 
überbestimmten  Fachwerkes  die  Unbestimmtheit  der  Spannungen  eine 
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j>-facli  anendlich  gioBe  ist,  ist  sie  bei  dem  kinematisch  anbesümmteii 
Gelenkaystem  gröBer  als  p-taah  unendlich  groß. 

Auf  die  Untersuchung  der  statisch  unbestimmten  Fachweile  soll 
nicht  weiter  eingegangen  werden.  £s  sollen  viemehr  im  folgraden 
die  Batrachtnngen  sich  lediglich  auf  die  bestimmten  Fachwerke  be- 
sofaränlcen. 


Sechzehntes  Kapitel. 

Üntersnchoflg  tob  spezleUen  einfaeheren  bestimmten  Faebwet^ea. 

§  81.    Dzeleoks&oliweTke.     SoImlttmetluKte.     JCetbode  der 
Eräftepolygone. 

Bevor  auf  die  allgemeine  Untersuchung  der  Stroktor  des  be- 
stimmten Fachwerkes  eing^angen  und  die  allgemeinen  Uethodoi  für 
die  Bestimmung  der  Spannungen  entwickelt  werden,  sollen  spezielle 
einfachere  Gelenksysteme  untersucht  werden,  hei  denen  es  Ton  tois- 
herein  klar  ist,  daß  dieselben  als  bestimmte  Fachwerke  anzusehen 
sind.     Es  seien  zonächst  die  sog.  Dreiecksfackwerke  betrachtet. 

Piiter  einem  Dreieeksfachwtrke  sei  ein  Fackwerk  verstanden,  das 
durch  Aneinatiderlegen  von  Dreiecken  entstandet  gedacht  tcerden  kann. 
Hierbei  ist  jedoch  jedes  neu  hinzutretende  Dreieck  so  anzuschlie&en, 
daß  eine  Seite  und  nur  eine  Seite  desselben  der  ganzen  Länge  nach 
mit  einem  Stabe  desjenigen  Fachwerkes,  an  welches  dieses  Dreieck 
angesehlosaeo  wird,  zusammanßillt.  ' 

Da  das  erste  Dreieck,  von  welchem  bei  Herstellung  des  Dreiecks- 
&chwerkes  ausgegangen  wird,  bei  drei  Ecken  drei  Seiten  hat^  also 
ein  Fachwerk  von  drei  Knotenpunkten  und  drei  Stäben  liefert  und 
durch  den  Anschluß  eines  jeden  weiteren  Dreieckes  sieb  die  Zahl  der 
Knotenpunkte  lun  eins,  die  der  Stäbe  um  zwei  vermehrt,  so  haben 
derartig  entstandene  Systeme  bei  k  Knotenpunkten  tatsächlich 

s  =  2k-3 
Stäbe.  Da  fernerhin  die  Stabilität  eines  solches  Systemes  von  vom- 
herein  feststeht,  sobald  bei  keinem  der  zur  Verwendung  gelangenden 
Dreiecke  die  drei  Eckpunkte  in  derselben  Geraden  liegen,  so  werden 
solche  durch  Aneinanderfügen  von  Dreiecken  entstandenen  Systeme 
bestimmte  Fachwerke  sein,  die  dann  als  Dreieck^aehwerke  bezeichnet 
werden. 

Ein  Beispiel  von  einem  solchen  Dreieckslacfawerk  gibt  Fig.  214, 
bei  welchem  an  das  Dreieck  123  das  Dreieck  1 24  mit  der  Seite  1 2, 
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da«  Dreieck  135  mit  der  Seite  13,  das  Dreieck  23  6  mit  der  Seile 
2  3  und  dann  an  das  letztere  das  Dreieck  26  7 
mit  der  Seite  2  6  angeBchlossen  ist 

Die  einzelnen  DreieckBflächen  des  Fach- 
werkes werden  hierbei  als  Fäder  oder  Fächer 
des  Fachwerkes  bezeichnet,  woraus  der  Xune 
Faektcerh  fBr  daa  ganze  System  entstanden  ist. 

Bei  den  anfänglichen  Untersnchnngeu 
haben  A.  Bitter  and  C.  Calmann  über- 
haupt OUT  an  Dreiecks&chwerke  gedacht  und 
demgemäS  die  Fachwerke  definiert  ' 

Unter  einem    Fachwetke    wird    von    C. 
Calmann  geradezu   das  nach  dem  beistehenden  Schema  hei^estellte 
System  Terstanden  (Fig.  215).     Der  Polygonzug  1,  3,  5,   7  usw.,  auf 
w^elchem    sämtliche   Eiiotenpunkte 
li^en,  und  welcher  die  ganze  Figur 
umgibt,    wird    die    Gurhmg    oder 
der  Sand  des  Fach  werkes  genannt, 
die  betreffenden  Stäbe  die  Gurtungs- 
oder  die  Bandstähe.     Die  übrigen 
Stäbe   23,    34,  46  usw.,   welche 
einen    fortlaufenden    Zug    bilden, 
werden  als  Diagonalen  oder  als  Diagonalst^  bezeichnet.    Die  Fächer 
des  Fachwerkee  sind  hier  die  Dreieckaflächen  123,  234  usw. 

Das  hier  von  Calmann  als  Fachwerk  eingefOhrte  System  ist  im 
Sinne  einer  allgemeinen  Definition  als  ein  Dreiecksfachwerk  and  zwar 
als  ein  speeieiles  Dreiecksfachwerk  aafznfossen,  da  die  einzelnen  Drei- 
ecke in  ganz  spezieller  Weise  aneinander  angeschlossen  sind. 

Um  die  Spannungen  in  einem  solchen  Dreiecksfachwerk  zn  er- 
mitteln, genfigen  die  sog.  Schnütmeikode ')  und  die  Mähode  der  Kräfte- 
polygone (Poli/gonalmeihode).')  Es  sind  daher  diese  beiden  Methoden 
xa  erläntem. 

Die  Schnittmethode. 

Durch  ein  Fachwerk  sei  ein  Schnitt  A...B  geführt  (Fig.  216), 
Bodaß  das  Facbwerk  in  zwei  getrennte  Teile  zerfällt.  Ob  hierbei  der 
Schnitt  geradlinig  gezogen  wird  oder  nicht,  ist  ohne  Einfluß  anf  die 

1)  A,  Ritter,  Elementwe  Theorie  and  Betechnang  eiaemer  Dach-  nnd 
BrOckcmkonetniktioneii.    HuinoTer  (1868). 

1]  Die  Potjgonalmethode  scheint  von  M.  Tajloi  und  Fl.  Jenkin  znent 
benutzt  irord«ii  zu  tein.  VgL  Cremcna-SaTiotti,  Lee  fignrea  r^ciproqnea  etc. 
Paria  188&,  p.  8. 
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Methode.  £3  sei  nun  derjenige  Teil  des  Fachwerkes  betrachtet, 
welcher  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes  z.  6.  auf  der  linken  Seite 
liegt  Da  iu  jedem  Enotenpaakte  eines  Fachwerkee  Gleichgewicht 
zwischen  den  äußeren  Kräften  and  den  Oelenkdritcken  vorhanden  ist, 
80  werden  nach  ÄnsfQhrung  eines  solchen  Schnittes  die  Kräfte,  die 
auf  diejenigen  Knotenpunkte  wirken,  die  auf  der  einen  Seite  des 
Schnittes  liegen,  im  Oleichgewicht  stehen  mit  allen  auf  diese  Knoten- 
punkte wirkenden  OelenkdrQcken.  Da  jedoch  in  jedem  Stabe,  der  nicht 
von  dem  Schnitt  Ä . . .  B  getroEFen  wird,  die  Gelenkdr3cke  paarweise 
Torkommen  und  dieselbe  Größe  aber  entgegengesetzte  Richtung  haben, 
80  fallen  ans  den  Gleichgewi cbtsbedingungen  alle  Gelenkdrücke  her- 
aus, die  in  den  vom  Schnitt  nicht  getrofienen  Stäben  liegen.  Da- 
gegen liefern  die 
vom  Schnitt  ge- 
troffenen Stäbe  je 
nur  einen  Gelenk- 
druck, der  auf  den 
linken  Teil  des 
Fach  Werkes  wirkt. 

Diese  Gelenk- 
drOcke  sind  daher 
allein     bei     An- 
setzung  derGleich- 

gewichtsbedin- 
gungenzu  berfick- 
sichtigen.  Esfolgt 
"'■  "'■  somit  der  Satz: 

Nach  Ausführung  eines  Schnittes,  durch  den  das  Fackucrk  in  nvei 
getrennte  Teiie  eerfiüU,  stehen  die  äußeren  Kräfte,  die  auf  die  Knoten- 
punkte des  einen  Teiles  tmrken,  im  6leichgewic1\t  mit  denjenigen  auf 
diesen  Teil  wirkenden  Gdenkdriicken,  die  in  den  vom  Schnitte  ge- 
troffenen Stäben  liegen. 

In  Fig.  21ti,  welches  übrigens  kein  Dreiecksfachwerk  ist,  werden 
nach  diesem  Satze  die  vier  Kräfte  Pj,P,,  P^,  P,  im  Gleichgewicht 
stehen  mit  den  drei  Gelenkdriicken  S,,  S,,  S,  (in  der  Zeichnung  sind 
diese  Gelenkdrilcke  so  eingezeichnet,  als  wenn  die  drei  Stäbe  auf  Zug 
beansprucht  würden),  die  auf  die  Knotenpunkte  5,  6,  7  wirken  und 
in  den  drei  vom  Schnitte  A...B  getroffenen  Stäben  59,  6  8,  7  8 
liegen. 

Durch  einen  solchen  Schnitt  sollen  nun  die  Gelenkdrücke  in  den 
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Tom  Schnitt  getroffenen  Stäben  ermittelt  werden.  .  Sind  die  Kräfte, 
die  anf  den  einen  Teil  des  Fachwerkes  wirken,  zq  einer  resultierenden 
Kraft  B  (aUo  in  Fig.  216  die  Kräfte  Pj,  P„  P^,  P,)  vereinigt,  so 
wSrde  die  Aufgabe  zu  lösen  sein,  Kräfte  zu  finden  (nämlich  die  Qe- 
lenkdrücke),  die  in  TorgeBckriebenen  Geraden  liegen  (den  vom  Schnitt 
getroffenen  Stäben)  und  die  mit  der  gegebenen  Kraft  R  ein  Gleich- 
gewichtssjstem  bilden.  Diese  Aufgabe  aber  ist,  abgesehen  von  dem 
speziellen  Fall,  in  dem  durch  den  Schnitt  nur  zwei  Stäbe  getroffen 
werden,  die  sich  auf  R  achneiden  (bzw.  ihre  Yerlängerangen),  uur 
dann  durchfahrbar  und  eindeutig,  wenn  der  Schnitt  nnr  drei  Stäbe 
trifft,  die  sich  nicht  in  demselben  Punkte  schneiden  (bzw.  ihre  Yer- 
längemngen). 

Demgemäß  werden  von  A.  Bitier  and  C.  Culmann  die  Schnitte  in 
der  Weise  geführt,  daß  sie  nur  drei  Stäbe  des  Fachnerkes  treffen,  und 
sicar  drei  Stäbe,  die  nicht  durch  äenselhen  Punkt  gehen  (bzw.  ihre  Ver- 
längerungen). 

In  dieser  Weise  ist  auch  in  Fig.  216  der  Schnitt  gezogen. 

Für  jeden  solchen  Schnitt  lassen  sich  die  betreffenden  drei  Ge- 
lenkdrücke und  damit  die  Spannungen  in  den  drei  vom  Schnitte  ge- 
troffenen Stäben  nach  einer  der  Methoden  des  §  37  leicht  finden.  In 
erster  Linie  kommen  hierbei  jedoch  die  Methoden  von  A.  Ritter 
und  C.  Galmann  in  Betracht. 

Wird  die  Methode  von  A.  Ritter  angewandt^  so  ist  mdglichst 
der  Drehpunkt  in  dem  Schnitt  zweier  vom  Schnitte  getroffenen  Stäbe 
anzunehmen.  Dann  fallen  die  beiden  GelenkdrUcke  in  diesen  Stäben 
aus  der  Momentengleichnng  heraus,  und  es  ergibt  sich  eine  lineare 
Gleichung,  in  der  nur  der  dritte  Gelenkdruck  als  ünbekacuite  ent- 
halten ist.  So  ist  in  Fig.  216,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von 
Si  handelt,  der  Punkt  8  als  Drehpunkt  zu  wählen,  für  die  Bestim- 
mung von  iS,  der  Schnitt  der  Stäbe  5  9  und  7  8  und  für  diejenige  von 
Sf  der  Punkt  5. 

£&  ist  stets  möglich,  den  Drehpunkt  nach  dem  Schnitt  zweier 
Stäbe  zu  legen,  wenn  nicht  zufällig  von  den  drei  Stäben  c^^,  g^,  g^, 
die  vom  Schnitte  getroffen  werden,  zwei,  z.  B.  g^  und  g^,  parallel 
sind.  Eine  Schwierigkeit  entsteht  jedoch  nicht,  wenn  g^  |j  g^  ist,  da 
dann  g^  nicht  parallel  zu  ^,  und  g^  sein  darf,  also  g^  sowohl  g^  wie 
g^  schneiden  muß.  Ist  g^  \\g^,  so  kann  man  sich  daher,  wie  dieses  in 
g  27  ausgeführt  ist,  in  der  Weise  helfen,  daß  man  zunächst, 'indem 
man  den  Drehpunkt  nach  dem  Schnitt  von  g^  und  g^  verlegt,  die 
Kraft  S^  in  g^  bestimmt.     Ist  so   S,   gefunden,   so   wird   man   durch 
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einen  Drehpunkt,  der  beliebig  auf  g^  gewählt  iet^  eine  Gleichung  er- 
halten, in  der  außer  der  bekanntea  Enft  S^  nur  noch  S,  Yorhommt, 
durch  welche  alao  S^  gegeben  ist.  S^  kann  in  derselben  Weise  wie 
Si  gefanden  werden. 

Anstatt  in  dieser  Weise  den  Fall  ^^  ||  g^  zu  erledigen,  ist  es  riel- 
fach  zweckmäßig,  ein  rechtwinkligea  Koordinatensystem  anzunehmen, 
dessen  x-Achse  parallel  zu  g^  und  g^  ist.  Dann  wird  die  Bedingung, 
daß  für  den  Fall  des  Qleichgewlchts  die  Summe  amtlicher  jr-Kom- 
ponenten  der  Kräfte  gleich  ?full  sein  muß,  eine  Oleichnng  liefern,  in 
der  S^  und  jS,  nicht  vorkommen,  sondern  nur  S^  Es  ist  daher  nicht 
nötig,  erst  5,  za  bestiinmen,  um  S,  zu  erhalten. 

Beispid.  Es  sdlen  in  dem  Dreiecksfacktcerk  Fig.  217  sämütcke 
Steä>spannungen  analytisch  nach  RiUer  gefunden  werden. 

Da  ToUe  Symmetrie  in  Fig.  217  vorhanden  ist,  sowohl  in  bezug 
auf  die  Form  des  Fachwerkes  wie  hinsichtlich  der  äußeren  Kräfte, 
so  werden  in  den  symmetrisch  gegenüberliegenden  Stöben  dieselben 
Spannungen  auftreten.  Es  ist  daher  nur  erforderlich,  die  Spannungen 
in  der  einen  Hälfte  des  Fachwerkes,  sowie  in  dem  mittleren  Stabe  56 
zu  bestimmen. 

Die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben  sind  in  der  folgenden 
Rechnung,  um  die  bei  den  allgemeinen  Untersuchungen  verwandten 
doppelten  Indizes  zu  vermei- 
den, mit  a,h,  c  ...  bezeich- 
net, und  zwar  sind  diese 
Spannungen  positiv  einge- 
fahrt  bei  Zug  und  negativ 
bei  Druck.  Es  empfiehlt  sich 
dann  bei  Ansetzung  der  Mo- 
menten gleichun  gen  die  Qe- 
lenkdrflcke  stets  so  einzu- 
führen, wie  sie  bei  Zag  sein 
würden,  also  von  dem  Knotenpunkt  abgewandt,  so  daß  sich  die 
Spannongen  gleich  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  ergeben,  bzw.  positiv 
bei  Zug  und  negativ  bei  Druck. 

Um  die  Spannungen  a  and  h  zq  erhalten,  kann  ein  Schnitt  A...A 
benutzt  and  dann  einerseits  der  Drehpunkt  auf  1 3 ,  also  z.  B.  in  3 
and  andererseits  auf  1 2 ,  somit  etwa  in  2  angenommen  werden.  So 
ei^ibt  sich: 

o_0,    6- -4P. 
Es  lassen   sich  übrigens  die  Spannungen  a  und  h  au<^  sofort  daraus 
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finden,  diiB  in  dem  Punkte  1  Gleichgewicht  vorhanden  sein  mnfi 
zwischen  der  nach  aofti^rta  gerichteten  Kraft  4P,  dem  Gelenkdmck 
in  dem  horizontalen  Stab  1  3  and  dem  vertilcalen  Stab  1 2.  Da  die 
Summe  der  horizontalen  Kräfte  Nnll  sein  mnß,  bo  folgt,  daß  der 
Gelenkdmck  in  1  3  gleich  \iill  ist,  also  a  —  0.  Aus  der  Bedingung, 
daß  die  Teriikalen  Kräfte  gleich  Null  sind,  ergibt  sich,  daß  der  in  1 2 
liegende  nnd  auf  1  wirkende  Oelenkdnii^  nach  abwärts  gerichtet^ 
also   dem  Ponkte  1    zugekehrt   ist,   und   die    Größe  4P  hat,    somit 

6 4P. 

Durch  den  Schnitt  B . .  .B  folgen  die  Spannungen  e  and  d.  Um 
d  zu  erhalten,  werde  der  Drehpunkt  in  3  angenommen  Die  Momenten- 
gleichang  wird: 

3P  •  A,  +  d  ■  A,  -  0, 
also 

«1 
Um  e  zu  erhalten,  kann  der  Drehpunkt  4  benutzt  werden.    Da  a  —  0 
ist,  folgt: 

3P-A,-cÄ'-0, 
somit 

wo 

VVTV 


Aus  dem  Schnitt  C  ■  ■  ■  C  folgen  die  Spannungen  e  und  f.  Wird 
der  Drehpunkt  nach  5  verl^t,  so  ei^bt  sich  eine  Gleichung,  in  der 
der  unbekannte  Gelenkdrack  in  35  nicht  vorkommt,  sondern  außer 
dem  bekannten  Gelenkdmck  tj  in  34  nur  der  auf  3  wirkende  Ge- 
lenkdruck, e.     In  dieser  Weise  folgt  die  Momentengleichung: 

woraoB  sich  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  d  ergibt 

e 3P. 

Andererseits  folgt  f  bei  Ansetzung  der  Momentengleichung  ftlr  den 
Ponkt  4: 

3PÄ,-^Äj-0, 
daher 

/•-3P.i. 
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Rascher  gelangt  man  im  Torliegenden  Falle  zum  Ziele,  wenn  man 
die  Sammen  der  horizontalen  nnd  der  vertikalen  Eriifte  gleich  Null 
setzt  Die  beiden  ÖeleakdrOcke  d  and  f  sind  die  einzigen  horizontalen 
Kräfte,  die  auf  den  links  TOm  Schnitt  C . .  .C  liegenden  Teil  des 
Fschwerhes  wirken,  daher  ist 

d  +  f-0, 
woraas  der  frQhere  Wert  von  f  fo^t.     Andererseits  liefern  die  Oe- 
lenkdrücke  d  and  /  keinen  Beitrag  zur  Samme  der  vertikalen  Kräfte, 
sondern  nur  e.     Es   etgibt   sich   somit   in  dieser  Weiee    unmittelbar 
der  Wert  Ton  e. 

Dm  g  und  h   zu   erhalten,   werde   der  Schnitt  D  .  . .  D   benutzt. 
Durch  den  Drehpunkt  5  ei^ibt  sich  die  MomenteDgleichung: 


Ä 4P- 


Andererseits  liefert  der  Drehpunkt  3  fOr  g  die  Gleichung: 

5P\+h-h,  +  gk-~0, 
somit 

bzw. 


Die   noch   fehlende    Spannung  i   wird    am   besten   ans    der  Be- 
dingung bestimmt^  daß  in  dem  Knotenpunkt  6  die  Summe  der  verti- 
■fcalen  Kräfte  gleich  Null  sein  muß.     Es  folgt  dann 
i 2P. 

Bei  der  Berechnung  der  Spannungen  nach  dieser  Ritterschen 
Schnittmethode  ist  nnr  darauf  zu  achten,  daß  die  Momente  mü  dem 
richtigen  Voreeichen  eingefiäwt  werden,  also  positiv  hei  Dräatng  im 
Sinne  des  TThreeigers,  und  daß  die  Odenkdrucke  stets  so  eingeführt 
werden,  als  wenn  Zug  vorhanden  wäre,  somit  dem  KnotenpunH  tceg- 
gewandt,  also  dem  geführten  Schnitt  et^eMrt.  Geschieht  dieses,  so 
ergeben  aicb  die  Spannungen  unmittelbar  mit  dem  richtigen  Vor- 
zeichen, d.  h.  positiv  bei  Zug  und  negativ  bei  Druck. 

Daß  die  Spannuugen  auch  graphisch  nach  Ritter  sich  finden 
lassen,  ist  schon  in  §  27  gezeigt. 

In  Fig.  218  ist  graphiBch  die  Spannung  a  vermittels  des  Schnittes 
A  . . .  A  bestimmt. 
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Za  diesem  Zwecke  iat  das  Kräfte-  und  Seilpolygon  der  äußeren 
Kräfte  gezeiclinet.  Es  ist  der  Teil  des  Fadiwerkes  betrachtet,  der 
links  Tom  Schnitte  Ä . . .  A  liegt.  Wird  der  Drehpunkt  in  C  an- 
genommen, so  ist  die  Momentensamme  der  Kräfte  P^,  Pj  nnd  des 
Qeleokdrackes  a  gleich  Knll.  Nun  ergibt  sich  aber  aus  der  Homest^i- 
fläche  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  P,  und  Pj  als: 

m  •  h, 
yinhivad  andererBeits  fQr  das  Moment  dea  Gelenkdruckes  a  folgt: 

-a-B. 
XSa  ist  somit 

mh  —  aH-0 
oder 

m  -h  —  a  ■  S. 

Die  Spaannng  a  er^bt   sich  somit  als   Grundlinie-  eines  Rechteckes, 


m^ 


PlB.  »tS. 

w^elches  die  Höhe  S  und  den  Inhalt  m  •  h  besitzt,    um  diese  F^chen- 
verwandlung  zu  vermeiden,  ist  in  Fig.  218  Ton  Tomherein 

h-2H 
angenommen.     Daher  ist 


Die  graphische  DarchfÜhrong  der  Schuittmethode  nach  Ritter 
eignet  sich  Torzugsveise  dann,  wenn  die  Momentenääche  ohne  dies 
gezeichnet  werden  mufi,  vielleicht  der  Lagerreaktionen  wegen,  oder 
such  dann,  w^in  eine  ganze  Reihe  von  Stäben  dieselbe  Entfernung  S 
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Ton  den  zu  wählenden  Drehpunkten  haben,  so  daß,  indem  h  —  H  oder 
gleich  einem  ganzzahligen  Vielfachen  von  H  gewählt  wird,  die  Span- 
nungen aller  dieser  Sisbe  sich  unmittelbar  aus  der  Homenten^iche 
g,  entnehmen  lassen. 

Sind  die  Spannangeo  in  den 
drei  Tom  Schnitt«  getroffenen 
Stäben  nach  der  in  §  27  ge- 
gebenen Methode  von  Colmann 
zu  finden,  so  sind  znnächBt  die 
Kräfte  auf  der  einen  Seite  des 
Schnittes  zu  einer  resultierenden 
Eraß  R  zu  vereinigen.  Dann 
würden,  wie  dieses  in  §  27  ge- 
zeigt ist,  drei  Enfte  zu  be- 
stimmen Bein,  wel<die  dieser 
Kraft  R  das  Gleichgewicht  halten 
und  in  den  drei  Tom  Schnitte 
^  getroffenen  Stäben  liegen. 
*  In  Fig.  219  Bind  nach  Col- 

mann   die   Spannungen  a,  h,  e 
bestimmt,  die  sich  für  die  dt«i 


^ 


r^ 

c 

/ 

/ 
/ 

\     \ 

vom  Schnitte  A..  .  A  getroffenen  Stabe  ergeben.    Die  äußeren  Kräfte 
sind  im  Kiäftepolygon  durch  die  Strecken 

p,-crT,  Pj-Iä,  p,=  23,  P4-34,  Pj-iÖ 

gegeben.    Links  vom  Schnitte  liegen  die  beiden  l&lfte  P,  und  Pj. 
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Die  Resultante  B  dieser  beiden   Eiüfte   ist  im  ErSftepolygon  durch 

die  Strecke  bestimmt  

Ji-02, 
wülirend  aicti  aus  dem  Seilpolygon  ihre  WirkungsUnie  g  ergibt.  Die 
WirkongsUnie  des  Qelenkdrnckea  c  sclmeidet  die  Wirkmigalioie  g 
der  Kraft  JR  in  dem  Fnjtkte  D;  die  beiden  QelenkdrOcke  a  und  h 
liefern  daher  eine  in  BD  li^^de  Edsnltante.  Kachdem  die  Gerade 
BD  gefunden  ist,  lassen  sich  die  drei  Oelenkdrücke  und  damit  die 
gesuchten  Spannungen  im  Enftepolygon  leicht  bestimmen.  Es  haben 
sich  hierbei  a  und  b  als  Zugspannungen  nnd  e  als  eine  Druckspannnng 
eichen. 

Bei  Bestimmung  der  Spannungen  nach  dieser  Culmannschen 
Methode  wird  es  häufig  Torkommen,  daß  die  Resultante  E  der  auf 
der  einen  Seite  des  Schnittes  liegenden  Kräfte  sich  nicht  auf  dem 
Zeichenblatte  befindet.  In  einem  solchen  Falle  kann  man  sich  immer 
in  der  Weise  helfen,  daß  man  die  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes 
liegenden  Eiüfte  in  zwei  Gruppen  zerlegt  und  deren  Resultanten  ü, 
nnd  B,  bestimmt  Hierbei  läßt  es  sich  durch  Wahl  der  Gruppen  so 
einrichten,  daß  Üj  nnd  M^  auf  dem  Zeichenblatte  liegen.  Dann  wSrde 
fOr  jede  der  beiden  Kräfte  B^  and  B^  die  Konstruktion  fQr  sich 
durchzufOhren  und  die  sich  in  jeder  der  drei  Stabe  ergebenden  beiden 
Kräfte  zu  addieren  sein. 

Es  ist  sofort  klar,  daß  die  Schnittmethode,  sei  es  in  der  Aob- 
führung  von  A.  Ritter  oder  in  derjenigen  von  C.  Culmann,  sich 
auf  jedes  Facbwerk  anwenden 
^ßt,  welches  nach  dem  Schema 
F^.  215  beigestellt  isi  Ihre 
Bedeutung  geht  jedoch  weit 
über  derartige  Dreieoksfach- 
werke  hinaus.  So  kann  sie  z.  B. 
in  dem  Fachwerk  Fig.  220, 
welches  nicht  nach  dem  Schema 
Fig.  215  hergestellt  und  Ober- 
haupt kein  Dreiecksfachwerk 
ist,  vermittels  des  Sdinittes 
A  .  . ,  A  dazu  benutzt  werden, 
tun  die  Spannungen  in  den  drei  Stäben  14,  2  5,  36  zu  finden,  wo- 
durch dann  auch  die  Spannungen  in  den  übrigen  Stäben  gegeben  sind. 
Ebenso  ließ  sich  ja  auch  in  Fig.  216,  welches  ebenfalls  kein  Drei- 
ecksfachwerk ist,  die  Schnittmethode  zur  Verwendung  bringen. 
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An  die  Schnittmethode  schließt  sich  an: 
Die  Methode  der  imaginären  Gdenke  von  H.  Müller- Breslau. 

Die  Methode  der  imaginäreu  Gelenke')  beruht  in  einer  zwei- 
maligflo  Anwendung  der  Schnittmethode.  Sie  ist  anwendbar  zur  Be- 
stimmnng  der  Spannongen  in  zwei  Stäben  a  nnd  b,  wenn  sich  durch 
dieselben  zwei  Schnitte  A  . .  .  A  und  B . . .  B  legen  lassen,  von  denen 
der  erste  anßer  den  beiden  Stäben  a  and  b  nur  noch  zwei  Stäbe  e, 
und  (^,  der  zweite  außer  den  beiden  frDheren  Stäben  a  and  b  nur 
noch  zwei  Stäbe  <^  and  dj  trifil.  Werden  nämlich  für  diese  beiden 
Schnitte  die  Momentengleichnngen  aufgestellt,  nnd  zwar  bei  dem 
Schnitt  A  .  . .  A  unter  Benutzung  des  Schnittpunktes  0,  von  c^  und  d, 
als  Drehpunkt,  und  bei  dem  Schnitt  B . .  .  B  fHi  den  Schnittpankt  0. 
von  Cf  tind  d,  als  Drehpunkt,  so  ergeben  sich  zwei  lineare  Gleichungen, 
in  denen  nor  die  Spannungen  in  den  beiden  Stäben  a  und  b  als  Un- 
bekannte vorkommen,  so  daß  sich  dieselben  berechnen  lassen.  Die 
Schnittpunkte  0,  nnd  Oj  der  Linien  c^  und  d^  bzw.  c^  and  d,  werden 
als  die  imaginären  Gdenlx  bezeichnet 

Ein  Beispiel  bietet  das  Fachwerk  (Fig.  221)  von  sechs  Knoten- 
punkten, welches  aus  einem  Sechseck  and  den  drei  Hauptdiagonalen 
besteht,  und  an  dem  H.  HQller-Breslaa  die  Methode  erklärt 

Der  Schnitt  A  . . .  A  trifft  außer  den  Stäben  1 4  und  2  ö  nor  die 
beiden  Stäbe  1 6  und  2 A,  der  Schnitt  B . .  .B  schneidet  außer  den 
Stäben  14  and  25  nur  die  Stäbe  34  und  56.  Für  den  Schnitt 
A...Ä  ist  der  Schnittpunkt  0,  der  Stäbe  16^  und  23,  für  den 
Schnitt  B...B  der  Schnittpunkt  0,  der  Stabe  3  4  nnd  56  als  Dreh- 
punkt anzunehmen.  Dann  ergeben  sich  zwei  lineare  Gleichungen  für 
die  beiden  anbekannten  Spannungen  in  1 4  and  2  5,  aas  denen  sieb 
dieselben  bestimmen  lassen. 

Diese  Methode  der  imaginären  Gelenke  ^t  sich  auch  rein 
graphisch  durchführen,  und  zwar  hefert  die  einfache  Aufgabe,  für 
drei  gegebene  und  im  Gleichgewicht  stehende  Kräfte  ein  Seilpoljgon 
KU  zeichnen,  dessen  Seiten  durch  yorgeschriebeoe  Punkte  gehen,  eine 
solche  Lösung. 

Durch  die  beiden  ausgeführten  Schnitte  zerfällt  das  Fachwerk  in 
drei  vollständig  getrennte  Teile.  Es  seien  nun  die  Kräfte^  die  «nf 
die  Eoot«npunkte  eines  jeden  Teiles  wirken,  zusammengesetzt  Dann 
ergeben   sich   drei  im  Gleichgewicht  stehende  Klüfte  it^,  .R,,  J^.     Id 

1)  Schweiz.  Banz.  9  (ISST),  p.  12!.  Die  Beneimniig  maginäre  Gelenke  itt 
TOn  A.  Föppl  eingefahrt:  Theorie  des  Fachwerke»,  Leipiig  (1880),  p.  U. 
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Pig.  221  würde  it,  die  Resultante  der  auf  die  Knotenpnnkte  l  und  2 
■wirkenden  Kräfte  P^  und  P,  sein,  B,  die  R«8ultante  der  KiSfte  P^ 
und  Pj  und  ü,  die  Resultante  der  Krafte  P,  und  P,.    Es  sei  nun 
für  diese   drei    Kräfte  ein 
nattu^emäB   geschlossenes 
Seilpolygon  c,,  c,,  Cj  ge- 
zeichnet, und  zwar  so,  daß 
die  die  beiden  Kräfte  Ji,     ftv"'' 
und  J^  rerbindende  Seite  "v^ 

<^c,  durch  Oj  geht,  ebenso 
die  Seite  t^c,  durch  0, 
und  die  Seite  c^c^  durch 
0,  (siehe  Pig.  221).  Sind 
dann  die  in    den    Seiten  "   ^^j 

dieses  Seüpolygones  sich 

ergebenden  Spannungen  gefunden,  so  wird  die  Spannung  der  Seite 
CjCf  durch  Zerlegung  die  Spannungen  in  den  beiden  Seiten  2  3 
und  1 6  des  Fachwerkes  bestimmen  usw. 

Die  graphische  AusfUbmng  der  Methode  der  im^^ären  Gelenke 
ist  sogar  recht  bequem  und  liefert  durch  die  nämliche  Konstruktion 
gleich  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  sechs  Stäben,  die  von  den 
beiden  Schnitten  getroffen  werden. 

Methode  der  Kräfte^lygone. 

Da  in  jedem  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  Gleichgewicht  zwischen 
der  äußeren  Kraft  und  den  auf  diesen  Knotenpunkt  wirkenden  6e- 
lenkdrQcken  vorhanden  ist,  so  wird  das  aus  der  äußeren  Kraft  und 
den  Oelenkdrücken  für  jeden  Knotenpunkt  gezeichnete  Eräftepolygon 
ein  geschlossenes  sein.  Die  Polygonalmelhode  besteht  nun  darin,  daß 
fOr  jeden  Knotenpunkt  für  sich  das  betreffende  Kräftepolygon  ge- 
zeichnet wird.  Sind  alle  diese  Kräftepolygone  gefunden,  so  bestimmen 
die  Seiten  desselben  die  einzelnen  Gelenkdrücke,  bzw.  die  Spannungen 
in  den  einzelnen  Stäben  des  Fachwerkes.  Es  ist  hierbei  von  vorn- 
herein klar,  daß  jede  Spannung  in  zwei  Kräftepolygonen  vorkommt, 
nämlich  in  den  beiden  Ki^ftepolygonen,  die  für  die  beiden  Knoten- 
punkte des  betreffenden  Stabes  gezeichnet  sind. 

Von  dem  Kräftepolygone,  das  zu  irgendeinem  Knotenpunkt  ge- 
hört, ist  zonächst  eine  Seite  durch  die  äußere  Kraft  gegeben,  von 
den  anderen  Seiten,  in  denen  die  Gelenkdrticke  liegen,  sind  dagegen 
nur  die  Richtungen  bekannt.     Soll  sich  das  Kräftepolygon   zeichnen 
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lassfn  und  die  6)öleiikdrlicke  eindentig  beatimmeti,  bo  dürfen  nnr  zwei 
der  Oelenkdrflcke  nnbekannt  sein.  Das  Eräftepol^gon  kann  daher  tSi 
i^endeiaen  Knotenpunkt  nnr  gezeichnet  werden,  wenn  in  dem  be- 
treffenden Knotenpnnkt  fiberhanpt  nur  zwei  Stäbe  zUBammenkomineii, 
oder  wenn  die  Spannangen  in  den  in  dem  Knotenpunkt  zueammen- 
treffenden  St&ben  mit  Ansnshme  deijeoigen  Ton  zwei  St&hen  schon 
bekannt  sind,  so  daß  es  sich  nnr  am  die  Bestinunang  zweier  un- 
bekannten Gelenkdrücke  handelt.    Soll  demgemSB   die  Methode  der 


Eräftepolygone  auf  ein  vorliegendes  Fachwerk  anwendbar  sein,  so 
müssen  sich  die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  so  anordnen  lassen, 
daß,  wenn  dieser  Anordnung  entsprechend  die  Kräftepolygone  gs- 
zeichnet  werden,  es  sich  jedesmal  um  ein  Polygon  handelt,  bei  welchem 
sämtliche  Gelenkdrficke  mit  Ausnahme  Ton  zweien  schon  infolge  der 
Torher  gezeichneten  Polygone  bekannt  sind. 

In  Fig.  223  sind  nach  der  Polygonalmethode  die  Spannungen  in 
einem  symmetrisch  gebauten   und  symmetrisch  belastet«!  Daehatnlil 
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bestimmt     Die  auf  die  drei  Knotenpaiikte  2,  3,  4  wirkenden  Ertfte 
Pf,  P,,  P^  sind  gleich  groß  angenommen: 

Bo  daß  die  beiden  nach  anfwlrts  gerichteten  Kräfte  P|  und  P5  werden: 

Da  in  den  sjmmetriBcb  gegenüberli^^nden  Stäben  dieselben 
Spannungen  Torhauden  sind,  so  ergeben  sich  die  Spannungen  in  den 
Bämtlicheu  St&ben  des  Facbwerkes  aus  den  fOr  die  Enotenpimktb  1, 
2,  6  gezeicbneten  EJäftepolygonen.  Diese  Knotenpunkte  sind  in  der 
Reihenfolge  1,  2,  6  angeordnet  und  demgemäß  die  drei  sieb  ergeben- 
den Kräftepolygone  gezeichnet. 

Von  dem  Kräftepolygone  1)  fEir  den  Punkt  1  ist  eine  Seite  durch 
die  Kraft  Pj  gegeben.  Da  in  dem  Punkte  1  nnr  zwei  Sföbe  za- 
Bsrnmeotreffen,  so  kann  das  Polygon  vervollständigt  werden  durch 
zwei  Seiten,  die  parallel  den  Stäben  1  2  und  1  6  zu  ziehen  sind.  Dar- 
mit  sind  die  Spannungen  a  und  h  gefunden.  Von  dem  Kräfte- 
poIygone  2)  fdr  den  Punkt  3  sind  zwei  Seiten  bekannt,  da  außer 
der  auf  2  wirkenden  Kraft  P,  auch  der  in  1  2  liegende  und  auf  2 
wirkende  Gelenkdruek  g^ben  ist  Da  so  nur  zwei  unbekannte  Ge- 
lenkdrücke  vorhanden  sind,  kann  das  Polygon  2)  vervoUständigt  und 
Bo  die  Spannungen  c  und  d  gefunden  werden.  In  dem  Punkte  6 
kommen  vier  Stäbe  zusammeiL  Die  Spannungen  in  zweien  derselben 
sind  durch  die  Polygone  1)  und  2)  bekannt,  das  Polygon  6)  für  den 
Punkt  6  läßt  sich  somit  vervollständigen,  wodurch  die  Spannungen'  e 
und  f  bestimmt  sind. 

In  dem  Fachwerk  sind  sodann  sämtliche  Stäbe,  in  denen  sich 
Druck  ergeben  hat,  wie  dieses  üblich  ist,  durch  eine  zweite  parallele 
schwächere  Linie  hervorgehoben. 

Die  Methode  der  Kräftepolygone  kann  auf  alle  Dteiecks&chwerke 
angewandt  werden,  da  bei  denselben  sich  die  Knotenpunkte  in  der 
TOt^escbri ebenen  Weise  anordnen  lassen.  Die  Methode  gebt  jedoch 
Qber  die  Dreiecksfachwerke  hinaus,  sie  ist  anwendbar  auf  alle  Fälle, 
welche  aus  einem  Dreieck  durch  wiederholtes  Hinzufügen  von  weiteren 
Knotenpunkten,  von  denen  jeder  durch  zwei  Stäbe  festgelegt  ist,  sich 
herstellen  lassen.  Bei  dem  Zeichnen  der  Kiäftepolygone  ist  mit 
dem  zuletzt  hinzugekommenen  Knotenpunkt  zu  beginnen,  dann  zum 
vorletzten  überzugehen  usw.,  so  daß  sich  stets  Polygone  ergeben, 
Ton  denen  sämthohe  Seiten  mit  Ausnahme  von  zweien  von  vornherein 
bekannt  sind. 
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§  82.    Sohnittmeüiod«  und  Polygonalnwäkode.   TortBetsaaig. 
Beispiele. 

Vom  analytischen  Standpunkte  aus  liefert  die  Schnittmethode 
fOr  den  Fall  ihrer  Anwendbarkeit  ein  Mittel,  um  ans  den  linearsn 
Gleichungen  (2)  dea  §  79  sämtliche  Spannungen  mit  Ausnahme  tod 
dreien  ca  eliminieren,  und  so  drei  lineare  Oleichnngen  herznsteUen 
mit  drei  Unbekannten,  bzw.  drei  Oleichuimfen,  von  denen  jede  nor 
eine  Unbekannte  enthält.  Bei  der  Foljgonalmethode  dagegen  werden 
die  Gleichungen  zu  je  zweien  so  gmppiert,  daß  sich  ihre  Auflösung 
durch  wiederholtes  Auflösen  von  je  zwei  linearen  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten  bewerkstelligen  läßt. 

Da  sich  die  beiden  entwickelten  Methoden,  die  Schnittmethode 
und  die  Poljgonalmethode,  in  ihren  Yoransaetzungen  nicht  decken, 
so  lassen  sich  auf  manche  Fachwerke  beide  Methoden  anwenden, 
wlhrend  bei  anderen  Fachwerken  die  eine  oder  die  andere  derselben 
im  Stich  läßt.  Außerdem  wird  ea  Fachwerke  geben,  bei  denen  so- 
wohl die  Schnittmethode  wie  die  Polygonalmethode  versagt  Lassen 
sich  beide  Methoden  anwenden,  so  wird  man  vielfach,  wenn  die  Span- 
nungen durch  die  im  allgemeinen  bequemere  Palygonalmethode  gra- 
phisch gefunden  sind,  durch  die  Schnittmethode  wenigstens  für  einige 
Schnitte  die  erhaltenen  Resultate  kontrollieren.  Eine  solche  Kontrolle 
ist  um  80  wünschenswerter,  als  ein  einmal  bei  der  Polygonalmethode 
gemachter  Zeichenfehlei',  da  die  gefundenen  Spannungen  benutzt 
werden,  um  die  weiteren  Polygone  zu  zeichnen,  sich  durch  die  Zeich- 
nung hin  durchschleppt  and  so  unter  Umständen  bei  allen  später  ge- 
zeichneten Polygonen  falsche  bzw.  ungenaue  Resultate  herromift 
Häufig  wird  man  bei  einem  Teil  der  Spannungen  die  eine  Methode 
und  bei  einem  anderen  Teil  der  Spannungen  desselben  Fachwerkei 
die  andere  Methode  beTorzugen.  Viel&tch  kommt  man  auch  durch 
besondere  einfache  Überlegungen  zum  Ziele.  Es  sollen  hieran  einige 
Beispiele  gegeben  werden. 

Die  Fachwerke  Fig.  233  und  Fig.  224  sind  Dreiecksfachwerke, 
und  zwar  sind  sie  abgesehen  von  der  Ändenmg,  die  sich  aus  der 
Forderong  der  Symmetrie  ergibt,  nach  dem  Schema  Fig.  215  he^ 
gestellt.  In  beiden  Fachwerkeu  lassen  sich  die  Spannungen  sowohl 
durch  die  Schnittmethode  wie  durch  die  Polygonalmethode  finden. 
In  Fig.  223  kann  von  vornherein  erkaimt  werden,  daß  die  Spu- 
nungen  a  Druckspannungen  von  der  Größe 
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sein   mOsaen,   während   im   Fachwerk   Fig.  224   die  Spannung  b   eine 
Zugspannong  ist  von  der  Ch-öße: 

b~P. 
Wenn    Sberhanpt   in   einem  Knotenponkt   nar   drei   Stabe  g^,  g^,  fff 
zosammeDtreffen,  von  denen  zwei,  z.  B.  g^  und  g^,  in  dieselbe  Gerade 


fallen,  so  folgt  ans  dem  für  diesen  Knotenpunkt  gezelcliueten  Erafte- 
polygon  sofort  die  Spannung  in  g^,  sowie  die  Differenz  der  Spau- 
nongen  in  ^^  und  g^ 

Das  Fachverk  Fig.  225  ist  kein  Dreiecks&cliwerk.    Die  Span- 
nungen können  sämtlicli  durch  die  SclmittmeUiode  bestimmt  werden, 
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da  ja  diu  Bestimmniig  <ier  Spanniing  ia  dem  Stabe  5  12  Tenuittels 
dea  Schnittes  A  . . .  A  erfo^en  kaim. 

Wenn  d^egen  die  Poljgoaolmetbode  verwandt  werden  soll,  so 
wQrde  es  leicht  sein,  dife  ~olygone  fOr  die  Punkte  1,  2,  3  und  daon 
die  Polygone  16,  14,  13  in  dieser  Reihenfolge  za  zeichne.  Dann 
aber  läßt  die  PolygonalmeÜiode  im  Stich.  Wird  dag^en  zunäclitt 
dnrch  den  Schnitt  A. . .  A  die  Spannung  in  dem  Stabe  5  1 3  be- 
stimmt, so  können  amtliche  anderen  Spannungen  des  Fachwerkes 
durch  die  Polygonolmethode  gefunden  werden. 

Das  Fachwerk  Fig.  226  hat  dieselbe  Struktur  wie  das  Fodiwedc 
Fig.  225,  nur  haben  die  Knotenpunkte  spezielle  Li^en  erhalten.  Bei 
Berttcksichtigung  derselben  können  sämtliche  Spannungen  dnrch  die 
Polygonalmethode  gefunden  werden.    Wird  nämlich  beachtet,  daß  die 

b^den  Stabe  46  und 
6  8  in  dieselbe  Ge- 
rade fallen,  so  folgt 
durch  den  Knoten- 
punkt 6  die  Span- 
nung in  dem  Stabe 

6  7.1m  Knotenpunkte 

7  kommen  vier  Stäbe 
zusammen.  Da  aber 
zwei     derselben    in 

die  lümliche  Gerade 

fallen,  nämlich  5  7  nnd  7  8,  und  die  Spannung  des  dritten  Stabes 
6  7  schon  bekannt  ist,  so  folgt  durch  diesen  Knotenpimkt  7  die 
Spannung  in  dem  vierten  Stab  47  Nachdem  so  die  SpannuDg  in  dem 
Stabe  4  7  gefunden  ist,  lassen  sich  leicht  sämtliche  Polygone  zeichnoL 
Das  Fachwerk  Fig.2*27 
istkeinDreiecks&chwerk') 
Bei  demselben  scheint  die 
Schnittmethode  wie  diePo- 
lygonalmethode  zu  ver- 
Bogen.  Wird  aber  berfick- 
sichtig^  dafi  in  den  Kao- 
tenpnnkten  2,3,...  8  je 


g        3        4        g        ff        7        g 


Flg.  SIT. 

drei  Stäbe   zusammentreffeu 


von   denen  stets  zwei  in  derselben  G«- 


raden   liegen,  so  folgen   daraas  sofort  die  sämtlichen  Spannungen  in 


1)  Dieses  Fachveik  ut  den  Arbeiten  von  Ch.  Saviotti  entnomnui. 
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den  Tertik&len  Stäben  22",  SS',  .  . .  8  8'.  NBchdem  diesdben  gefimden 
sind,  laBsen  sich  die  flbrigen  SpannTmgea  durch  die  Polygotudmethode 
erhalten. 

Das  Fachwerk  Fig.  228  ist  aus  Fig.  227  lediglich  durch  eine 
Änderung  der  Li^  der  oberen  Knotenpunkte  entstanden.    Die  Stäbe 


Fig.  1». 


13,  23,  ...  89  liegen  nicht  mehr  in  einer  Geraden.  InfolgedeBsen 
Tersagt  soirohl  die  Potygonalttiethode  wie  die  Schnittmethode. 

Das  Fachwerk  Fig.  329  ist  ein  spezieller  Fall  des  Fachwerkes 
F^.  221,  bei  welchem  die  Spannungen  durch  die  Methode  der  ima- 
giiw'en  Gelenke  ermittelt  sind.  Infolge  daron,  daß  die  Stäbe  1 6 
und  65  in  derselben  Geraden  liegen,  ^ßt  sich  die  Spannung  in  dem 
Stabe  3  6  angeben.  Darauf  ergeben  sich  alle  anderen  Spannungen 
sowohl  durch  die  Polygonal-  wie  durch  die  Schnittmethode.  Es  ist 
daher  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  Fachwerk  Fig.  239 
die  „Methode  der  imaginären  Gelenke"  nicht  erforderlich. 

Auf  das  Fachwerk  Fig.  230  kann  die  Poljgonalmethode  nicht  an- 
gewandt werden.  Dagegen  fährt  die  Schnittmethode  zum  Ziele,  wenn 
der  kreisförmige  Schnitt  A  . .  .  A  gezc^n  wird.  Durch  denselben 
ergeben  sich  die  Spannungen  in  den  Släben  14,  25,  36.  Ein  solcher 
Schnitt  ist  gestattet,  da  die  Bedii^ung,  daß  das  Fachwerk  durch  den 
Schnitt  in  zwei  getrennte  Teile  zerföllt,  erfOUt  ist. 

In  dem  Fachwerk  Fig.  231  ist  ein  Schnitt  A..  .A  gelegt,  der 
nur  die  drei  Stäbe  14,  2^5,  3  6  tridt,  so  daß  das  Fachwerk  in  die 
beiden  Dreiecke  123  und  456  zerfällt  Durch  diesen  Schnitt  er- 
geben sich  die  Spannungen  in  den  drei  Stäben  14,  35,  3  6,  und  da- 
mit die  Qbrigen  Spannungen. 

Die  beiden  Fachwerke  Fig.  230  und  Fig.  231  haben  dieselbe 
Struktur  wie  das  Fachwerk  Fig.  330,  sie  bestehen   ans  zwei  Drei- 
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ecken,  die  durch  drei  Stäbe  miteinander  rerbunden  sind,  nur  daß  die 
beiden  Dreiecke  eine  Tersduedeoe  gegenseitige  Li^e  besitzen. 


Ea  ergibt  sich  aus  diesen  Beispielen,  wie  wicbtig  die  Unter- 
BucbaDg  der  Struktur  des  Facbwerkes  fQr  die  Spannongsbestimmung 
ist.  Die  Struktur  des  Fachwerkes  muß  die  Methoden  für  die  Span- 
matgsbestimmung  liefern. 

g  83.    Haxwelleohe  Faohwerke. 

Werden  nach  der  Polygonslmetbode  für  irgend  ein  TorliegendcB 
Fachwerk  die  Spannungen  bestimmt,  so  wird  die  Spannung  eines 
jeden  Stabes  stets  in  zwei  Polygonen  Torkommen,  nämlich  in  den 
beiden  Polygonen,  die  für  die  Knotenpunkte  des  betreffenden  Stabes 
gezeichnet  sind.  Es  ist  daher  jede  durch  irgend  ein  Polygon  ge- 
fundene Sp&nnnng  nochmals  aufzutragen,  wenn  es  sich  später  um 
das  für  den  zweiten  Knotenpunkt  des  betreffenden  Stabes  za  kon- 
struierende Polygon  handelt.  Da  ein  solches  Verfahren  immerhin  um- 
ständlich ist,  so  stellten  eich  Clerk  Maxwell  und  FL  Jenkin  die 
Aufgabe,  ffir  gegebene  Fachwerke  ErSftepläne  zu  entwerfen,  die  auf 
der  Folygonalmethode  beruhen,  und  in  denen  die  Spannung  iif;end 
eines  Stabes  nur  einmal  vorkommt.  Von  M.  Taylor  and  FL  Jenkin 
wurde  die  gestellte  Aufgabe  fQr  eine  ganze  Reihe  von  Fachwerken 
gelöst,  indem  die  einzelnen  durch  die  Polygonalmethode  gefundenen 
Polygone  zu  einer  einzigen  Figur  zusammengel^t  wurden,  in  der  die 
Spannung  eines  jeden  Stabes  nur  einmal  enthalten  ist.') 

In  der  Tat  lassen  sich  in  Fig.  232  a  die  für  die  Knotenpunkte 
gezeichneten  Polygone  (es   sind  hier  nur  die  Polygone  fOr  die  drei 


1)  Edinb.  Ro;.  Soc.  Troni.  SG  (1869)  p.  441. 
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Knoteopimkte  0,  I,  2  gezeichnet,  da  Symmetrie  yorhaadea  ist)  za  der 
einen  Figur  232b  vereinigen,  in  der  jede  Spannang  nar  einmal  Tor- 
kommt.     Ebenso   lassen  sich  bei  dem    Facbwerk  Fig.  222  die  dort 


dnrcb  die  Poljgonalmetbode  gefundenen  Polygone  zu  der  Fig.  233 
vereinigen,  in  der  ebenfalls  jede  Stabspannung  nur  einmal  enthalten  ist; 

In  anderer  Weise  worden  derartige 
Kräftepläne  von 
Clerk  Maxwell 
gefunden,')  Auf 
Grand  der  im  5. 
Kapitel  entwickel- 
ten „allgemeinen 
Theorie  der  rezi- 
proken Figuren 
der  graphischen 
Statik"  suchte 
Maxwell  für  ge- 
gebene Fach  werke 

die  Kräftepläne  in  der  Weise  herzusteUen,  daß  die  Fachwerke  und 
Kriftepläne  als  reziproke  Figuren  betrachtet  werden  können,  somit 
die  Projektionen  ron  zwei  Polyedern  sind,  die  in  bezug  auf  ein 
Nullsystem  oder  ein  Polarsystem  reziprok  sind.    Fachwerke,  für  welche 


1)  Siehe  Note  1  Seite  1 
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sich  in  dieser  Art  Kräftep^n«  zeidiDen  laasen,  sollen  als  Maxwäistht 
Fachwerke  and  deren  die  Spanuangea  liefernde  Kräfiepläne  als  DiVi- 
gramme  bezeichnet  werden. 

In  §  33  ist  gezeigt  worden,  daß  bei  zwei  reziproken  Polyedern 
die  Projektion  des  einen  Polyeders  als  das  System,  der  Wirknngs- 
linien  eines  Ol^chgewichtaBystems,  die  Projektion  des  anderen  Poly- 
eders als  der  zugehörige  Kräfteplan  aufgefaßt  werden  kann. 

Da  an  jedem  Knotenpunkte  des  Faehwerkes  Gleichgewicht  vor- 
handen ist  zwischen  der  äufieren  Eraft  and  den  Gelenkdrficken,  so 
ist  znr  Fachwerksfigur  noch  das  System  der  Wirtnmgslinien  der  in 
den  Knotenpunkten  angreifenden  äoBeren  Ki^fte  hinzozufflgen,  damit 
sich  die  gesamten  Wirkrmgslinien  eines  Qleichgewichtssystemes  ergeben. 
Da  aber  in  einer  solchen  Wirknngslinie  einer  äußeren  Kraft  alsdann 
nur  ein  einziger  Eckpunkt  liegen  wfirde,  so  könnte  die  Fachwerks- 
figur in  dieser  Weise  noch  nicht  die  Projektion  eines  geschlossenen 
Polyeders  liefern.  Um  Tielmehr  das  Bild  eines  geschlossenen  Polyeders 
zo  erhalten,  ist  in  die  Wirkungslinien  der  äußeren  Kräfte  noch  das 
geschlossene  Seilpolygon  einzuspannen.  Das  Oleichgewichtssyatem  be- 
steht dann: 

1.  ans  den  Kräften,  die  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  des 
Packwerkes  wirken,  nämlich  die  äußere  Kraft  nnd  die  GelenkdrQck^ 

2.  aus  den  Kräften,  die  in  Eckpunkten  des  Seilpolygone«  an- 
greifen. Als  diese  Kräfte  sind  hierbei  in  einem  Eckpunkte  A  des 
Seilpolygones,  durch  den  die  Wirkungslinie  der  auf  einen  Knoten- 
punkt des  Fachwerkes  wirkenden  Kraft  P  geht,  anzunehmen:  einerseits 
die  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  ~~  P  und  andero- 
seits  die  beiden  Kräfte,  die  in  den  in  Ä  zusammentreffenden  Seiten 
des  Seilpolygones  liegen  und  der  Kraft  —  P  das  Gleichgewicht  halten. 

In  jeder  Linie  der  so  durch  das  Fadiwerk,  die  Wirkungslinien 
der  äußeren  Kräfte  und  das  eingespannte  Seilpolygon  gebildeten  Figur 
ergeben  sich  in  der  angegebenen  Weise  stets  zwei  Ktäße,  die  die- 
selbe Größe  aber  ent^gengesetzte  Richtung  haben  nnd  so  in  ihrer 
Gesamtheit  ein  Gleichgewichtssystem  bilden. 

Um  das  Polyeder  zu  erhalten,  das  sich  'in  das  Fachwerk,  das 
System  der  Wirkungslinien  der  äußeren  Kräfte  nnd  dos  eingespannte 
Seilpolygon  projiziert^  sei  zunächst^  wie  dieses  in  §  14  geschehen  ist 
das  it-Flach  bestimmt,  dessen  Kauten  sidi  in  die  Wirkungslinien  der 
äußeren  Kräfte  projizieren,  und  bei  dem  die  Projektion  eines  Schnittes 
durch  eise' Ebene  E  das  zugehdrende  Seilpolygon  liefert  Das  ge- 
suchte Polyeder  wird  jedenfaUs  durch  dieses  i-Flach  und  dnieh  die 
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Ebene  E  b^reazt  sein,  um  die  weitereD  Eckpunkte  und  Seiten- 
flächen dieses  Polyeders  zn  erkalten,  sind  dann  auf  den  Kanten  des 
^-Flaches  diejemgen  Punkte  zu  bwtimmen,  die  sich  in  die  Knoten- 
punkte des  Fachwerkes  projizieren,  und  diese  Funkte  sind  durck 
Gerade,  wie  die  Enotenptuikte  des  F&chwerkes  durch  Stäbe  zu  Tar- 
binden. Diese  leteteren  Qeraden,  die  sich  in  die  Stöbe  des  Fach> 
Werkes  projizieren,  würden  die  weiteren  Kanten  des  Polyeders  liefern, 
Toransgesetzt,  daß  sich  Oberhaupt  ein  solches  Polyeder  finden  ISBL 

Das  reziproke  Polyeder,  dessen  Projektion  den  zum  Fachwerk 
gehörenden  Kräfteplan  (Diagramm)  liefert,  kann  erhalten  werden,  in- 
dem nach  Annahme  irgend  eines  NuUsystemes,  dessen  Achse  senk- 
recht zur  Fachwerksebene  ist,  zn  jedem  Eckpunkt  des  gefundenen 
Polyeders  als  Nullpunkt  die  zugehörende  NuIIebsne  bestimmt  wird, 
bzw.  zu  jeder  Kaute  des  gefundenen  Polyeders  die  in  bezug  auf  das 
Nallsystem  konjugierte  Gerade.  Da  jedem  Eckpunkt  des  einen  Poly- 
eders eine  Fläche  des  anderen  entspricht,  so  werden  denjenigen 
Kanten  des  ersten  Polyeders,  die  in  einem  Eckpunkt  B  zusammen- 
treffen, in  dem  zweiten  Polyeder  Kanten  entsprechen,  welche  die 
Seitenhöhe  der  dem  Punkte  B  entsprechenden  Flache  begrenzen. 
Jedem  Eckpunkte  B  des  ersten  Polyeders  entspricht  daher  ein  ge- 
schlossenes ebenes  Polygon  des  zweiten  Polyeders,  das  sich  daher  in 
der  Fachwerksebene  abermals  in  ein  geschlossenes  Polygon  projiziert. 
Andererseits  wird  jeder  Fläche  des  ersten  Polyeders  ein  Ec^unkt  des 
zweiten  entsprechen. 

Wie  es  notwendig  war,  zum  Fachwerk  noch  das  System  der 
Wirknogalinien  der  äußeren  Kräfte  und  das  eingespannte  Seilpolygon 
hinzuznfiigen ,  so  ist  es  ans  dem  gleichen  Grunde  erforderlich,  den 
Kräfteplau  durch  das  geschlossene  Kräftepolygon  der  äußeren  Kräfte 
und  durch  den  Pol  desselben  nebst  den  Polstrahlen  zu  rerrollstän- 
digen.  J)er  Pol  des  Kräftepolygones  ist  hierbei  die  Projektion  des- 
jenigen Eckpunktes  des  zweiten  Polyeders,  der  der  Ebene  E  des  ersten 
Polyeders  entspricht. 

Ist  es  in  dieser  Weise  gelungen,  die  beiden  Polyeder  zn  erhalten, 
HO  wird  die  Projektion  des  zweiten  Polyeders  in  der  Fachwerksebene 
das  gesuchte  Dii^ramm  ergeben.  Ubrigetis  haben  diese  beiden  Poly- 
eder nur  eine  theoretische  Bedeutung.  Da  es  nämlich  lediglich  auf  die 
Herstellung  des  Diagrammes  ankommt,  so  kann  von  der  Konstruktion 
der  Polyeder  abgesehen  werden.  Es  gentigt,  sich  eine  Vorstellung 
Ton  den  Eigenschaften  der  Polyeder  zu  verschaffen,  um  durch  die- 
selben die  Regeln  fUr  die  Konstntktion  des  Di^rammes  zu  erhalten. 
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Es  sei  zunächst  der  Fall  eines  ein  Dreieck  bildendeo  Fachwerkes 
behandelt  (Fig.  234a).  Die  drei  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  seien 
mit  a,,  Qj,  dg  bezeichnet  Die  drei  Wirkungslinien  der  in  den  Kno- 
tenpunkten angreifenden  Kräfte  P,,  P^,  P,  werden  sich  infolge  des 
Gleichgewichtes  in  einem  Pnnkte  0  schneiden.  Das  eingespannte  Seil- 
poljgon  sei  (,,  bj,  &,,  so  daß  a,6,,  d,^,  a,&,  die  Wirkungslinien  der 
drei  Kräfte  sind.  Da  die  beiden  Dreiecke  a^Oja,  und  &,&|b,  sich  in 
peispektivischer  Li^e  befinden,  so  werden  die  drei  Seitenpaare  ffiSj 
nnd  b^bj,  ataJ^  und  h^bj,  a^a,  nnd  b^b^  sich  in  Funkten  einer  ge- 
raden Linie  schneiden. 

Der  Fachwerisplan ,  d.  h.  das  Facbwerk  nebst  den  Wirkungs- 
linien der  äußeren  Kiüite  und  dem  eingespannten  Seilpolygon,  besteht 
aus  den  beiden  Dreiecken  fliOsTg,  b^b^bg  und  den  drei  Verbindungs- 
linien a,&,,  (ij&,,  Ogb,  der  Eckpankte.  Dieser  Fachwerksplan  (Fig.  234a) 
ist  die  Projektion  einer  dreiseitigen  abgestumpften  Pyramide  und  zwar 


Ftg.  IMn.  Flg.  tu  b. 

ist  der  Schnittpunkt  0  der  drei  Wirkungslinien  der  Kräfte  die  Pro- 
jektion der  Spitze  der  Pyramide. 

Fig.  234b  ist  das  zugehörende  Diagramm.    0,  1,  2,  0  ist  dos  ge- 
schlossene Kräftepolygon  der  drei  Kräfte  P,,  P,,  P,,  wobei 

ÖT|a,6,,  T2^a,b^,  20  ||  «»6,. 
C  ist  der  Fol  des  Krüftepolygones,  so  daß 

CO||6,6„  Cl  ||6,6„  C2||i,6,. 

ii.yCoog[e 
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Die  drei  Linien  DO,  Dl,  D3,  wobei 

DO  g  OjOi,  Dl  II  o,fl„  D2  B  OfO^, 
bestimmen  die  Spannnn^en  in  den  drei  Seiten  0,0,,  0,0^,  OjO,  des 
Facbwerkes.  F^.  234b  ist  die  Projektion  eines  Polyeders  TOn  fHnf 
Eckpunkten  and  sechs  Seiten,  wie  ein  solclies  sich  ergibt,  wenn  zwei 
Tetraeder  mit  einer  gemeinsamen  Seitenfiäche  zusammengelegt  werden. 
£in  solcber  Körper  ergibt  sieb  tatsächlich  als  reziprokes  Gebilde  der 
al^stnmpften  dreiseitigen  Pyramide. 

Werden  in  den  beiden  Figuren  diejenigen  Punkte  und  Flächen 
einaBcter  zugeordnet,  die  sich  als  Projektionen  der  entsprechenden 
Punkte  und  F^hen  der  beiden  Polyeder  ergeben,  so  kann  dem  Eck- 
punkte o^  Ton  Fig.  234  a  in  der  anderen  Figur  die  Dreieckafläcbe 
0 1 D  zugeordnet  werden  usw. 

FQr  die  besonders  häufig  vorkommenden  Fachwerke,  die  in  der 
Form  Fig.  215  enthalten  sind,  lassen  sich  leicht  durch  Untersnchnng 
der  Polyeder,  welche  sich  in  den  Fachwerksplan  ond  in  den  Kräfte- 
plan  projizieren,  allgemeine  Regeln  tJir  die  Eonstmktion  des  Dia- 
grammes  herleiten. 

Es  sei  ^r  das  Fachwerk  Fig.  215  das  Seilpolygon  der  äußeren 
Kräfte  gezeichnet  und  zwar  seien  hierbei  die  WirkungsUnien  der 
Kräfte  in  der  Bei- 
henfo^e  verwandt, 
wie  die  Knoten- 
punkte des  Fach- 
irerkes  bei  Umge- 
hung des  Randes 
aufeinander  folgen. 
Der  so  erhaltene 
Fachwerksplan  F^. 
235  besteht  aus  dem 
eigentlichen  Fach- 
werke, dessen  Kno- 
tenpunkte sind  1,  2, 
3 dem  Seilpo-  "* 

,   '  '  ^  Tis.  Ub. 

lygon  Ol,  aj,%... 

der  äußeren  Kräfte  und  den  WirkungsUnien  lai,  2  a, ..  derselben. 
Die  Numerierung  der  Knotenpunkte  ist  hierbei  im  Sinne  des  Zuges 
der  Di^onalen  vorgenommen,  so  daß  in  der  durch  die  Xumerierung 
der  Knotenpunkte  bestimmten  Reihenfolge  die  Konstruktion  der  ein- 
zelnen Kräßepolygoue  zu  erfolgen  hat 

"*DKjlz.d.yCOOg[e 
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Ds8  Polyeder,  als  deesen  Projektion  der  Fachwerkaplao  angesehen 
werden  kaan,  läßt  sich  leicht  in  der  oben  ang^ebenec  Weise  her- 
leiten.   Dasselbe  wird  bestehen: 

1.  ans  der  Ebene  E,  die  sich  in  die  Fläche  des  Seilpolygona  a,iija| .  - . 
projiziert, 

2.  ans  den  Ebenen  des  «-Flaches,  deren  Projektionen  die  Vier- 
ecke <Ti  1  3  a„  0,  2  4  a^, . . .  sind,  die  durch  je  zwei  anfeinanderfolgende 
Wirkungslinien  der  äußeren  Eräfte,  durch  die  diese  verbindende  Seite 
des  Seilpolygones  nnd  durch  einen  Fachwerksstab  begrenzt  sind, 

3.  auB  den  Übrigen  Seiten,  die  sich  in  die  aofeinanderfolgenden 
Fächer  des  Fachwerkes  projizieren. 

Jeder  dieser  Seitenflächen  F  des  Polyeders  entspricht  in  dem  nach 
Annahme  eines  Knllsystems  hergeleiteten  reziproken  Polyeder  ein 
Punkt  F  und  somit  auch  ein  Punkt  F'  in  der  Projektion  des  rezi- 
proken Polyeders,  dem  gesuchten  Diagramm.  Den  diese  Seitenfläche  F 
b^p-enzendeu  Kanten  des  Polyeders  werden  in  dem  reziproken  Poly- 
eder diejenigen  Kanten  entsprechen,  die  in  dem  Punkte  F  zosammen- 
kommen,  somit  in  dem  Dif^ramm  eine  Reihe  von  Geraden,  die  tod 
dem  Punkte  F"  ausgehen.  Umgekehrt  wird  jedem  Eckpunkt  A  des  ^ch 
in  den  Fachwerksplau  projizierenden  Polyeders  eine  Seitenfläche  A 
des  reziproken  Polyeders  und  damit  die  Fläche  eines  geschlossenen 
Polygones  im  Diagramm  entsprechen.  Insbesondere  wird  jeder  durch 
einen  Punkt  A  des  Fachwerksplanes  gebenden  Geraden  eine  Gerade  des 
Diagrammes  entsprechen,  welche  die  dem  Punkte  A  entsprechende 
Polygonääche  A  begrenzt.  Hierbei  sind  je  zwei  derartige  entsprechen- 
de Gerade  des  Fachwerksplanes  and  des  Diagrammes  parallel,  wenn 
die  Reziprozität  der  beiden  Polyeder  dnrch  ein  Xullsystem  erzielt 
ist,  dessen  Achse  senkrecht  zur  Fachwerksebene  int.  Ist  iji  dieser  Weise 
das  Di^ramm  hergestellt,  so  wird  fOr  jeden  Eckpunkt  A  des  Fach- 
werksplanes das  entsprechende  geschlossene  Polygon  des  Diagrammes  du 
geschlossene  Kräftepolygon  liefern  fQr  die  in  dem  Punkte  A  angreif<Ni- 
den  und  im  Gleichgewicht  stehenden  Kräfte.  Um  daher  fQr  ein  ge- 
gebenes Fachwerk  von  der  Form  Fig.  235  den  Kiäfteplan  zu  erhalteo. 
ist  es  erforderlich,  es  so  einzurichten,  daß  diejenigen  Geraden,  die  im 
Diagramm  den  Strecken  1  Oj,  2  a,,  . . .  des  Fachwerksplanes  eutspreehen, 
die  durch  das  Gleichgewichtssyetem  der  SuBeren  Eräfte  gegebenai 
Größen  und  Richtungen  erhalten. 

Infolge  der  ein&chen  fieziehungen  zwischen  den  beiden  Poly- 
edern ist  es  nicht  notwendig,  sich  das  reziproke  Polyeder  heTxasteUec 
und    dann    das    Di^^mm    dnrch  Projektion    deaaelben    henoleiten. 
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Vielmehr  ist  man  leicht  imstande  ans  diesen  Beziehungen  Begeln 
zu  erhallen,  welche  unmittelbar  die  Eonstraktion  dea  DiagramniB  er- 
möglichen. 

Da  bei  Herstellung  deftjenigeu  Polyeders,  welches  sich  in  den 
Fachwerkeplan  projiziert,  bzw.  bei  Konstruktion  des  Seüpoljgons  in 
Fig.  235  die  Wirbniigslinien  der  Kräfte  in  der  Reihenfolge  la^,  2a,, . . . 
verwandt  sind,  in  der  die  Knotenpunkte  bei  Umgehung  des  Randes 
aufeinander  folgen,  und  diesen  Wirkungelinien  im  Diagramm  die 
Seiten  des  Etäftepolygons  entsprechen,  so  wird  sich  dieselbe  Reiben- 
folge der  Kräfte  fQr  dos  Kräftepolygon  ergeben.  Es  folgt  somit 
die  Regel: 

1)  Zur  Herstellung  des  Diagramms  sind  euaäehst  im  Kräftepdjfgon 
die  Eräfte  so  aneuordnen,  wie  die  Knotenpunkie  des  Fachw&'kes  lei 
Umgehung  der  Gurtung  aufeinanderfolgen. 

Den  Eckpunkten  des  so  gezeichneten  Kräftepolygones  werden  in 
dem  Eachwerksplan  die  Polygone  ajOgSl,  agü^bd,  ...  entsprechen, 
also  diejenigen  Vierecke,  welche  durch  zwei  aufeinanderfolgende 
Wirkungslinien  der  äußeren  Kräfte,  durch  die  diese  verbindende  Seite  des 
Seilpolygons  und  denjenigen  Gurtungsstab  begrenzt  sind,  desaen  Knoten- 
punkte in  den  betreffenden  beiden  Wirknngslinien  liegen.  Infolge 
davon  müssen  die  Spannungen  in  den  Gurtungsstäben  -im  Dii^^ramm 
von  den  Eckpunkten  des  gezeichneten  Kräftepolygones  ausgehen,  und 
zwar  die  Spannung  in  irgendeinem  Gurtungastab  von  demjenigen 
Punkte  ans,  in  dem  die  beiden  Kräfte  des  Kräftepolygones  zusammen- 
stoßen, die  auf  die  Knotenpunkte  des  Q  urtungsstabes  wirken.  Es 
ergibt  sich  so  fOr  das  Diagramm  die  weitere  R^el: 

2)  Die  Spannungen  in  den  Gurtungsstaben  müssen  ausg^en  von 
den  Eckpunkten  des  gezeicknüen  Kräftepolggones  und  ewar  die  i^Hin- 
nung  in  einem  Gurtungsstab  mit  den  Knotenpunkten  i  und  h  von  dem- 
jenigen EckpunMe  des  Kräfl^olygones  aus,  in  dem  die  auf  die  Punkte 
i  und  h  wirkenden  Kräfte  P,  und  P^  zusammenstoßen. 

Es  seien  nun  die  aufeinanderfolgenden  Fächer  133,  234,  ... 
des  Facbwerkes  betrachtet.  Da  jedes  solche  Fach  die  Projektion 
einer  Seite  des  Polyeders  ist,  so  wird  jedem  Fach  ein  ganz  be- 
stimmter Punkt  im  Diagramm  entsprechen.  In  demselben  müssen 
die  drei  Spannungen  zusammentreffen,  die  in  den  das  Fach  begrenzen- 
den Stäben  liegen.  Zwei  aufeinanderfolgende  Fächer  haben  eine 
Diagonale  gemeinsam.  Da  nun  im  Di^ramm  jedem  dieser  beiden 
f%cher  ein  Punkt  entspricht,  so  wird  die  betreffende  Di^ooalspannung 
im  Diagramm  die  beiden  Punkte  verbinden,  die  den  beiden  Fächern 
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entspreclien.  Da  dieses  fQr  amtliche  DUtgonalBpannungen  gilt,  so 
folgt:  die  weitere  Regel: 

3.  Die  Spannungen  in  den  Stäben  emes  Faches  kommen  in  dem 
Dictfframm  in  demsäben  Punkt  eusammen.  Werden  je  ewei  solche 
Punkte,  die  ewei  bena^ibarien  Fächern  entspredien,  durch  eine  Gerade 
miteinander  verbunden,  so  ergibt  sich  ein  fortlaafender  durch  die  auf- 
einanderfolgenden Diagonalspanmmgen  gdiüdeter  Linieneug. 

Mit  Hilfe  dieser  tod  L.  Cremona  su^estellten  Begeln^)  läßt  sich 
leicht  das  Diagramm  fDl*  aUe  Fachwerke  augeben,  die  in  der  Form  von 
Fig.  215  enthalten  sind.  Ea  iat  hierbei  nur  erforderlich,  die  Poly- 
gone in  der  Reihenfolge  1,  2,  3, . . .  oder  in  der  umgekehrten  Reihenfolge 
der  Knotenpunkte  zu  zeichnen.  Dann  sind  von  jedem  nen  zu  ent- 
werfenden Polygon,  das  in  das  Diagramm  einsubeziehen  ist,  sämtliche 


Seiten  mit  Ausnahme  von  zweien  Ton  vornherein  bekannt,  während 
diese  zwei  zu  bestimmenden  sich  durch  die  hergeleiteten  Regeln  ein- 
deatig  ergeben. 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  236b  das  Di^ramm  fOr  ein  Fach- 
werk von  der  Form  von  Fig.  215  konstruiert  und  dem  Fachwerks- 
plan Fig.  236  a  gegenübergestellt.  Die  Enotenpunkte  des  Fachwerks 
sind  mit  den  Zahlen  1,  2,  3 . . .  bezeichnet  und  zwar  in  derselben  Reihen- 
folge wie  die  Knotenpunkte  im  Dii^^onalzug  aufeinanderfolgen.  Die 
einzelnen  Kräftepoljgone  sind  dann  in  der  Reihenfolge  1,  2,  3 . . .  der 
Enotenpunkte  zu  zeichnen.  Die  auf  diese  Knotenpunkte  wirkenden 
Kräfte  seien  P„  P,,  Pj, . . .    Das  Kräftepolygon  der  äuBeren  Kräfte 

1)  L.  Cremona,  „Le  fignre  reciproche  nell»  statica  grafica".  ^ilano  1813, 
S.  AtiB.  mit  eioer  Einffibrupg  von  G.  Jung,  Hiluio  187S.  _^ 
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ist  der  ersten  Regel  entsprechend  in  der  Reiheniolge  Pj,  P,,  P^, 
P„  P»,  P,  za  zeichnen  (siehe  Fig.  236b).  Der  Pnnkt  0  in  Fig.  236b 
ist  der  Pol  des  KräftepolygoDB,  Das  Seilpol^gon  der  änßeren  Ei^fle 
wird  in  Fig.  236a  dnrch  den  Linienzog  a^,  o,,  a^,  a,,  a^,  a„-  a^ 
gebildet,  so  daß  a^  1,  o,  3, . . .  die  Wirkungslinien  der  einzelnen 
Kräfte  sind. 

In  das  in  Fig.  236  b  gezeichnete  geecliloBeeue  Eräftepolygoa 
bfh^hjb^bib^hi  der  änßeren  Kräfte  lassen  sich  leicht  anf  Crmnd  der 
R^eln  2  und  3  die  einzelnen  geschlossenen  Polygone  einzeichnen, 
die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  . . .  des  Faohwerkes  entsprechen.  Zu- 
nächst ergibt  sich  das  Polygon  fQr  den  Pnnkt  1,  indem  dnrch  b^  die 
Parallele  za  dem  Gurtungsstab  1  3  und  durch  \  die  Parallele  zu  1  2 
gezogen  wird.  Durch  dasselbe  sind  in  Fig.  236  b  die  beiden  Span- 
nungen (,  I  nnd  6, 1  in  dem  Gurtongsstüben  1  3  und  1  2  bestimmt. 
Um  dann  das  Polygon  für 
den  Pnnkt  2  zn  erbalten, 
ist  in  Fig.  236  b  der  Re- 
gel 2)  entsprechend  durch 
&g  die  Parallele  zum  Gnr- 
tnngsstab  24  und  durch 
I  die  Parallele  zu  der  Dia- 
gonalen 2  3  zu  ziehen  usw. 
Der  Zugder  Diagonalspan- 
nongen  ist  in  Fig.  236b 
durch    den   Linienzug    I  y'' 

n  III  IV  gebildet  und  zwar  liefert  1 11  die  Diagonalspannung  in  2  3, 
n  111  diejenige  in  dem  Diagooalstab  34  nnd  die  Linie  III  lY  die 
Spannung  in  der  Di^onalen  45.  Andererseits  stellen  in  Fig.  236b 
die  TOn  den  Eckpunkten  des  Kräftepolygons  anagehenden  Linien  6, 1, 
6(1,  6(11,  b^tV,  b^lV,  &jlll  die  Gnrtungsspannungen  dar.  Im  Dia- 
gramm ist  die  Bezeichnung  von  R.  H.  Bow')  eingebalten,  nach 
welcher  im  Fachwerk  die  einzelnen  Fächer  und  im  Diagramm  die 
diesen  I^hem  entsprechenden  Punkte  in  gleicher  Weise  bezeichnet 
sind.  So  entsprechen  den  Punkten  I,  II,  III,  IV  des  Ditgrammes  in 
dem  Fachwerkaplan  Fig.  296a  die  einzelnen  mit  I,  II,  III,  IV  be- 
zeichneten Fächer  des  Fachwerks.  Femer  entsprechen  den  Eck- 
pnnkten  &,,&,,  b^,. . .  des  Diagrammes  in  dem  Fachwenpplan  die  in 
gleicher  Weise  bezeichneten  Polygone  la^^a^Z,  3a, o, 5  nsw. 

1  relation  to  &ained  stmo- 
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Bei  den  meisten  derartigen  Fachwerksaufgaben  kommt  es  vor, 
daß  nicht  aof  alle  Enotenptinkte  der  Gnrtung  Kräße  wirken.  Dieser 
besondere  Fall  Ußt  sich  leicht  anf  Gnmd  der  gegebenen  K^eln  ei^ 
ledigen.  Wirken  anf  die  beiden  Knotenpunkte  i  nnd  k  die  Kräfte 
Pf  und  P^,  während  auf  den  Teil  der  Gurtung  zwischen  den  Pnnkten 
f  nnd  h  keine  Kräfte  wirken,  so  stoßen  in  dem  nach  der  Regel  1) 
gezeichneten  Kräftepolygon  die  Kräfte  P^  und  P^  aneinander,  nnd  von 
diesem  Punkte  müssen  alle  Spannungen  ansehen,  die  in  denjenigen 
Gurtangsstäben  liegen,  die  sich  zwischen  den  Knotenpunkten  t  and  A 
befinden.  Ist  das  Poljeder  herzusteJlen,  das  sich  in  den  Fachwerksplan 
projiziert,  so  sind  alle  Eckpunkte  desselben,  die  sich  in  die  zwischen 
i  nnd  h  liegenden  Knotenpunkte  projizieren,  in  der  lümlichen  Ebene 
anzunehmen,  nämlich  in  der  Eigene,  die  dnrch  die  beiden  sich  schnei- 
denden Kanten  der  Polyeder  bestimmt  ist,  deren  Projektionen  die 
Wirkungslinien  der  Kräfte  P,  nnd  P^  sind. 

Ein  Beispiel  fUr  diesen  Fall  gibt  der  Parallelträger  Fig.  237  & 
Derselbe  ist  in  den  Punkten  1  und  9  horizontal  gelagert  Die  drei 
auf  die  Knotenpunkte  3,  5,  7  wirkenden  Kräfte  P,,  Pj,  P,  sind 
gleich  groß  angenommen,  auf  die  Knotenpunkte  der  oberen  Gnrtnng 
wirken  keine  Krä^.     Die  beiden  Lagerreaktionen  Pj  und  P,  in  den 


Punkten  1  und  9  sind  nach  aufwärts  gerichtet  und  zwar  sind  die- 
selben infolge  der  SymmetrieTerhältnisse  je  gleich  der  halben  Snmme 
der  drei  Kräfte  P„  Pj,  P,.  Fig.  237b  stellt  das  Diagramm  dar, 
wobei  jedoch  der  Pol  des  Kräftepolygons  und  die  Polstrahlen  weg- 
gelassen sind.  Ebenso  ist  in  Fig.  237  a  das  Seilpolygon  nicht  ge- 
zeichnet. 
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In  Fig.  237b  ist  b,,  i„  &„  \,  h^,  &,  das  Eräftepolygon,  imd 
zwar  ist 

P,-b.A„     P,-p;,     Pt-bÄ,     A  =  tA.     f^i-^IV 

Die  SpannnngeQ  in  den  Gortungsstäbeii  12,  24,  4  6,  6  8,  810, 
10  9  gehen  in  dem  Diagramm  Ton  dem  Pmikte  h^  ans,  in  dem  die 
beiden  Lagerresktionen  Pj  und  P^  zusammentreffen. 

In  dem  Stabe  1 3  ist  keine  Spannung  Torhanden.  Infolge  daron 
eniepricbt  dem  Facbe  1 2  3  im  Di^amm  der  Punkt  &„  da  in  dem- 
selben die  beiden  in  den  Stuben  1  2  und  2  3  befindlichen  Spannungen 
zuBanunentreffen.  Im  übrigen  ist  in  Fig.  237  b  der  Zug  der  Dii^onal- 
spannungen  t,  I  11  III  IV  "V  VI,  wobei  die  beiden  Punkte  I  und  V 
zusammenfallen  und  zwar  ist: 

bfl  die  Spannung  in  der  Diagonalen  23, 

I  II  die  Spannung  in  der  Diagonalen  34, 

II  III  die  Spannung  in  der  Diagonalen  45  usw. 
Andererseits  ist: 

b^U  die  Spannung  in  d6m  Qurtungsstab  35, 

frflV  die  Spannung  in  dem  Qurtungsstab  5  7, 

bjVI  di«  Spannung  in  dem  Ourtungsstab  7  9, 

b^bf  die  Spannung  in  dem  Gurtungsstab  1  2, 

bi  I  die  SpaoDuug  in  dem  Ourtungsstab  2  4, 

&,in  die  Spannung  in  dem  Qurtungsstab  46, 

\  V  die  Spannung  in  dem  Ourtungsstab  6  8. 

In  den  beiden  Stäben  8 10  und  10  9  ist  keine  Spannung  TOr- 
handen.  Diese  Stäbe  hätten  daher,  da  dieselben  ohne  Einfluß  auf 
die  Stabilität  des  Systemes  sind,  weggelassen  werden  können.^) 

Ein  weiteres  Beispiel  gibt  das  Facbwerk  Fig.  238  a,  welches  in 
den  beiden  Punkten  8  und  9  gelagert,  und  auf  das  nur  im  Punkte  1 
eine  Kraft  wirkt.  Das  zugehörende  Diagramm  ist  unter  Weglassung 
des  Poles  und  der  Polstrahlen  durch  Fig.  238h  dargestellt. 

Die  Punkte  b^,  &,,  i>,  in  Fig.  238b  sind  die  Eckpunkte  des  Eräfte- 
polygones  und  zwar  ist: 

-Pi-MT.     Pt^hh,     Ps=hK- 
In  den  Stäben  8  9  und  7  8   ist  keine  Spannung   vorhanden.    Die 
Spannungen  in  den  Gurtungsstäben  13,  35,  5  7,  7  9  müssen  alle  von 

1)  Selbatreistandlicb  ist,  d»S  solche  Stäbe,  in  denen  Bich  keine  Spaimnngen 
ergeben,  nur  d&nn  wegfcelaassn  werden  dürfen,  wenn  du  System  auch  ohne 
diese  Stäbe  ein  stabUei  iit. 
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dem  PonHe  b^  ausgehen,  in  dem  die  Eräße  P,  und  P^  zasammen- 
treffeo,  und  zwar  sind  dieselben  b^l,  ^lU,  b^^,  ^i^s-  ^i^  Spannungen 
in  den  äurtungsalnben  13,  24,  46,  6  8  gehen  alle  Ton  dem  Punkte  b, 


ans  und  sind  &,  I,  (,  II,  &,  IV,  i,&j.  Der  Zug  der  Diagonalspannnngen 
ist  I  II  III  IV  V,  und  zwar  ist  I II  die  Spannung  in  der  Diago- 
nalen 3  S  usw. 

Vielfach  sind  Facbwerke  zu  untersuchen,  welche  im  wesentlichen 
der  Form  Fig.  315  entsprechen,  bei  denen  aber  die  Diagonalen  keinen 
darchw^  fortlaufenden  Zug  bilden.  In  allen  solchen  Fällen  wird 
sich  jedenfalls  dann  ein  Diagramm  herstellen  lassen,  wenn  die  von 
der  Gurtung  begrenzte  Fläche  durch  die  Diagonalen  in  lauter  ein- 
zelne Fächer  zerlegt  wird,  die  aus  Dreiecken  bestehen  und  Ton  denen 
keine  zwei  Obereinanderfallen.  Es  ergibt  sieh  lümlich  das  Bild  eines 
geschlossenen  Polyeders,  wenn  nach  Bestimmung  der  Sbenen,  die  sich 
in  die  Fläche  des  geschlossenen  Seilpolygonea  und  in  die  F^c^en 
a,a,31,  %as&3  usw.  projizierten  (siehe  Ftg.  235),  die  eich  in  die 
Knotenpunkte  1,  3,  5,  . .  des  Fachwerkes  projizierenden  Punkte  in 
derselben  Weise  durch  Gerade  verbunden  werden  wie  die  Euoten- 
ponkte  im  Fachwerke  durch  Diagonalen.  Die  Bestimmung  des  Dia- 
grammes  mft  bei  besonderen  Überlegungen  bezQglich  der  Beiheofolge 
der  einzelnen  Polygone  auch  ohne  Herstellung  der  beiden  Polyeder 
keine  weiteren  Schwierigkeiten  hervor.  Die  beiden  Regeln  1)  nnd  2) 
werden  ihre  Gult^keit  behalten,  während  die  Regel  3)  sieh  insofern 
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abKüdertj  als  die  DiagoaalBpanntuigen  eben&lle  keinen  durcklaufendeB 
Zag  bilden  werdeB.  Die  Spannangeii  in  den  drei  Stäben  eines  Faches 
müssen  Datflrtfch  ancb  jetzt  noch  in  einem  Punkt  zosammentreffen, 
lümlidi  in  demjen^en  Pankte,  der  im  Diagramm  diesem  Fache  des 
Facbwerkes  entspricht. 

Eben  derartigen  Fall  bietet  das   Fachwerk  Fig.  239.     Derselbe 
hat  sich  dadurch  ei^eben,   daß   an  die  Stelle  des  Stabes   7  8   der 


Die  Polygone  fSr  die  Knotenpunkte  1,  2,  3, 


Stab  69  getreten  ist. 
4,  5  lassen  sich  in  die- 
ser Reihenfolge  den  Re- 
{feln  entsprechend  sofort 
in  das  nach  Regel  1)  ge- 
zeichnete geschlossene 
Kiäf tepolygon  einfügen. 
Bei  dem  Übeigang  Ton 
dem  Knotenponkte  5 
zum  Punkte  6   wQrden 

sieb  drei   unbekannte   Stabspannongen,   nämlich   in    den    Stäben  6  7, 
G8,   69,  ergeben    und   somit   eine   Unbestimmtheit   des   Kräftepoly- 
gones.      Demgemäß   ist   zunächst   das   Polygon   fQr   den  Funkt  7  zu 
zeichnen,   da   bei   diesem   Knotenpunkt   nur    zwei   unbekannte    Stab- 
spannungen iu  den  Stäben  7  6  und  7  9  vorhanden  sind.     Wird  das 
Polygon  filr  den  Knotenpunkt  7 
den  Regeln  entsprechend  gezeich- 
net, so  läßt  aich  das  Diagramm 
durch   die    Qhrigen    Polygone   in 
der  Reihenfolge   6,   9,   8   leicht 
Teryollständigen. 

Solche  Abänderungen  TOn  der 
Form  Fig.  339  treten  wesentlich  j 
dum  auf,  wenn  es' sich  darum  hau-  ' 
delt,  sjrmmetrische  Faohwerksfor- 

men  zn  gewinnen.  Beispiele  hierzu  bietet  der  Dachatahl  Fig.  240a,  iUr 
welchen  Fig.  240b  das  Diagramm  darstellt,  sowie  das  Hängwerk 
Fig.  241a,  welches  auf  das  Diagramm  241b  fQbrt.  Sind  auch  die 
Kräfte  symmetrisch  angeordnet,  wie  dieses  in  Fig.  240a  und  Fig.  241a 
der  Fall  ist^  so  wird  auch  das  Diagramm  symmetrisch  sein.  Es  ist 
daher  nur  die  Hälfte  der  Diagramme  zu  zeichnen,  was  auch  in 
Fig.  240b  und  Fig.  241b  geschehen  ist.  Die  Symmetrielinie  ist  in 
diesen  Figuren  mit  g  bezeichnet. 
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Häufig  konunt  TOr,  dofi  Fachwerkfl  zu  untersDchea  Bind,  die  aas 
Mazwellschen  Fachwerken  bei^Btellt  sind,  indem  zwei  solche  Pack- 
werke gegeneinander  fest- 
gelegt sind,  was  dorch 
drei  St«l>e  geschehen  kann. 
Solche  Fach  werke  lassen 
sich  leicht  behandelu,  in- 
dem zvmächBt  die  Span- 
nungen in  den  Verhin- 
duugsstäben  bestimmt  wei^ 
den,  was  nach  der  Sehnitt- 
metbode  geschehen  kann. 
Sind  dieselben  gefanden 
und  werden  diese  Span- 
nungen durch  die  hervor- 
gerufenen Gelenkdrflcke 
ersetzt,  so  ^t  sich  fSr 
jeden  Teil  ein  Diagramm 
zeichnen. 

Ein  Beispiel  hierzu 
gibt  das  Fach  werk  Fig.  242. 
Werden  die  drei  8UU>e  a, 
b,  c  wef^enommeD,  wobei 
der  Schnittpunkt  von  h 
and  c  kein  Knotenpunkt 
sein  soll,  so  entsieheD 
zwei  Mazwellsche  Pack- 
werke. Das  Packwerk  Fig. 
242  ist  somit  entstanden, 
indem  zwei  Maiwellsche 
Fachwerke  durch  diese  3 
Stäbe  g^eneinandar  fest^ 


1         s 

4          , 

1 

\4 

IV  / 

bj>^^ 

gel^  sind.    Sind  demgemäß  durch  einen  Schnitt  die  Spannongen  i 
den  drei  Stäben  a,  6,  c  gefunden,  so  ist  es  mSglich,  nadi  Enetnoi 
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derselben  durch  die  betreffenden  GelenkdrOcke  für  die  beiden  Max- 
wellschen  Facbwerke  die  Diagramme  Qacb  den  g^ebenen  B^eln 
za  zeicboeo. 

Unter  Umständen 
lassen  sich  die  für  die 
beiden  Teile  erhaltenen 
Dit^Tsmme    za    einem  / 

einzigen  fOr  das  ganze       .- 
Fachwerk    geltenden       / 
Diagramm     vereinigen.     / 
Ein  Beispiel  hierzu  gibt   / 

das  Faehwerk  Fig.  243  a,  ' 

bei  welchem  sofort  er-  ^ 

sichtlich  ist,  daß  das- 
selbe nach  Hinzufügen  f 
der  Wirkungslinien  der 
äußeren  Kräfte  und  des 
geschlossenen  Seilpolj- 
gones  das  Bild  eines 
geschlossenen  Polyeders 
liefert,  somit  ein  Dia- 
gramm ergeben  muß. 

In  Fig.  243a  sind 
zwei  Maxwell  sehe 
Fachwerke  gegeneinan- 
der festgelegt,  indem 
einerseits  im  Punkte  8 
zwei  Knotenpunkte  der 
beiden    Fachwerke    zu  ^ 

einem  einzigen  vereinigt  ^ 

und  anderseits  die  bei-  ' 

deoKiiotenpunkte4  und 
12  durch  einen  Stab 
verbanden  sind. 

Das  Diagramm  des 
Fachwerkes  Fig.  243a 
ist  durch  Fig.  243  b 
dargestellt,  wobei  in 
Bücksicht  auf  die  SymmetrieverhältniBse  der  zweite  Teil  w^^elassen 
iflt.    Das  Kiäftepolygon  wird  in  Fig. 243b  durch  die  Punkte  ^,  6,... 
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beBtimmt,  wobei 

-P,"Ä    ■''»-M»,    -Ps-Mi.    ^B-frÄ,    i-Pf-Mi- 

Da  sich  nur  die  Polygone  für  die  Punkte  1,  2,  3,  5  and  15,  14,  13, 
11  in  dieser  Reihenfolge  aber  nicht  die  &bngen  Polygone  zeichnen 
IssBen,  Bo  ist  zonächst  vermittels  eines  durch  die  Stäbe  4  1 2,  7  8, 
6  8  gelegten  Schnittes  nach  Annahme  des  Punktes  8  als  Drehpunkt 
die  Spannung  S  in  dem  Stabe  412  bestimmt.  Die  Bestimmui^ 
Ton  S  ist  mit  Hilfa  des  Seilpolygones  TOi^nommen,  wobei  in  RQck- 
sieht  auf  die  Sjmmetriererbältniase  nur  die  Hälfte  der  Momenten- 
fläche gezeichnet  ist.  Der  Pol  0  des  Eräftepotjgones  ist  in  dem 
Abstände 

h-SH 

vom  Kräftepolygon  gewählt,  so  daß  sich  ergibt: 

S  — 3m, 

wo  m  die  Momentenhöhe  in  der  durch  8  gehenden  Vertikalen  be- 
deutet. Hierbei  hat  sich  S  als  eine  Druckspannung  ergeben.  Diese 
Spannnng  S  ist  in  dem  Diagramm  durch  die  Strecke 

S  =  VIUi-3w 

dargestellt,  wobei  die  Strecke  3m  von  b^  aus  nach  rechts  suf^utragen 
ist,  damit  die  beiden  eich  in  4  und  12  ergebenden  Gelenkdrücke  in 
das  Kräftepolygon  mit  hineingezogen  werden  können. 

Nachdem  so  das  Kräftepoljgon  durch  die  au  die  Stelle  Ton  <S 
tretenden  Gelenkdrücke  vervollständigt  worden  ist'),  kann  das  Dia- 
gramm gezeichnet  werden.  Da  auf  den  Punkt  2  keine  Kraft  wirkt,  so 
müssen  die  beiden  Gurtungsspaminngen  in  1  2  und  24  im  Diagramm 
von  dem  Punkte  6,  ausgehen,  da  in  demselben  die  Kraft  P,  und  der 
auf  4  wirkende  und  in  4  1  2  liegende  Gelenkdruck  S  zusammen- 
treffen. Diese  beiden  Spannungen  sind  durch  &j  I  und  &j  U  dar- 
gestellt. Ebenso  mQssen  die  Spannungen  in  den  Stäben  47,  78, 
von  dem  Punkte  VII  ausgehen.  So  ist  die  Spannung  in  dem  Stabe 
47  durch  V  VII  und  diejenige  in  TS  durch  VI  VJI  g^eben.  Im 
(Ihrigen  entsprechen  den  in  dem  Fachwerke  mit  I,  II,  .  .  .  bezeich- 
neten Fächern  die  in  gleicher  Weise  bezeichneten  Punkte  des  Dia^ 
grammes. 

1)  Die  eine  HUfte  de«  Eräftepot^gonee  ist  jetst  TU  b,b,£^  64(^6,. 
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Ein    weiteres    Beispiel    bietet    der    sog.   Polonceaa    Dochstuhl 
Fig.  244a,  dessen  Diagramm  durch  Fig.  244b  gegeben  ist. 

Hier  sind  zwei  Maxwellsche  Fachwerke  in  gleicher  Weise  wie 


in  Fig.  243  a  miteinander  verbunden.     Die  Hälfte  des  Ereftepoljgoues 
ist  in  Fig.  244b  durch  die  Punkte  &,,  &,,  b^,  b^,  b^,  ii^  gegeben: 

J'i-Mi,     -Pf-M»     Pi-hK     ^1-KK.     ifg-Mi- 
Anstatt  wie  in  Fig.  243a  zuDächst  die  Spannung  in  dem  Stabe  5  9 
zu  finden,  ist  hier  daron  Gebranch   gemacht^   daß  in  den  Punkten  7 
und  6  zwei  der  Stäbe  in  dieielbe  Gerade  fallen.    Durch 
das  gezeichnete  Dreieck  b^b^e^,  wo 

6^c,  I  47  B  78 

und  

i^c,  1  6  7, 
ist  durch  bgC,  die  Differenz  der  beiden 
auf  den  Punkt  7  wirkenden  und  in 
4  7   und  8  7    liegenden    Gelenk- 
drScke  g^eben,  während  die 
Linie    b^c^    die    Spannung 
in  dem  Stabe  67   dar- 
stellt.   Aus  dem  an- 
deren   Dreieck 
fr^qc,,  wo 

hc,  i  46, 

ci c^  y  56  II  68, 

ergibt  sich  \C( 
als  Spannung  in 
dem  Stabe  46! 
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Nachdem  so  die  Spannung  in  dem  Stabe  4  6  gefunden  ist,  können 
die  Polygone  in  der  Aeihenfolge  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  der  Knoteupunlite 
gezeicbaet  werden,  wie  dieses  in  Fig  244  b  geschehen  ist.  Im  üb- 
rigen ergeben  sich  die  Spannungen  in  den  einzelneu  Stäben  oboe 
weiteres  bei  der  angewandten  Bowschen  Bezeichnung. 

§  84.     Uaxwellaolie  f  aoliwerke,     Fortaetamng.     Die  Methode 
„de  la  firasse  posltlon"  von  Savlottl. 
In  §  83  sind  einige  Beispiele  Ton  Facbwerken  gegeben,  fOr  die 
ein  Diagramm  vorbanden  ist,  bei  denen  aber  dieses  Di^ramm  sich 
ohne  Verwendung  wei- 
terer   Metboden    nicht 
zeichnen  läBt,  da  sieb 
Polygone  ergeben,  bei 
denen    mehr    als  zwei 
Stabspannungen    unbe- 
kannt sind.    In  flolcben 
Fällen  leistet    die   von 
"»■  »"»■  C.  SaTiotti  gefundene 

Methode   „de   la   fausse   posUion"   gute   Dienste.')     Dieselbe   ist  stets 
anwendbar,    sobald    das    Diagramm   gezeichnet   werden   kann,   wenn 
A    die  Spannung  in  einem  einzigeon  Stabe 
bekannt  ist     Bei  dieser  Methode  wird 
die    Spannung    in    dem     betreffenden 
Stabe  auf  zwei  verscbiedene  Arten  an- 
genommen.   Aus  den  beiden  sich  dann 
ergebenden  ErSfteplänen  folgt  das  rich- 
tige Dii^ramm  mit  Hilfe  des  Steiner- 
^■j.    sehen    Satzes:   ,r^ilc>^    ^üi  n-£ck  in 
der  Weise  seine  Form,  daB  aämtUcbe 
Seiten  desselben    durch   Punkte    einer 
und  derselben  (geraden  gehen,  (die  bei 
der  Methode  ^e  la   fausse  position" 
die  unendlich  ferne  Qerade  ist),    wah- 
rend n  —  1  Eckpunkte  gerade   Linien 
^{^    beschreiben,  so  bewegt  sich  auch  der 
"'****"■  n-te    Eckpunkt     auf   einer    Geraden'. 

Die  Methode  soll  an  einem  einfachen  Beispiel  erklärt  werden. 

1)  C.  Saviotti,  La  itatioa  grafica  S^de.,  Milano  1688  nnd  CreuoBk- 
SaTiotti,  LeB  fignrea  r^ciproqnei  etc. 
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Das  Fachwerk  Fig.  245  b  liat  ein  DiagramiD,  welches  die  in 
Fig.  245  b  ai^egebene  Gestalt  besitzt.  D&aselbe  läflt  sich  durch  An- 
veudung  der  Polygonalmethode  allein  nicht  zeichnen,  da  kein  ein- 
ziger Knotenpunkt  vorhanden  ist,  in  dem  nur  zwei  Stäbe  zusam- 
mentreffen. 

In  Fig.  245b  und  ebenso  in  Fig.  245c  ist  bib^h^b^b^bi  das  ge- 
schlossene Kräftepolygon,  und  zwar  ist 

P,-6Ä,  P,-6Ä,  P*-\K  -Pi-^Ä,  P^-hb~ 
Eb  werde  nun  in  Fig  245b  das  Dreieck  I  II  III  betrachtet.  Die 
Seiten  desselben  stellen  die  Spasnongen  dar  in  den  Stäben  2  3,  34, 
3  1  und  sind  daher  diesen  Stäben  parallel  Aufierdem  moB  der  Fonkt  I 
auf  der  durch  &,  zum  Stabe  1  2  gezogenenParallelenali^en,  der  Punkt  II 
auf  der  Parallelen  b  durch  &,  zum  Stabe  2  4  und  III  auf  der  Parallelen 
c  durch  bf  zum  Stabe  1  7.  Wäre  die  Lage  eines  der  drei  Punkte  I, 
II,  III  bekannt,  was  der  Fall  ist,  wenn  eine  der  Spannungen  in  den 
Stäben  1 2,  2  4,  17  gegeben  wäre,  so  wQrde  sich  das  Diagramm  leicht 
rerrollständigen  lassen. 

Dm  nun  die  Lage  des  Punktes  III  auf  e  zu  erhalten,  sei  bezüg- 
lich des  Dreieckes  I  II  III  die  eine  Bedingung,  daß  der  Punkt  III 
auf  e  liegen  muß,  zu- 
nächst &llen  gelassen,  A^ 
während  die  übrigen 
beibehalten  werden. 
Verschiebt  sich  dann 
der  Punkt  I  auf  a,  so 
wird  nach  dem  Stei- 
nerschen  Satz  der 
Punkt  III  eine  ganz 
bestimmte  Oerade  jr  er- 
zengen, deren  Schnitt- 
punkt mit  c  die  rich- 
tige Lage  des  Punktes 
m  angeben  muß. 

In  Fig.  245  c  ist 
daher  der  Punkt  I  in 
zwei  verschiedenen  La- 
gen r  und  I"  auf  der  Geraden  a  angenommen,  wodurch  sich  die  beiden 
Dreiecke   I'  II'  III'    und   I"  11"  III"  ergeben  haben.     Die  Verbin- 
dnngsliDie  der  Punkte  III'  und  III"  vrird  die  Gerade  g  sein.    Der 
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Schnittpunkt  derselben  mit  c  bestimmt  die  riclitige  Lage  des  Punktes  III, 
wodurch  daun  das  Diagramm  gegeben  ist. 


Aus  der  Figur  345o,  welche  das  Diagramm  für  das  einfache 
Fachwerk  Fig.  245a  liefert,  geht  die  Bedeutung  der  Methode  „de 
la  fansse  poeition"  noch  nicht  genügend  hervor,  da  in  dem  Fach- 
werk Fig.  245  a  die  Spannong  in  dem  Stabe  1  7,  welche  dann  den 
Punkt  in  im  Diagramm  bestimmt,  sich  rascher  durch  die  Schnitt- 
methode ergeben  hätte.  Es  lassen  sich  jedoch  leicht  Fach  werke 
finden,  die  sich  nach  der  Methode  „de  la  fsusse  position"  be- 
handeln lassen,  während  bei  ihnen  sowohl  die  Polygooalmethode 
wie  die  Schnittmethode  Teresgt  Ein  Beispiel  fllr  einen  solchen  Fall 
bietet  das  Fachwerk  246a.  Bei  demselben  ist  sofort  ersichtlich,  daß 
nach  Einziehung  des  geschlossenen  Seilpolygons,  das  Bild  eines  ge- 
schlossenen Polyeders  entsteht.  Infolge  davon  muß  sich  ein  Dia- 
gramm zeichnen  lassen. 

Das  Diagramm  fÜT  das  Fachwerk  246a  hat  nach  Weglassung 
des  Poles  und  der  Polstrahlen  die  in  Fig.  246  b  angegebene  Gestalt. 
Welche  Linie  in  246  b  die  Spannung  in  einem  gegebenen  Stabe  des 
Fachwerkes  liefert,  folgt  sofort  aus  den  in  §  83  entwickelten  Regeln 
und  der  Bowschen  Bezeichnung.  Da  in  Fig.  246b  die  Eckpunkte 
des  Polygons   I  II  III  IV  V  VI  VII  auf  Geraden  liegen,  die  durch 
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die  Eckpunkte  &,(, . . .  des  gezeichneten  Kräftepolygones  geben  nud 
parallel  sind  zu  den  Stuben  71,  12,... 

6il||71, 
i,  II  B  fS, . . . 
während  die  Seiten  des 
Polygones  parallel  sind 
zn    den    Stäben    11', 
22"'... 

I II  B  iT"', 
n  in  II 22',.., 

eo  wird  dieses  Polygon 
vollständig  bestimmt 
sein,  sobald  die  Lage 
eines  einzigen  Eckpunk- 
tes gefunden  ist. 

Infolge  daroa  kann 
dieses  Polygon  tatsäch- 
lich durch  zweimaliges 
Probieren  mit  Hilfe  des  Steinerschen  Satzes  gefondeu  werden. 
Nachdem  aber  dasselbe  erhalten  ist,  VS£t  sich  das  Diagramm  leicht 
Terv  oUb  tändigen. 


Siebzehntes  Kapitel 
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g  85.  SpeBielle  Uetlioden  fär  die  Hentellung  Ton  besUmmten 
ebenen  Taohwerken. 
In  den  folgenden  Untersuchungen  seien  die  Knotenpunkte  des 
Fachverkes  nach  der  Zahl  der  SIÄbe  unterschieden,  die  in  ihnen  zu- 
sammentreffen, tmd  zwar  sei  ein  Knotenpunkt,  in  dem  (p  +  1)  Stäbe 
dnrch  ein  Gelenk  verbunden  sind,  ein  p-facher  Knotenpunkt  ge- 
nannt. Insbesondere  sei  ein  Knotenpunkt,  in  dem  nur  zwei  Stäbe  dnrch 
ein  Gelenk  vereinigt  sind,  als  ein  einfacher  Knotenpunkt  bezeichnet- 


1)  Die  Straktiir  dei  Focbwerke  M  Euerat  i 
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1  L.  Henaeberg  nntemicht. 
,  D&imatadt  IBSe.  ^ 

88*         d:,yC.OOglC 


500         17'  Eapitel.   Die  Struktur  des  beatiminteD  ebenen  Fachweikea. 

Es  seien  zwei  beBtimmte  Fschwerke  Ki  und  £^  ron  h^  und  k^ 
Enotenpankten  und  demgemäß 

«,-2i,  -3  und  ^-2*i— 3 

Stäben  gegeben.  Es  sollen  diese  beiden  Fachwerke  ohne  Hinmfilgung 
weiterer  Knotenpunkte  zu  einem  einzigen  bestimmten  Fachwerk  ver- 
einigt werden,  und  zwkt  durch  Einziehung  tou  Stäben,  welche  Kno- 
tenpunkte des  einen  Fachwerkes  mit  Enotenpankten  des  anderen  ver- 
binden und  80  die  beiden  Fachwerke  gegen  einander  festlegen. 

Da  das  erhaltene  Fschwerk 

i,  +  k, 

Knotenpunkte  hat,  so  muB  dasselbe,  um  ein  bestimmtes  Fachwerk  sein 
zu  können, 

Stäbe  besitzen.    Daraus  folgt  aber 

«  -  (2*,  -  3)  +  (2k,  -  3)  +  3 
oder 

s  -  «i  +  »,  +  3, 

d.  h.  das  durch  Verbindimg  der  beiden  FaehieerJce  eu  emem  eituige» 
Faehteerk  entstcmdene  Fachweri  muß,  um  ein  bestimmtes  sein  tu  ümikh, 
noch  drei  tceitere  Stabe  besiteen,  die  Verbindung  der  beiden  Fa^werke 
hat  daher  durch  drei  Stäbe  nu  erfolgen. 

Es  seien  die  beiden  Fachwerke  S^  und  K,  zunächst  nur  dorcb 
die  beiden  Stäbe  AiÄ^  und  B^B,  mit  einander  Terbunden  (Fig.  34t). 
Wird  dann  das  Fachwerk  K^  festgehalten,  so  kann  der  Knotenpunkt 
A,  des  Faehwerkee  K,  infolge  des  Stabes  A^A^  sich  nur  senkrecht 
zum  Stabe  A^  A,,  der  Enotenponkt  B,  sich  nur  senkrecht  zum  Stabe  £,  B^ 
bewegen.  Diese  Bewegung  der  beiden  Punkte  A,  und  B,  nnd  damit 
die  Bewegung,  welche  das  ganze  Fachwerk  K,  noch  gegenQber  dem 
Fachwerk  iT,  erleiden  kann,  entspricht  einer  Drehung  des  Fachwer- 
kes Kg  um  den  Schnitt- 
^                             j.  punkt    0    der    Geraden 

ft-  ^  j. ^     ,3    ^^^  ^^^  ^^^^  «Ismo- 

/  1    \  »   /    \^  mentanes    DrehongsseB- 

/      I       \  J^4^     K\    ■  trum.  Infolge  dieses  Dre- 

\         I  y^^        v"~"~""~~~--^Sv  hnngszentrums    O   kann 

\      I        y^  \    ^     ,.  \^  der  Knotenpunkt  C,  des 

\  1/^  x\  I  />^  Fachwerkes  K,  sich  nnr 

'^  ;^  senkrecht  m  dem  Strahl 

Fig.  ta.  OC,  bewegen.  Dien  Be 
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we^Dg  des  Pooktes  0,  und  damit  die  Beweglichkeit  des  ganzen 
Sjstemes  wird  aber  numöglich  gemacht,  wenn  der  Pankt  C^  noch  mit 
einem  Knotenpunkt  C,  des  Fachwerkes  £^  durch  eiti«n  Stab  rerbondes 
wird,  Torausgeeetzt,  daß  nicht  znßUiger  Weise  die  drei  Pnkten  Gi, 
C),  0  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Von  den  drei  Knotenpunkten  A^,  B,,  C,  uud  ebenso  von  den  drei 
Knotenpunkten  A^,  B^,  £7,  können  hierbei  auch  je  zwei  zusammen- 
fallen; es  genfigt  fQr  die  Ünbeweglichkeit  des  Systemes,  daß  die  drei 
Seraden  A,A,,  B^Bj,  G,Gi  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden. 

Liegen  di^egen  die  drei  Punkte  C^,  C^,  0  in  einer  Geraden,  wie 
dieses  in  Fig.  348  angenommen  ist,  so  wfirde  der  Stab  C^C,  die  unend- 


lich kleine  Drehung  des  Fachwerkes  K^  um  den  Punkt  0  als  i 
tanes  Drehnngszentrum  nicht  hindern,  es  würde  somit  jedenfaDs  der 
Grenzfall  vorliegen.  Unter  Umatändeo  geht  diese  unendlich  kleine 
Brehang  in  eine  endliche  über,   wie   dies  in  Fig.  249  der  Fall  ist 

Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

Werden  drei  Knotenpunkte  eines  Fackvierkes  dar<^  drei  StiSte,  die 
sieh  nieht  in  demselben  Punkte  schneiden  (btto.  deren  Verlängerungen) 
mU  drei  Knotenpunkten  eines  anderen  Fachwerkes  verbunden,  so  ent- 
steht  wieder  et»  Fa^werk.  Sind  die  beiden  Fat^werke  bestimmte  Fadt- 
werke,  so  ist  dieses  (meh  mit  dem  resultierenden  Fachwerk  der  FaU. 
Gdten  die  drei  Verbmdungsstäbe  (bew.  deren  Verlängerungen)  durdi 
densdben  Funkt,  so  liegt  der  Grengfail  vor. 

Als  einen  besonderen  Fall  dieses  Satzes  ist  es  zu  betrachten, 
wenn  wie  in  Fig.  230  zwei  Fachwerke  dadurch  gegeneinander  fest- 
gel^t  sind,  dafi  ein  Knotenpunkt  A  des  einen  Fachwerkes  mit  einem 
solchen  des  zweiten  Fachwerkes  zusammengelegt  und  so  za  einem 
einzigen  Gelenk  vereinigt  ist,  irährend  außerdem  ein  anderer  Knotec- 
pookt  £j  des  ersten  Fachwerkes  mit  einem  solchen  B^  des  zweiten 
Fachwerkes  durch  einen  Stab  B^B,  verbunden  ist.  Die  Vereinigung 
der  beiden  Knotenponkte  zu  einem  einzigen  Gelenk  im  Punkte  A  ent- 
spricht der  Verbindung  der  beiden  Fachwerke  durch  zwei  Stäbe.    Bei 
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Weglassnng  des    Stabes  B^B^  und    Feathaltimg   des    Facliwerkes  K^ 

wQrde  das  Faohwerb  £,   sicli  noch  am  den  PonH  A  ala  Drohnngs- 

zentrum  drehen  könaea.     Diese  Drehnng  üt  aofgehoben  durch  den 

weiteren  Stab    B^By,    Toraosgesetzt,    daß    diese    Gerade   f^^   nieht 

durch  den  Punkt  Ä  geht. 

y'\\  Liegen  d^egen  die  Punkte 

y^      I  \  -Sil  ^t>  -^  in  einer  GJe- 

n  .Ac  I      \  raden,  so  tritt  der  Qrenz- 

/         ^^^^/\\^  \       ^^  '"'^• 

/      ^^        \    \     ^\^^__^  \  Durch  den   bergelei- 

/ ^^    K)         /        \        Kl        ~~^    teten  Satz  ist  es  möglich, 

ö^_ A  \  y^  ausgegebenen  Fachwerken 

^\.,_^  /  X/"^  neue     Fachwerke     herzn- 

^ Si  stellen;  es  möge  daher  in- 

\  sofern  dieser  Satz  als  dos 

*  er^e    BädungsgeseUi    der 

ätenen  Fat^werke  bezeichnet  werden.  In  §  83  ist  dieses  Gesetz  dazu 
benutzt,  am  aus  zwei  g^ebenen  MaxweH'scheu  Facfawerken  ein 
neues  Fachwerk  herzastellen.  Die  beiden  Fachwerke,  welche  durch 
drei  StEbe  zu  einem  einzigen  verbunden  sind,  werden  aach  als 
Sdieiben  bezeichnet. 

In  umgekehrter  Weise  kann  untersucht  werden,  ob  ein  vorliegen- 
des Fachwerk  sich  nach  dem  ersten  Bildungsgesetz  herstellen  läßt. 
Wenn  sich  lümlioh  durch  ein  gegebenes  Fachwerk  K  ein  Schnitt 
legen  läßt,  durch  den  das  Fachwerk  in  zwei  getrennte  Teile  f,  and 
Ky  zeriUllt,  and  der  nur  drei  Stäbe  trifft,  die  nicht  durch  denselben 
Punkt  gehen  (bzw.  deren  Terlängemngen),  so  müssen  die  beiden 
Teile  fj  und  K^  ebenfalls  stabil,  also  Fachwerke  sein,  und  das  ge- 
gebene Fachwerk  K  kann  hergestellt  werden  durch  Vereinigung  der 
beiden  Fachwerke  K^  und  JS^  nach  dem  ersten  Bildungsgesetz.  War 
K  ein  bestimmtes  Fachwerk,  so  muß  dieses  auch  mit  K^  and  E, 
der  Fall  sein. 

Die  SchniÜmethode  knüpft  daher  an  das  erste  Bildangsgeaetz  an 
und  liefert  somit  die  Spatmungen  m  den  sämäicken  Stäben  von  aUen 
iesiimmien  Faehwerken,  die  sich  lediglit^  durch  Anwendung  des  ersten 
Südwngsgesetees  cats  Dreiecken  herleiten  lassen. 

Wollte  man  versuchen  bei  dem  Grenzfall  Fig.  248  die  Span- 
nimgea  zu  bestimmen,  so  würde  sich  dem  FSpplachen  Satze  von 
der  Identität  der  kinematisch  and  statisch  bestimmten  Oelenksysteme 
entsprechend  ergeben,  daß  die  Spannungen  nur  dann  endlii^L  werden, 

I  .CooqIc 


§  86.    Spezielle  Methoden  fOi  d.  HenteUnng  t.  best,  ebenen  Fachwetken.    503 

veno  die  Resultante  der  aaf  das  Fachwerk  K^  (bzw.  K^  wirkeadea 
Krifte  dnrch  den  Punkt  0  geht,  dum  aber  unendlich  Tiele  endliche 
Werte  besitzen. 

Ein  weiteres  Bildnngsgesetz  ei^bt  eich,  wenn  man  ausgehend 
von  einem  Fachwerk  K  Ton  k  Knotenpunkten  sieh  die  Aufgabe  stellt, 
durch  Hinzufügen  eines  weiteren  Knotenpunktes  G  ein  neues  Fach- 
werk von  (ft  +  1)  Knotenpunkten  heizuleiten.  Der  Punkt  C  wird 
gegenflber  dem  Fachwerk  £' fratgelegt^  wenn  Ton  zwei  Knotenpunkten 
A  und  B  des  Fadiwerkes  K  Stäbe  AC  nnd  BG  nach  G  gel^  und 
dort  durch  ein  Gelenk  Teretuigt  werden.  Hierbei  dürfen  diese  beiden 
Stäbe,  also  die  drei  Funkte  A,  B,C  nicht  in  dieselbe  Oerade  fallen. 
Liegen  die  drei  Punkte  A,  B,  C  va  derselben  Geraden,  so  sind  jeden- 
falls unendlich  kleine  Bew^pingen  möglich,  es  würde  somit  der 
Grenziall  TOrli^en.  Ist  das  Fachwerk  K  von  k  Knotenpunkten  ein 
bestimmtes,  so  ist  dieses  auch  mit  dem  hergeleiteten  Fachwerk  Ton 
(]i  -f  1)  Knotenpunkten  der  Fall,  da  dann  die  fdr  die  bestimmten 
Fachwerke  geltende  Gleichung 

s  =  2Ä  -  3 
erhalten  bleibt. 

Es  ergibt  sich  somit  das  eweite  Büdirngsgesetz  : 

Aus  Hnem  besümmten  ^>enen  Faehwerke  von  h  Knotenpunkte» 
laß  sidi  et»  solches  von  {k  +  1)  Knotettpwikte»  herleiten,  wenn  nach 
Annahme  eines  Punktes  G  ois  Qc-\-  \)te»  Kw^eapm^  dersähe  durch 
xwei  Sttße  mit  xwei  Knotenpunkten  A  und  S  des  Fachwerkes  von  k 
üiolei^Mnkten  v&'bunden  wird,  Sierbei  darf  der  FwnM  C  nicht  auf 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Pwikte  A  und  B  liegen,  da  sonst  der 
GrenefaU  einträen  würde. 

Sind  lediglich  mit  Hilfe  des  zweiten  Bildnngsgesetzes  neue  bestimmte 
Fachwerke  herzuleiten,  so  wird  man  Ton  dem  einfachsten  Facbwerk,  dem 
Dreieck  123,  ausgehen  (Fig.  2öt) 
und  nach  Annahme  eines  weiteren 
Knotenpunktes  4  von  demselben 
Stäbe  l^eu  nach  zweien  der  Knoten- 
punkte 1,  2,  3.  (In  Fig.  261  ist 
der  Knotenpunkt  4  durch  die  beiden 
Stäbe  4T  und  43'fest^el^)  Dann 
ist  ein  Knotenpunkt  5  anzunehmen 
nnd  mit  irgend  zweien  der  Knoten-  ^'b-  ***■ 

punkte  1,  2,  3,  4  zu  verbinden.  (In  Fig.  251  mit  3  und  mit  4)  usw. 
Hierbei  ist  nur  darauf  zu  achten,  daß  die  beiden  Sföbe,  durch  welche 
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ein  sea  hinzutretender  Enotenponkt  festzulegen  ist,  niclit  in  dieselbe 
Gerade  &Uen.  Da  man  hierbei  nicht  nor  die  Lage  des  jedesmal  neu 
biuzatreteuden  Enotenpanktes,  Bondem  auch  die  beiden  Enotenponkte, 
nach  welchen  die  Stäbe  geführt  werden,  abgesehen  ron  der  genannten 
Einachränkong,  beliebig  wUhlen  kann,  so  lassen  sich  dorch  dieses  Kweite 
Bildungagesetz  F&chwerke  von  nlanJtigfiu^ller  Gestalt  herieiten.  Die  in 
%  81  behandelten  Dreieoksfachwerke  lassen  sieh  alle  dnrcb  dieses  zweite 
Bildungagesetz  erklären.  Bei  den  Fachwerken  von  der  Form  Fig.  215, 
für  welche  L.  Cremona  die  Regeln  zur  HeiBtellmig  des  DiBgiammes 
gegeben  hat,  ist  das  zweite  Bildnng^setz  in  der  besonderen  Weiie 
znr  Verwendung  gekommen,  daß  der  nen  hinzutretende  Enot«ipankt 
stets  dnrch  zwei  Stäbe  fesl^l^t  ist,  die  nach  den  beiden  zoletzt 
vorher  hinzugekommenen  Knotenpunkten  geführt  sind.  Demgemäß 
ist  in  Fig.  215  anch  die  Numerierung  der  Enotenpnnkte  vor- 
genommen. 

Umgekehrt  UBt  sich  sofort  prOfen,  ob  ein  vorliegendes  be- 
stimmtes Fachwerk  sich  lediglich  durch  das  zweite  BUdangsgeseti 
erk^en  läßt  oder  nicht  Da  der  neu  hinzutretende  Enotenponkt 
durch  zwei  Stäbe  fes^elegt  ist,  also  zunächst  ein  ein/ocAer  ist,  so 
muß  der  zuletzt  hinzugetretene  Knotenpunkt  jedenfalls  ein  einfacher 
sein.  Es  lassen  sich  somit  nur  bestimmtfl  Fachwerke  mit  wenigstens 
einem  einfachen  Enotenponkt  durch  das  zweite  Bildungsgesetz  er- 
zeugen. Wird  ein  solcher  Enotenponkt  nebst  den  beid^i  nach  ihm 
fahrenden  Stäben  weggestrichen,  so  moB  sich  wieder  ein  Fachwerk 
mit  ein&chem  Enotenpunkt  ergeben.  Werden  in  dieser  Weiae  die 
ein&chen  Knotenpunkte  der  Reihe  nach  weggestrichen,  so  muß  schließ- 
lich ein  Dreieck  dhrig  bleiben,  faUs  das  Fachwerk  durch  das  zweite 
Bildungsgesetz  allein  herstellbar  ist.  Gleichzeitig  ist  hierdurch  die 
Reihenfolge  festgelegt,  in  welcher  die  Enotenpunkte  bei  Herleitung 
des -Fachwerkes  nach  dem  zweiten  Bildung^esetz  hinwaufQgen  sind. 
Gelangt  man  d^^i^n  nach  dem  Wegstreichen  der  ein&chen  Enoten- 
ponkte schlieftlich  zu  einem  Faohwerk,  welches  keinen  eiofacben 
Enotenpunkt  mehr  besitzt,  so  ist  das  gegebene  Fachwerk  durch  das 
zweite  Bildungsgesetz  allein  nicht  zu  erklären. 

Es  möge  nun  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  i  Enotenpnnkten 
vorliegen,  das  aus  einem  Dreieck  lediglich  dorch  Anwendung  des 
zweiten  Bildungsgeaetzee  hergestellt  ist,  und  es  sollen  die  anttretenden 
Stabspannangen  gefunden  werden.  Die  Enotenponkte  seien  dnrch  die 
Zahlen  1,  2,  ...  %  bezeichnet,  und  zwar  sei  die  Numerierung  in  der 
Weise  erfolgt,  wie  die  Enotenpunkte  nach  dem  zweiten  BildungigeBetz 
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'  hinzngefQgt  Bind.  Auf  das  Facbwerk  kann  dum  die  Polygonalmethode 
angewandt  werden,  nad  zwar  werden  sicli  die  Polygone  in  der  Reihen- 
folge k,  }c  —  l,  k  —  2,  ...  zeichnen  lassen,  da  nch  dann  jedesmal  nur 
zwei  onhekaonte  Stahtpannimgeu  ergeben.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

in  sämüiehen  Fachwerien,  die  ledigli^  durch  Anipendwtg  de» 
eweiten  BüdungsgeseUea  hergdeiiet  sind,  lassen  »ich  die  Spatmttnge» 
durch  die  Fdygonalmeäwde  be^immen.  Hierbei  »ind  die  Pdygone  in 
der  umgek^irten  Eeihenfolge  zu  teichnen,  wie  die  Knotenpuniie  bei  Ent- 
stehung des  Fachwerlces  hiruugefiigt  worden  sind. 

Umgekehrt  folgt,  &11b  alle  anderen  tfeÜioden  nnd  etwaige  spezielle 
Üheiiegnngen  wie  in  Fig.227  und  Fig.244a  aasgeschlossen  werden,  dafi 
sich  anoh  nur  acdche  Fachwerke  durch  die  Polygonalmethode  unter- 
suchen lassen,   die   durch  das  zweite  Bildnngsgesets  herstellbar  sind. 

Viele  Fachwerke  lassen  sich  sowohl  dnrch  das  erste  wie  durch 
das  zweite  Bildungsgesetz  herstellen.    Dies  ist  z.  B.  bei  Fig.  315  der 
Fall.     Bei  denselben  ist  die  Spannangsbestimmung  sowohl  durch  die 
Schnittmethode   wie  duich  die  Poljgooalmethode  und  zwar  in  sämt- 
lichen St&ben  mdgUch.     Andere  Fachwerke  lassen  sich   dagegen  nur 
dnrch  eines  dieser  Bildungsgesetze  erklären.     So  kann  daa  Fachwerk 
Fig.  220  wohl  durch   das  erste  Bil- 
dongsgesetz,  aber   nicht  durch   das 
zweite  hergestellt  werden.    Dasselbe 
läßt    sich    daher    nicht    dnrch    die 
Polygonalmethode ,    dagegen    durch 
die  Schnittmethode  bebandeln.   An- 
dererseits   ist    Fachwerk    Fig.  252 
nicht     durch    das    eiste,      sondern 
nur  durch  daa  zweite  Bildungsgesetz 
herstellbar.      Es    läßt    sich    somit 
durch  die   Polygonalmethode  unter-  ^^  j^, 

suchen.     Werden    jedoch    Schnitte 

zugelassen,  die  nur  einen  einzigen  Knotenpunkt  abschneiden,  so  kann 
die  Spanunngsbestimmung  in  Fig.  252  wie  Oberhaupt  in  allen  Fach- 
werken, die  lediglieh  durch  das  zweite  Bildungsgesets  hergestellt  sind, 
durch  die  Schnittmetbode  erfolgen.  Die  Tragweit«  der  Scbnittmethode 
gebt  daher  weiter  als  die  der  Polygonalmetbode.  Andererseits  ist  die 
Polygonalmethode  die  bequemere  und  daher,  falls  sie  im  vorliegenden 
Falle  anwendbar  ist,  rorzuziehen. 

Eine  noch  größere  Mannigfaltigkeit  von  Fachwerkgfonnen  ergibt 
sieb,  wenn  zur  Herstellung  desselben  Fachwerkes  die  beiden  Bildunga- 
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gesetze  verwandt  werden,  wie  dieses  in  den  Figuren  242,  243a,  244&, 
245a  geschelien  ist.  Bei  allen  solchen  Fachwerken  werden  sich  die 
Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben  teils  durch  die  Polygonal- 
methode, teils  dnrch  die  Schnittinethode  ergeben.  (Siehe  Fig.  243a 
und  243  b.) 

um  zu  prQfen,  ob  ein  vorliegendes  Fachwerk  durch  die  beiden 
hergeleiteten  Bildongsgesetze  herstellbar  ist,  ist  zu  untersuchen,  oh  bei 
W^nahme  der  einfachen  Knotenpunkte  und  Führong  von  Schnitten, 
die  nur  drei  Stäbe  treffen,  das  Fachwerk  in  lauter  Dreiecke  aaswHtader-- 
fäUt  oder  nicht.  Da  die  Poljgonalmethode  und  die  Schnittmethode 
bequemer  sind  als  alle  anderen  Methoden  der  Spannungsbestimmung, 
80  wird  es  zweckmäßig  sein,  bei  jedem  vorliegenden  Fachwerk,  dessen 
Spannungen  zu  finden  sind,  zunächst  zu  prOfen,  ob  und  in  welcher 
Weise  sich  das  Fachwerk  durch  das  erste  und  zweite  Bildungsgesetz 
herstellen  läßt.  Ist  dieses  der  Fall,  so  ist  damit  gleichzeitig  die  Reihen- 
folge der  zu  zeichnenden  Polygone  und  der  anszufShrenden  Schnitte 
festgel^. 

In  Fig.  2Ö3  ist  1  ein  einfacher  Knotenpunkt.  Nach  W^nahme 
desselben  sind  2  und  3  einfache  Knotenpunkte.  Werden  diese  auch 
weggenommen,  so  ist  4  ein  einfacher  Knotenpunkt  und  darauf  5. 
Die  flbrigbleibende  Fig. 
254  zerfällt  dnrch  den 
angegebenen      Schnitt, 


der  drei  nicht  durch  einen  Punkt  gehende  SUibe  trifft,  in  zwei  Drei- 
ecke. Es  ist  somit  Fig.  253  ein  durch  das  erste  und  zweite  Bildnnga- 
gesetz  hergestelltes  Fachwerk,  und  es  ist  außerdem  gezeigt,  in  welcher 
Weise  diese  Heretellnng  möglich  ist.  Die  Spannungsbestimmung 
kann  erfolgen,  indem  zunächst  die  Polygone  für  die  Knotenpunkte 
1,  2,  3,  4,   5  und  zwar  in    dieser  Reihenfolge    gezeichnet    werden. 
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Dnreli  diese  Polygone  sind  die  Spannungen  in  allen  Stäben  bestimnit, 
die  TOB  diesen  ftlnf  Punkten  ausgehen.  Dann  ist  der  Schnitt  A  . . ,  Ä 
KU  ziehen.  Da  die  Spannung  in  dem  Stabe  34  schon  bekannt  ist, 
ao  folgen  durch  diesen  Schnitt  die  Spannungen  ia  den  Sieben  6  9, 
fi  tl,  7  10,  Für  die  übrigen  Knotenpunkte  lassen  sich  jetzt  die  Poly- 
gone leicht  zeichnen. 

Es  folgt  wieder  aua  diesen  Betrachtungen,  wie  wichtig  die  Unter- 
sacbang  der  Struktur  fUr  die  Spannungsbestimmong  ist. 

§  86.  Spesielle  Uetlioclen  f&r  die  HenteUung  von  bestimmten 
ebenen  Vachwerken.     Torteetsung. 
An  weiteren  .  speziellen  Bildungegesetzeu  sind  wesentlich  solche 
Ton  C.  Saviotti  zu  erwähnen.    £s  sollen  hier  nur  die  wichtigeren 
derselben  wiedei^^egeben  werden. 

1.  Atts  einem  gegä)enen  FeuStwerlce  laß  steh  ein  nates  Fachieerk 
herleiten,  indem  an  die  Stelle  irgend  eines  Stabes,  der  'iwei  Knoten- 


punkte A  imd  S  miteinander  verbindet,  irgend  ei»  Fachieerk  K  gesetzt 
wird,  welches  die  heiden  Punkte  A  und  B  mt,  Enotenpuniden  hat.    Sind 
das  gegebene  Fachwerk  und  das  Fachwerk  K  bestimmte  Fachwerke, 
so  ist  dieses  awA  mit  dem  neuen 
Fach  werk  der  Fc^. 

Dieses  Gesetz  bewarf  keines 
weiteren  Beweises. 

Ein  Beispiel  für  die  derar- 
tige Herstellung  von  Fachwerken 
gibt  Fig.  255.  Dieselbe  ist  ans 
dem  Fach  werk  Fig.  256,  welches  "«■  '^■ 

die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu  Knotenpunkten  hat,  entstanden,  indem  die 
fflnf  SlSbe  fäj  23",  34  45,  56  durch  bestimmte  Faohwerke  ersetzt 
sind.     Fig.  256  läßt   sieb    durch    das   erste  Bildungsgesetz  herleiten, 
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indem  nämlicli  die  Enotenpnnkte  der  beiden  Dreiecke  236  and  14  5 
durch  die  Stftbe  12,  34,  66  miteinuider  verbooden  werden.  Das 
Fachwerk  Fig.  356  und  daher  auch  Fig.  365  ist  ein  bestimmtes  Fach- 
werk. 

Auf  die  Spannungsbeatimmong  in  derartig  hergestellten  Fach- 
verken sei  hier  nicht  eingegangen,  da  sich  später  solche  Uethoden 
ron  eelbat  ergeben  werden. 

2.  AiiS  einem  gegd>eiiun  Fachmerh  K  läßt  sich  ein  neues  Fachwerk 
herleiten,  indem  jeder  der  n  Edcfnnkte  eines  n-Ecks  mit  einem  Knoten- 
punkt des  Faehweries  K  durch  einen  Stab  verbunden  tcird.  Ist  das 
Faditcerjc  K  ein  bestimmtes  Faehwerk,  so  ist  das  hergdeüete  Faehwerk 
teieder  ein  solelus. 

Da  f  ein  bestimmtes  Fachwerk .  ist  nnd  daher  der  Gleiehnng 
S-2Ä-3 
genügt  und  dorch  das  Hinsutreten  des  »-Eckes  die  Zahl  der  Knoten- 
punkte um  n,  die  der  Stäbe  am  2n  vermehrt  wird,  so  wird  das  her- 
geleitete System  die  für  die  bestimmten  Faohwerke  erforderliche  Zahl 
Ton  Stäben  besitzen.  Es  ist  somit  ein  bestimmtes  Fachwerk,  falls 
Oberhaupt  Stabilität  vorhanden  ibL  £b  ist  folglich  nur  die  Stabilität 
des  hergeleiteten  Systemes  zu  untersuchen. 

In  Fig.  257  ist  ein  solches  System  heimstellt  Das  n-Eck  ist 
I,  2,  3,  4,  5,  die  Verbindangsstäbe  sind  mit  o^,  a,,  o,,  a^,  a,  be- 
zeichnet 

Die  Stabilität  des  Systemes  ^t  sich  leicht  mit  Hilfe  des  her- 
geleiteten Satzes  beweisen,  nach  welchem  ein  Gelenksystem  von  k 
Knotenpunkten  und 

s  -  2ft  -  3 

Stäben  stabil  und  daher  ein  bestimmtes  Fachwerk  ist,  sobald  die 
Spannungen  in  sämÜichen  Stäben  eindeutig  gleich  Null  werden,  &lls 
gar  keine  Kräfte  auf  das  Gelenksystem  wirken  (siehe  §  79).  Es 
sind  daher  nur  die  Spannungen  des  hergeleiteten  Systems  beim  W^- 
fall  aller  äußeren  Kr^te  zu  untersuchen. 

Es  sei  demgemäft  angenommen,  daß  auf  die  sämtlichen  Knoten- 
ponkte  des  Systemes  Fig.  357  keine  Kräfte  wirken,  nnd  zm^chst 
vorausgesetzt,  daß  dann  sämtliche  TerbindnngsetSbe  a^,  a,  .  .  . 
spannungsloB  werden.  Dann  wären  aber  die  Terbindungasläbe  und 
die  Stäbe  des  n-Eckes  ohne  Einfluß  auf  die  Spannungen  in  den 
Stäben  des  Fachwerkes  K.  Es  werden  daher  in  den  Stäben  des 
Fachwerkes   K  sich   diejenigen    Spannungen   ergeben,   die   aoflreten, 
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wenn  nach  W^nahme  der  Verbisdimgastäbe  und  des  n-Eckes 
auf  BÜmtlicba  Knotenpunkte  TOn  K  keine  Kräfte  wirken.  Da  aber 
das  Fachwerk  K  ein  bestimmtee  sein  soll,  mdssen  sämtlidie  Stäbe 
TOn  K  spannungsIoB  sein.  Was  dagegen  das  n-£ck  betrifft,  so 
können  in  demselben,  da  nach  Annahme  auf  die  Punkte  1,  2,  3, . . . 
keine  Kräfte  wirken,  nur  dann  Spannungen  auftreten,  wenn  das  »-Eck 
in  eine  Gerade  znsanuneoklappt  Dieser  Fall,  der  den  Grenzfall 
liefert,  ist  somit  ansznschliefien. 

Es  sei  jetzt  angenommen,  daS  trotzdem,  daß  keine  äußeren  Kräfte 
auf  das  hei^leitete  System  wirken,  sich  doch  in  den  Yerbindunge- 
Stäben  Spannungen  ergeben.  Dieselben  würden  in  den  Terbindnngs- 
stäben  li^^ode  und  auf  die  Knotenpunkte  des  n-Eckes  wirkende 
GelenkdrQcke  S,,  £,,...  bedingen.  Aus  dem  Schnitte  A  . ..  A 
(ßig.  267)  folgt  dann,  daß  diese  GelenkdrQcke  jedenfalls  ein  Gleich- 


gewichtssfstem  bilden.  Das  »-Edc  müßte  daher  das  geschlossene 
Seilpolygon  sein  fOr  ein  Gleichgewichtssystem  tos  Kräften,  die  in 
den  VerbinduDgBstäben  liegen.  Soll  aber  ein  g^ebenes  n-Eck  das 
Seilpolygon  f^  ein  Gleichgewichts  System  von  Kräften  sein,  so  sind 
70Q  den  Richtungen  der  Kräfte  (n  —  1)  beliebig,  während  die  Bich- 
tnng  der  n-ten  Kraft  eine  ganz  bestimmte  ist  und  sich  aus  der  Be- 
dingung des  geschlossenen  Kräftepoljgonee  ei^bt  Werden  daher 
von  den  n  Yerbindnngestäben  fl,,  «»,...,  o,  die  ersten  (n  —  1)  Stäbe 
gewählt,  so  wärden  die  Kräfte  >S,,  S^,...,  die  von  Null  rerschieden 
sein  sollen,  nur  dann  ein  Gleichgewichtssystem  bilden  können,  wenn 
der  letzte  Stab  o„  eine  ganz  bestimmte  Kichtung  hat,  die  sich  durch 
ein  Kräftepolygon  leicht  finden  läßt.  Wird  dtdier  för  den  letzten 
Stab  diese  Richtung  vermieden,  so  kann  das  n-Eck  kein  Seilpolygon 
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tOr  die  Kräfte  S^,  <^, . . .  aein.  Es  hat  sich  somit  ein  Widerspruch 
ergeben.  Dos  hergeleitete  System  ist  daher  ein  beetimmteB  Fach- 
werk.   Hat  dag^^  der  Stab  a„  die  betrefiende  Richtung,  so  sind 

in  den  Seiten  des 
»-Eckes  Spannun- 
gen TOrhanden,  es 
liegt  somit  der 
GrengfaB  Tor. 

Es  zeigt  sich 
daher,  daß  die 
nach  dem  obigen 
Gesetz  heigeleite- 
ten  Systeme  im  aU- 
'~ii^  ^  gemeinen  be- 

stimmte Fach- 
werke sind.  Ebenso  ist  festgestellt,  wann  bei  einem  System,  das 
nach  dem  gegebenen  Gesetz  gefunden  is^  der  Chrenzfall  auftritt. 

Fig.  258  stellt  ein  komplizierteres  Beispiel  dar  fOr  ein  bestimmtes 
Fachwerk,  das  nach  dem  gegebenen  Gesetz  hergestellt  ist.  Das  n-Eck 
ist  nm  das  Fachwerk  K  gelegt  nnd  das  Gesetz  mehrfach  angewandt. 
Es  hat  sich  anf  diese  Weise  ein  Fachwerk  von  netzförmiger  Gestalt 
ergeben. 

Die  SpannnngBbeatimmung  ist  bei  solchen  Fachwerken  im  all- 
gemeinen nach  den  bisher  gegebenen  Methoden  für  die  Spaunungs- 
heatinunnng  nicht  möglich. 

§  87.   Die  StmktOT  des  allgemeinen  bestimmten  ebenen 
raobwerkes. 

Durch  die  Untersuchungen  ron  §  85  und  86  sind  allerdings 
Metboden  gegeben,  welche  es  erm&glichen,  Fachwerke  von  mannig- 
faltigster Gestalt  herzustellen.  Es  ist  jedoch  auch  leicht  Fachwerke 
anzugeben,  die  sich  nach  keiner  der  hergeleiteten  Methoden  erklären 
lassen.  Es  wird  daher  notwendig,  die  allgemeinen  Straktnxgesetze  zu 
untersuchen.  ^) 

Aus  der  f&r  bestimmte  ebene  Fachwerke  gefundenen   Gleichong 
3-2h~Z, 
welche  die  Zahl  s  der  St&be  bei  gegebener  Zahl  k  von  Knotenponkten 

1)  Die  allgemeinen  Strnktnigesetze  sind  Ton  L.  Eenneberg  hergeleitet. 

(FnSaota  S.  499.) 
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liefert,  läßt  aioh  ein  fOr  die  folgenden  Betrachttmgen  widitiger  Satz 
herleiten. 

Da  ein  Stab  stets  zwei  Knotenpunkte  verbindet,  so  wird 

2« 

die  DorclisclmittBzabl  der  Stäbe  sein,  die  in  einem  Knotenpunkt  zu- 
Bammen treffen.     Bei  Einsetzung  des  Wertes  von  s  folgt 
*i  — e 

oder 

Hiemacli  ist  die  DnrclisclmittBzalil  p  der  Stäbe,  die  in  einem  Knoten- 
punkte zneunmentreffen,  kleiner  als  Tier.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Mn  hestimmtes  d)ene8  Fackwerk  bat  jedenfalls  einen  einfachen 
oder  zweifachen  Knotenpunkt 

Hat  ein  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  keinen  einfachen  Knoten- 
punkt, so  werden  in  der  Regel  mehr  als  et»  zweifacher  Knotenpunkt 
vorhanden  sein.  Ob  dieses  der  Fall  ist  und  wie  viele  zweifache 
Knotenpunkte  das  Faehwerk  hat,  kommt  fttr  die  folgenden  Unter- 
suchungen nicht  in  Betracht.  Es  genügt  vielmehr,  daß  mit  Sicherheit 
ausgesagt  werden  kann,  daß  ein  bestimmtes  Fachwerk  ohne  einfachen 
Knotenpunkt  einen  zweifachen  haben  muß. 

Der  Fall,  daß  das  Fachwerk  keinen  einfachen  Knotenpunkt  hat, 
kann  Qbrigens  nur  dann  auftreten,  wenn  &^6.     Ist  nämlich  &<6, 
also  i  —  3,  Ä  =  4  oder  i  —  5,  so  ist 
p<3 
und   infolge  davon  muß   wenigstens  ein  einfacher   Knotenpunkt  vor- 
handen sein. 

Der  faei^eleitete  Satz  bildet  die  Grundlage  der  folgenden  allge- 
meinmi  Stnktui^setze,  und  zwar  läßt  sich  mit  Hilfe  desselben  jedes 
bestimmte  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  auf  ein  solches  von  (k  —  1) 
Knotenpunkten  zurückföhren. 

Der  Fall,  daß  das  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  einen  ein- 
fachen Knotenpunkt  hat,  ist  schon  durch  §  85  und  insbesondere 
durch  das  zweite  Bildungsgesetz  erledigt.  Es  ist  daher  nur  der  Fall 
zu  untersuchen,  bei  dem  kein  ein&cher  Knotenpunkt  vorhanden  ist. 
Der  sich  dann  eichende  zweifache  Knotenpunkt  0  möge  durch  Stäbe 
mit  den  drei  Knotenpunkten  A,  B,  C  verbunden  sein. 

Es  ist  klar,  daß  bei  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der 
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drei  Stäbe  OA,  OB,  00  eadlicbe  oder  unendliclL  kleine  relative  Ver- 
schiebimgeii  der  drei  Paukte  A,  B,  C  mdglich  Bind,  denn  eonei  würde 
das  bei  Wegnahme  dieies  Knotenpunktes  0  aoa  dem  bestimmten 
Facbwerk  von  h  Knotenpunkten  entstandene  Gelenksystem  ein  kine- 
matisch bestimmtes  sein,  obgleich  dasselbe  bei  (k  —  1)  Knotenpunkten 


statt 


2k -e 

2k  ~  5 


Stäbe  besitzt.  Es  ist  natOrlicb  nicht  ges^,  daß  nach  Wegnahme 
des  Knotenpunktes  0  VerrÜckungen  möglich  sind,  durch  welche  jede 
der  drei  Längen 

AB,  BG,  CA 

eine  Änderung  erleidet,  jedenfalls  aber  wird  eine   dieser  lÄngen  eine 

Änderung  erfahren  können. 

Nach  W^nabme  des  Knotenpanktes  0  soll  bei  der  Strecke  AS 
eine  Änderung  möglich  sein.  Die 
Koordinaten  des  Punktes  0  seien 
mit  %,  fj,  die  der  drei  Punkte 
A,  B,  G  mit 

«iffu  =^»1»  ^s^s 
bezeichnet.  Wird  der  Punkt  A 
Nullpunkt  des  Koordi- 
natensystemee  und  die  Gerade 
AB  zur  X-Achse  gemacht  (Fig. 
259),  80  ist 

'"■"•■  ^,  =  0,  J/.-0,  y.-0 

und  die  drei  in  0  zusammentrefiFendcn  Stäbe  tou  den  Längen  I,,  I^,  f, 
liefern  die  drei  Bedingungen: 

(8 -«.)'+ (,-»,)■-(.'. 

AuBerdem  werden,  da  das  Fackwerk  (2k— S)  Stäbe  hat,   noch 
(2Ä  ~  6)  Gleichungen  von  der  Form : 

0«)  («,-«.)■+(»,-».)■-!,.■ 

vorhanden  sein,  in  denen  jedenialls  die  Koordinaten  |,  ij  des  Knoten- 
punktes 0  nicht  vorkommen. 
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Ans  den  Gleiclitmgeii  (1)  ergibt  sich: 

{ä£  +  ,«,  -  0, 

(I  -  I,)(J|  -  Ji,)  +  (,  -  ),XSv  -  «!/.)  -  0, 
und  somit  bei  Elimination  von  8^  uod  dij: 
(2)      (g  -  ^)(|y, -  i]X,)Sx,  +  ar,7,{|  -  x,)dx,  -f-  a^^^jC»)  -  y,)Äy,  -  0. 

Ans  den  Gleichangen  (la)  folgen  die  (2h—  6)  Relationen: 
(2a)  (;r,-  x,)(8x,-  dx^  +  (y^-  yJ(Äy,-  Sy,)  -  0, 

in  welclien  81  nnd  8r}  ebensowenig  wie  |  und  i;  vorkommen,  sondern 
nur  die  Koordinaten  and  die  virtueUen  Yerrfickni^en  der  übrigen 
Slnotenpnnkte. 

Aus  den   (2%  —  6)    Gleicbnngen   (2a)  seien  Bämtliche  virtuellen 
Yerrflckongen  mit  Ananalime  von  dx^,  8zg,  jj/,  eliminiert  Die  Elimi- 
nation ^brt  auf  zwei  Oleichungen  von  der  Form: 
.„.  (a83,+  b8x,  +  c8ift=  0, 

\a'8Xf  +  b'dXf  +  c'8y^=0, 
deren  KoSfSzienten  a,  b,  c,  a',  V,  c'  nicht  von  $,  t],  sondern  nur  von 
den  Koordinaten  der  flbrigen  Knotenpunkte  abhängen. 

Infolge  der  kinematischen  Bestimmtheit  des  gegebenen  Fach- 
werkes von  k  Knotenpunkten  muS  dann  die  Determinante  aus  den 
Koeffizienten  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 

a  b  c  \ 

a'  b'  c'  I 


D- 


einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen: 

Werden  nun  mit  D,,  D^,  D,  die  drei   Unterdeterminanten  be- 
zeichnet: 

D,_l»"l      D,-\'"[    A-i"'!, 
ti.V|  |cV,  lo'i'l 

Bo  wird: 

(4)      ö  -  {I  -  x,)iiy,-vx,)D,  +  xMi  -  ai) A  +  ^r}(r}  -  y,)D„ 
woraus  jeden&lls  infolge  der  Bedingung  J)  ^  0  sich  ergibt,  daß  nicht 
alle  drei  ünterdaterminanten  D^,  2>„  i),  verschwinden  können.     Im 
allgemeinen  wird  überhaupt  jede  dieser  Unterdetenninanten  Dj  Z),,  D, 


einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen, 

■  rg,  Snphiuh«  StaHk. 
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Wird  der  Enotenponkt  0  nebst  den  dr«i  Stäben  OÄ,  OB,  OC 
weggelassen,  so  daß  ein  bewegliches  Gelenkeystom  toq  (k—l)  Knoten- 
pnnkten  nnd  {2h  —  6)  Stäben  entsteht^  so  ßJlt  Qleicbong  (2)  weg 
and  aoB  den  allein  ttbrig  bleibenden  Gleichnngen  (3)  ergibt  sieb: 
(5)  dx,-lD^,    dx^-XDt,    dy,-.iJ),. 

Da  hier  D^,  D^,  -Z),  nicht  alle  drei  gleich  KuU  sein  kSnnen,  so  folgt 
tataäeblich,  dafi  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  Yerrückmigen 
zwischen  den  drei  Pnnkten  A,  S,  C  möglich  sind,  dorch  welche  dann 
das  ganze  Oelenksystem  tod  (k  —  1)  Knotenponkten  bew^Iich  würde. 

Es  ist  angenommen,  daß  nach  Wegnahme  des  Knotenponktes  0 
Bewegungen  zwischen  den  beiden  Punkten  Ä  and  B  möglieb  sind. 
Soll  aber  eine  g^jienseitige  Benr^ong  der  Punkte  A  nnd  B  eintreten, 
so  mnS  sein 

was  nur  möglich  ist,  wenn 

A  ^  0- 
Werden,  um  die  Beweglichkeit  des  Gelenksystemes  von  {k  —  1) 
Knotenpunkten  aufzuheben,  die  beiden  Punkte  A  nnd  B  durch  einen 
Stab  miteinander  verbanden,  so  wird   dadurch  zunächst  eine   gegen- 
seitige Bewegung  dieser  Punkte  unmöglich  gemacht     Es  ist  daher: 

Sx,  -  0, 
und  die  Gleichungen  (3;  redazieren  sich  auf: 
bdx,  +  c*s,  —  0, 
6'*%  +  c'dy,— 0. 
Da  die  Determinante: 

aus  den  Koeffizienten  dieser  Gleichungen  einen  von  NuU  Tenchiedenen 
Wert  hst^  so  ist  das  aus  dem  g^ebenen  Fachwerk  durch  W^nahme 
des  Knotenpunktes  0  und  der  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC,  sowie  durch 
Hinzufügen  des  Stabes  AB  entstehende  System  Ton  (i  —  1)  Knoten- 
punkten und 

2fc-B-2(A~l)-3 
Stäben  kinematisch  bestimmt,  also  ein  bestimmtes   ebenes  Fach  werk 
von  {Je  —  1)  Knotenpunkten.     Somit  folgt  der  Satz; 

Wird  bei  (nnem  bestimmten  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  ein 
Bweifactur  KnotetvpunU  0  n^st  den  drei  von  0  ausffehenden  Stäbe» 
OA,  OB,  OC  weggenommen,  sodann  ttcei  der  drei  Knotet^puMkte  Ä, 
B,  C,  Bwischen  denen  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  Seaegungen 

I  CooqIc 
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mSglieh  sind,  durch  einen  Stab  mitänand^  verbunden,  so  entsteht  ein 
bestimmtes  Fachw^k  von  {1t  —  1)  Knotenpunkten. 

Hiermit  ist  auch  für  den  FaÜ,  daß  das  vorliegende  Faehwerk  von 
h  KnatenpunTd^i  keinen  einfachen  Knotenpunkt  hat,  die  Zurüekführttng 
dessdben  auf  ein  bestimmtes  Fachwerk  van  (k  —  1)  Knotenpunkten 
erreicht 

Es  Bei  umgekehrt  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  (k  —  1)  Enoten- 
pnnkten  gegeben.  Drei  Enotenpiuikte  dieses  Facbwerkes  seien  A, 
S,  C  and  zwar  seien  A  oud  B  bo  angenommen,  dafi  A  and  B  darcli 
einen  Stab  miteinander  verbunden  sind,  während  der  Punkt  C  jeder 
beliebige  andere  Enotenpimkt  sein  kann.  Das  Koordinatensyetem  sei 
nieder  in  der  irüheren  Weise  gegenüber  dem  Fachwerk  von  {k  —  1) 
Knotenpunkten  festgelegt,  so  daß  die  Koordinaten  der  drei  Pnnkte 
A,  B,  0  werden: 

ai  -  0,  Vi  -  0;  Xt,  y,  -  0;  a;,,  y^. 

Wird  nun  der  Stab  AB  w^^elassen,  so  entsteht  ans  dem  Fach- 
werk ein  bew^liches  System  von  (k  —  1)  Knotenpunkten,  bei  welchem 
zwischen  den  Verrückungen  der  Pnnkte  A,  B,  C  die  früheren  Glei- 
cbnngen : 

adx,+  bdx,+  ctfy,— 0, 

bestehen,  wobei  die  Determinante 


einen  ron  Null  Terschiedenen  Wert  hat,  da  ja  hei  HinzofSgeu  des 
Stabes  AB,  d.  h.  wenn  fXj—O  ist,  ein  kinematisch  hestimmtee 
System  entstehen  soll 

Nach  Wegnahme  des  Stabes  AB  sei  ein  Punkt  0  mit  den  Koor- 
dinaten I,  fj  als  nener  zweifacher  Knotenpunkt  angenommen  and  durch 
drei  Stäbe  mit  A,  B,  G  verbunden.  Das  so  entstandene  System  von 
h  Knotenpankten  und  (3i  — 3)  Stäben  ist  kinematisch  bestimmt,  also 
ein  bestimmtes  Fachwerk  von  k  Knotenpankten,  sobald  der  Aasdruck: 

2>  -  (I  -  ai)ay,  -  ija;,)  A  +  «.i)(e  -  ar.)  A  +  ''nin  -  a)  A 
einen  von  KuU  verschiedenen  Wert  besitzt    Ist  dagegen 

D-0, 
d.  h.  11^  der  Ponkt  0  auf  dem  durch  die  Gleichung 

(6)    (I  -  *.)(6ä  -  la^) A  +  "^Mt  -  a;,) A  +  ^v{^  -  y.) A  -  0 

bestimmten  Kegelschnitt,  welcher  dnrch  die  drei  Punkte  A,  B,  C 
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geht,  so  sind  nocli  VerrUckungen  des  SyitemeB  und  zwar  im  allge- 
meinen unendlicli  klnne  YeTrUcktu^n  mSglich:  es  wird  dalier  der 
Grenzfaü  vorliegen.  Dieser  Kegelsclmitt  (6)  sei  der  Grenekegdsehnitt 
genannt.  Es  ei^bt  sich  daher  das  driüe  BUdv/ngsgeseU  der-  be- 
stimmten Packwerke : 

.4««  einem  hesHmmten  ebenen  Fackwerke  von  (k  —  1)  Knoten- 
putdUen  läßt  siefi  ein  solches  von  k  Knotenptmkten  herleiten,  indem  nach 
W^nahme  eines  gicei  Knotenpunkte  A  und  B  verbimienden  Stabes  AB 
und  »tö«Ä  Annahme  eines  Punktes  0  als  k^  und  tKar  als  zwdfadien 
Knotenpunkt  dersähe  mit  den  beiden  Punkten  A  und  B  vnä  ^nem  be- 
liebig ausgeKäfJten  dritten  Knotenpunkt  C  des  gegebenen  Fachwerkes 
durch  Stäbe  verbunden  wird.  Hierbei  ist  die  Wahl  des  Punktes  0 
an  die  Bedingung  geknüpft,  daß  0  nicht  auf  einem  gewissen  Kegel- 
schnitt, dem  Grenekegekchnitt,  liegen  darf,  da  sonst  der  GrenifaU  ein- 
treten  würde. 

Da  ein  bestimmtes  ebenes  Facbwerk  entweder  einen  einfachen 
oder  einen  zweifachen  Kootenpunkt  besitzt  und  in  beiden  Fällen  gezeigt 
ist,  wie  sich  das  bestimmte  Facbwerk  von  h  Knotenpunkten  auf  ein 
solches  von  {k  —  1)  Knotenpunkten,  also  in  letzter  Linie  auf  ein  Dreieck 
znrackfOhren  läßt,  so  genügen  umgehört  das  tweite  und  das  dritte 
Bildungsgesete,  trotz  der  ^lexidlen  Fassimg  des  letzteren,  eur  Herstdlung 
sämÜicher  bestimmten  d)enen  Fachwerke  von  geg^ener  Zahl  von  Knoten- 
punkten. Hierdurch  ist  das,  was  bereits  oben  als  Struldiir  des  bestimmten 
Fachw^kes  bezeichnet  wurde,  endgültig  fedgdegt. 

Ein  bestimmtes  Fachwerk,  zu  dessen  HersteUung  nur  das  zweite 
Bildungsgesetz  verwandt  ist,  wird  von  A.  Föppl  ein  einfaches  genannt^ 
ein  solches  dagegen,  zu  dessen  Herstellung  auch  das  dritte  Bildungs- 
gesetz erforderlich  ist,  eiu  zusammengesetztes.  Dasjenige  Fachwerk, 
das  ans  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerk  nach  snkzessiTem  Weg- 
nehmen aller  einfachen  Knotenpunkte  entsteht  und  keinen  einfachen 
Knotenpunkt  mehr  besitzt,  wird  nach  G.  Lang  als  die  Grandßgur 
oder  das  Crrundeck  des  g^ebenen  Faohwerkes  bezeichnet') 

§  88.    Die  StrokCnr  des  aUgemelnen  beatimmten 
ebenen  Fadiwerkea.    Tortsetaang.   Beispiele  und  praUlsohe  Begeln. 
Ist  ein   Gelenksystem   aus   dem  Dreieck  auf  Gruad   des  zweiten 
und  dritten  Bildnngsgesetzes  hergestellt,  so   hat  dasselbe  die  für  die 

1)  Riga,  Ind.-ZeituDg  IC  (1869)  p,  70.  Es  i«t  hier  auch  für  eine  Keibe  Toa 
Fochwerken  die  Zorückfabning  anf  dag  Onindeck  dnrchgefShrt. 
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beetimmten  Fscbwerke  erforderliche  Struktur;  ea  ist  also  entweder  eia 
boBtimmteB  Fachwerk,  oder  es  li^  der  Qrenzfall  vor.  Die  Entscheiduag 
über  das  Yorliegen  des  Grenzfalles  bedarf,  faUs  das  dritte  Bildtmgs- 
geaetz  verwandt  ist,  einer  besonderen  Untersuchung.*)  Ist  der  Grenzfall 
vorbanden,  so  wird  eine  geringe  Änderung  der  Lage  der  Knotenpunkte 
genttgen,  um  das  System  zu  einem  bestimmten  Fachwerk  zu  machen. 
Ans  praktischen  GrOnden  darf  auch  das  Facbwerk  nicht  zu  nahe  am 
Greuzfall  liegen,  da  sonst  die  Spannungen  sämtlich  oder  teilweise  sehr 
große  Werte  erhalten. 

Das  Facbwerk  Fig.  260  ist  lediglich  durch  das  zweite  BUdunga- 
gesetz  entstanden,  indem  an  dae  Dreieck  133  der  Knotenpunkt  4  als 
ein&cher  Knotenpunkt  durch  die  Stabe  I  4  und  3  4  und .  dann  der 
Punkt  5  auch  als  ein&cher  Knotenpunkt  durch  die  Stäbe  5  2  und  5  4 
angeschlossen  ist  Der  Grenz&ll  liegt  nicht  vor,  da  die  beiden  Stäbe, 
durch  welche  der  Punkt  4  fest^el^  ist  und  ebenso  die  zur  Festlegung 
Ton  5  verwandten  St&be  nicht  in  dieselbe  Gerade  &Uen. 

Aus  Fig.  260  ist  durch  das  dritte  Bildungagesetz  Fig.  261  her- 
geleitet, indem  der  Stab  1 3  w^gelaesen  und  der  als  neuer  und  zwar 
als  zweijacher  Knotenpunkt  gewählte  Punkt  6  durch  die  drei  Stäbe  1 6, 
36,  56  festgelegt  ist    Es  hat  sich  so  das  Sechseck  mit  äea  drei 


Kb-  SM-  Fl«.  Ml. 

Hauptdiagonalen  eigeben.  Fig.  261  wird  ein  bestimmtes  Fachwerk 
sein,  wenn  nicht  zufälligerweise  der  Punkt  6  auf  dem  durch  die  drei 
Punkte  1,  3,  5  gehenden  Grenzkegelschnitt  liegt,  wodurch  der  Greuzfall 
eintreten  w&rde. 

Ans  Fig.  261  ist  Fig^62  hergeleitet,  indem  zuMchst  der  Punkt  7 
durch  die  Stäbe  1  7  und  5  7  und  dann  der  Punkt  8  durch  die  Stäbe  TS 
und  5  8  angeschlossen  ist  Es  ist  somit  nur  das  zweite  Bildungsgesetz 
verwandt  Fig.  262  ist  jedenfalls  ein  bestimmtes  Fachwerk,  wenn 
nicht  bei  Fig.  261  der  Grenzfall  vorlag. 

1)  FnrdeD  von  LHennebeig gefundenen  GreuzliegeUcbiiiUbfttM.Qifiblei 
eine  KoDstruktion  gegebeu.    Zeitachr.  Math.  PhjB.  36  (1S90)  p.  247. 
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Ana  Fig.  262  hat  sich  Fig.  263  ergeben,  indem  nach  Weglassung 
des  Stabes  4  5  der  neu  gewählte  ELnotenpnnkt  9  dnrch  die  drei  Stäbe 
49,  59,  89  festgelegt  ist    Da  das  dritte  BUdungsgesetz  Terwaudt 


Kg.  xt. 


ist,  so  kann  es  sein,  dofi  bei  Fig.  263  der  ärenz&ll  rorli^t,  und  zwar 
kann  dieses  auch  dann  eintreten,  wenn  bei  Fig.  261  der  Grenzfall 
nicht  vorhanden  war. 

Auf  die  Untersuchung  des  Qrenzfalles  soll  später  ausführlicher 
eing^^gen  werden. 

Umgekehrt  läßt  sich  dorcb  Wegnahme  der  einfftchen  und  zwei* 
fachen  &ioteupankte,  wobei  im  letzteren  Falle  der  betreffende  Ersatg- 
sttA')  einzoschalten  ist,  prüfen,  ob  ein  vorli^endes  Öelenksystem  von  k 
Knotenpunkten  and  (2  k  — S)  Släben  die  für  die  bestimmten  Fach- 
werke erforderliche  Struktur  besitzt  oder  nicht.  Hierbei  ist  jedoeh, 
sobald  ein  zweifacher  Knotenpunkt  0,  von  dem  die  drei  Stäbe 
nach  den  Punkten  A,  B,  C  gehen,  w^genommen  wird,  Vorsicht  zu 
beobachteiL 

Ist  das  gegebene  Gelenksystem  von  (2k  — S)  Stäben  stabil,  so 
müBBen  nach  Wegnahme  des  Punktes  0  Bewegungen  zwischen  den 
drei  Punkten  A,  B,  0  möglich  sein.  Sind  relative  Bewegung^i 
zwischen  je  zweien  dieser  drei  Funkte  denkbar,  so  darf  jeder  der  drei 
Stäbe  AB,  BC,  CA  als  Ersatzstab  eingeführt  werden.  Es  kann  aber 
auch  sein,  dafi  nicht  zwischen  allen  drei  Punkten  A,  B,  C  Bewegongen 
möglich  sind.  Dies  ist  z.  B.  in  Fig.  264  bei  Wegnahme  des  Knoten- 
punktes 9  der  Fall,  wo  nur  zwischen  1  und  7,  aber  nicht  zwischen 
1  tmd  4  und  ebenso  4  und  7  Bew^ungen  entstehen  können.  Der 
Ersatzstab  dUrfte  in  B'ig.  264  nur  zwischen  1  und  7  eingezogen  werden. 
Wird  hierbei  ein  Fehler  begangen  and  werden  also  von  den  drei 


1)  Bezeiohnimg  von  H.  MflUer-Breilan. 
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Punkten  Ä,  S,  C  zwei  solche  miteinander  verbunden,  die  sowieso 
keine  gegenseitigen  Bewegungen  erleiden,  ao  würde,  auch  wenn  das 
TOrliegende  Gelenksystem  die  riditige  Stniktnr  ha^  doch  die  Zuiück- 
fOhruiig  auf  ein  Dreieck  bei  weiterer  Anwendung  der  Uethoden  nicht 


n«.  MS. 


t  sein.     Diese  Verhältnisse  sollen   genauer   an   dem   ein&chen 
Beispiel  Fig.  264  geprüft  werden.') 

Nach  Wegnahme  des  zweifachen  BJiotenpunktes  9,  nach  dem  die 
drei  Stäbe  1 9,  4  9,  7  9  gehen,  sei  der  falsche  Ersatzstab  4  7  eingezogen. 
In  dem  so  entstandenen  System  Fig.  265  kBunen  der  Reihe  nadi  die 


Punkte  1,  3,  2  als  ein&che  Knotenpunkte  weggenommen  werden.  Auf 
diese  Weise  entsteht  Fig.  266,  welche  jeden&lls  infolge  des  Stabes  6  8 
beweglieh  ist.    Die  Zorückführung  auf  ein  Dreieck  auf  Chund  der 


1)  Bei  Fig.  264  wDide  allerdiiige  die  Anwendung  des  dritten  Bilduugi- 
gesetiei  uioht  erforderlich  sein,  da  nach  Wegnahme  des  Enotenpunktee  6  üch 
ein  Schnitt  doich  dos  Fftchwerk  legen  l&St,  der  drei  nicht  dnroh  einen  Pankt 
gehende  St&be  trifit.  Eh  ist  jedoch  hiervon  nicht  Gehmnch  gemacht.  Das 
Beispiel  iit  abaichtlich  ao  einfach  gewählt,  nm  einen  Fall  zu  haben,  der  sich 
sofort  fibenehen  Ufit. 
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gegebenen  Regeln  ist  nicht  mSglich.  Bei  Wegnahme  des  Stabes  6  8 
würde  bei  Fig.  266  kinematische  Überbestimmtheit  eintreten. 

Wäre  dag^en  in  Fig.  264  nach  Wegnahme  des  EnoteDpnnktee  9 
der  richtige  Ereatzstab  1  7  eingezogen,  nnd  gleichz^tig  der  einfache 
Enotenpankt  8  w^genommen,  so  wQrde  sich  Fig.  267  ergeben  b&ben. 
Dieselbe  geht  nach  Wegnahme  des  zweifachen  Knotenpunktes  1  nnd 
Einziehung  der  Ersatzstabes  3  7  in  Fig.  268  aber,  die  nach  We^ahme 
der  einfachen  Knotenponkte  2,  3,  4  und  zwar  in  dieser  Reihenfolge 
das  Dreieck  66  7  liefert 

Es  hat  daher  Fig.  264  die  fOr  die  bestinimten  Fachwerke  erfor- 
derliche 9traktur.  Wenn  natQrlich  ein  Oelenks^stem  sich  schon  durch 
das  erste  nnd  zweite  Bildnngagesetz  erklären  ^t,  wie  diese«  in 
Fig.  264  and  Fig.  267  tatsächlich  der  Fall  ist,  so  wird  man  nie  das 
dritte  BildungBgeaetz  verweaiden  nnd  zweibche  Knotenpunkte  weg- 
nehmen. 

In  den  meisten  Fällen  wird  man  ans  der  Anschauung  ohne  weiteres 
erkennen,  ob  alle  drei  Stäbe  AB,  BC,  CA  oder  welche  dersdben 
richtige  Ersatzstnbe  sind.  Ist  diese«  nicht  möglich,  so  ist  ea  anter 
tJmalÄBden  erforderlich,  drei  Möglichkeiten  zu  prOfen.    Dos  Yerfahreii 


ist  nicht  so  nmstöndlich,  als  es  scheinen  könnte,  da  man  bei  geschickter 
Wahl  der  w^zonehmenden  Knotenpunkte  in  praktiecben  Fällen  eelten 
mehr  als  höchstens  zweimal  bei  derselben  Figur  zweifache  Knoten- 
punkte w^;znnehmea  genötigt  sein  wird. 

Ist  ein  Fachwerk  ohne  ein&chen  Knotenpunkt  durch  Wegnahme 
eines  zweifachen  Knotenpunktes  0  auf  ein  Gelenksystem  Ton  ib  —  1 
Knotenpunkten  zurUckzufElhren,  so  kann  man  selbstrerstSndlich  aadi 
in  der  Weise  verfahren,  daß  man  keinen  der  drei  Stäbe  AS,  SC,  CA 
als  Ersatzatab  einzieht,  sondern  einen  Stab  zwischen  irgend  zwei 
Knotenpunkten  D  und  E.     Dieser  Stab  SE  ist  ein  richtiger  6natt- 
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Btab,  wie  Bich  in  derselbwi  Weise  wie  oben  beweisen  läßt,  sobald  nach 
W^nahme  des  Enotenpnnktea  0  Bewegungen  zwischen  den  Funkten 
D  nnd  E  m^lich  sind.  Dieses  Verfahren  kann  auch  zweckmäßig 
sein,  sobald  man  ohne  weiteres  zwei  solche  Pnnkte  anzugeben  im  stände 
ist.  So  sieht  man  sofort,  daß  bei  Fig.  264  nach.  Wegnahme  des 
Knotenpunktes  9  Bewegungen  zwischen  den  Punkten  3  nud  5  möglich 
sind.  Es  darf  daher  bei  Fig.  264  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  9 
auch  der  Stab  S  5  als  Ersatzstab  eingezogen  werden.  Hierdurch  ergibt 
sich  das  Fachwerk  Fig.  269,  das  sich  sofort  durch  das  zweite  Bildongs- 
gesetz  erklären  l^t,  wie  sich  bei  W^^abme  der  Knotenpankte  8, 
7,  6,  5,  4  und  zwar  in  dieser  Keihenfolge  ergibt. 

Im  allgemeinen  ist  jedoch  ein  solches  Yerfahren  zu  verwerfen, 
da  man  sich  zu  sehr  der  Gefahr  aussetzt,  einen  Mschen  Ersatzstab 
einzuziehen,  d.  h.  einen  Stab,  der  zwei  Knotenpunkte  miteinander 
verbindet,  zwischen  denen  sowieso  keine  Bewqpingen  möglich  sind. 
Mau  würde  unter  Umstölnden  statt  dreimal  eine  ganze  Reihe  mal 
probieren  mflss^),  bis  man  einen  richtigen  Ersatzstab  gefunden  hat 

In  umgekehrter  Weise  kann  das  dritte  Bildungsgesetz  wie  folgt 
gefaßt  werden: 

Aas  einem  geg^enm  bestimmten  FaduoerJc  von  (i  —  1)  Knoten- 
punkten laß  sich  ein  aolekes  von  k  Knotenpunkten  herleiten,  indem  nach 
Wegnahme  eines  Stabes  DE  und  »ach  Annahme  eines  Ptmhtes  0  als 
k'ten  und  jswar  (äs  zweifachen  Knotenpunkt  von  demselben  Stäbe  gelegt 
urerden  naeh  drei  Knotenpunkten  Ä,  B,  C  des  Fachwerkes.  Die  Wahl 
der  drei  Punkte  A,  B,  G  ist  hierbei  tm  die  Bedingung  geknüpft,  daß 
emaehen  Bweien  derselben  nach  Wegnahme  des  Stabes  DE  Bewegungen 
möglich  sind.  Der  PunH  0  darf  nicht  auf  einem  gewissai  Kegelachniti, 
dem  Gremi^äsehnitt,  liegen. 

Bei  dieser  allgemeineren  Fassung  des  dritten  Bildungagesetzes 
wOrde  unter  Umständen  die  Schwierigkeit  entstanden  sein,  drei  Knoten- 
punkte A,  B,  C  zu  finden,  welche  der  genannten  Bedingung  genügen. 
Um  diese  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  ist  dem  dritten  Bildungsgesetz 
die  obige  spezielle,  aber  zur  Herstellung  aller  bestimmten  Fachwerke 
genügende  Form  g^eben. 

Um  ans  einem  g^^benen  Fachwerk  neue  Fachwerksformen  zu 
erhalten,  wird  viel&ch  die  sog.  Methode  der  Stdbvertausdiung  verwandt. 
Dieselbe  besteht  darin,  daß  bei  einem  Fachwerk  irgend  ein  Stab  AB 
weggenommen  wird  und  dafür  irgend  zwei  andere  Knotenpunkte  C 
und  D  durch  einen  Stab  miteinander  verbunden  werden,  während  sich 
sonst  das  Facbwerk  nicht  ändert,  also  jeden&lls  die  Zahl  der  Knoten- 
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punkte  nnd  Stäbe  dieselbe  bleibt.  Eine  solcbe  Stabrertuisclinng  ist 
gestattet,  sobald  nacb  Wegnahme  des  Stabes  AB  noch  Bew^pmgen 
zwischen  den  Punkten  C  und  D  möglich  sind,  und  außerdem  die  Ent- 
fernung der  beiden  Punkte  C  und  D  nicht  den  bei  der  Bew^ong 
des  Sjstemes  sich  ergebenden  maximalen  und  minimalen  Wert  besitzt. 


Die  letzte  Bedingung  ist  erforderlich,  da  sonst  durch  die  Stabver- 
tauBchung  der  Grenzfall  eintreten  würde.  So  ist  z.  B.  aus  dem  Fach- 
werk 370a  durch  Stabvertausi^ang  das  Fachwerk  270b  entstanden, 
welches  keinen  zweifiwshen  Knotenpunkt  mehr  besitzt  und  sidi  schon 
durch  das  zweite  Bildung^esetz  herstellen  l£fit. 

Die  Methode  der  Stabvertauschung  ist  vorzugsweise  dann  zur 
Herstellung  neuer  Fachwerksformen  geeignet  wenn  man  das  gegebene 
Facbwerk  so  überblickt,  daB  man  sofort  sieht,  zwischen  welchen 
Knotenpunkten  nach  W^piabme  eines  Stabes  noch  Bewegungen  mö^ch 
sind.     Dies  ist  bei  den  gebräuchlichen  Fachwerken  viel  der  FalL 

Von  W.  Schlink  wird  die  Methode  der  Stabvertanschnng  h&ofig 
verwandt,  um  za  zeigen,  daß  ein  vorliegendes  Oelenksystem  die  fBr 
seine  kinematische  Bestimmtheit  erforderliche  Zahl  von  Stäben  besitzt, 
bzw.  um  das  Abzahleu  der  Knotenpunkte  and  Stäbe  zu  vermeiden. 
Läßt  sich  nämlicb  ein  Gelenksystem  lediglich  durch  Stabvertauschmig, 
also  ohne  Änderung  der  Zahl  der  Knotenpunkte  und  Stäbe,  auf  eine 
bekannte  Form  bringen,  welche  die  richtige  Zahl  von  Stäben  bat,  so 
wird  es  ebenÜEiUs  diese  besitzen. 

Wenn  Übrigens  so  wie  so  die  Struktur  des  Gelenksystems  dorcb 
Wegnahme  der  einfachen  und  zweifachen  Knotenpunkte  nnd  Ein- 
Schaltung  des  Ersatzstabes  zu  untersuchen  ist,  so  kann  das  Uistige 
Abzählen  der  Knotenpunkte  nnd  Stäbe  ganz  unterbleiben,  da  nämlich 
bei  der  ZnrOckfQhrung  des  Gelenksjstemes  von  h  Knotenpunkten  »uf 
ein  solches  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  die  Zahl  der  Stäbe  stets  um 
zwei  abnimmt,  so  wird  die  Differenz  p  zwischen  der  Zahl  s  der  vor- 
handenen und  der  Zahl  (3^  —  3)  der  notwendigen  Stäbe 

p-«-(2it-3) 
sieb  nicht  ändern.     Bei  dieser  Reduktion  verein&cht  sich  nau  fort- 
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-nlhrend  das  GelenksTstem.  Es  wird  daher  rasch  mSglich  seio  zu 
erkennen,  ob  dasselbe  die  ricbt^e  Zahl  der  Stäbe  besitzt,  oder  ob  es 
zn  viel  oder  zu  wenig  Stäbe  bat  und  wie  viele. 

Der  obige  von  dem  Verfasser  hergeleitete  Satz,  nach  welchem 
ein  bestimmtes  Fachwerk  wenigstens  einen  einfachen  oder  zwei&ohen 
Knotenpunkt  besitzt,  ist  durch  die  Untersuchungen  von  M.  Qrübler 
über  die  Zahl  der  Enotenponkte  derselben  Art  erweitert  worden.') 

Ein  Punkt  Ä  möge  ein  g-facber  Knotenpunkt  eines  bestimmten 
Fachwerkes  von  k  Knotenpunkten  sein.  Dann  kommen  in  demselben 
(q  +  1)  Stäbe  zaaammen.  Da  nun  auf  jedem  dieser  Stäbe  außer  dem 
Punkte  Ä  noch  ein  weiterer  Knotenpunkt  liegen  muß,  so  etgebeu  sidi 
hier  schon  (g  +  3)  Knotenpunkte.  Nun  soll  aber  die  Zahl  der  Kno- 
tenpunkte gleich  i  sem.  Daraus  folgt: 
q  +  2£k 

Es  kann  somit  q  höchstens  den  Wert  (£  —  2)  besitzen.  Daraus 
ergibt  sich  der  Satz: 

Ein  bestimmies  Feu^weri  kann  Jceine  höheren  als  (k~  '2)-fache 
Knotenpunkte  haben. 

Daß  tatsächlich  bestimmte  Fachwerke  von  h  Knotenponkten  sich 
angeben  lassen,  die  {k  —  3)-&che  Knotenpunkte  haben,  folgt  aus  den 
Figuren  271  a  nnd  271  b.  Fig.  ^ 

371a  ist  ein  bestimmtes  Fach- 
werk mit  einem  {k  —  2)-fiM;hen 
Knotenpunkt,  Fig.  271  b  hat 
sogar  zwei.  Bemerkenswert  ' 
ist,  äaß  Fig.  271b  außer  den 
PonktöD  A  xmA.B  nur  einfache 
Knotenpunkte  bat 

Es  möge  nun  ein  bestimm-  "^  '"*■  **»  *""■ 

tes  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  vorbanden  sein  mit  drei  {k  —  3)- 
fachen  Knotenpunkten  A,  B,  C.  Da  von  jedem  dieser  Punkte  (k  —  l) 
Stäbe  auegehen  müssen,  von  denen  hSelisteus  drei,  immlich  die  Stäbe 
AB,  BCy  CA  zaaammenfallen,  so  würden  hieraus  sich  schon 

3(it_l)_3  =  3Ä-6 
Stäbe  eigeben.     Diese  Zahl  (3  &  ~  6)  darf  aber  höchstens  gleich  der 
Geeamtzahl  der  Stäbe  sein.    Hieraus  folgt: 
3ifc~6<21fc-3, 

1)  Biga,  Ind.  Zeitang  18  (1881)  p.  ST.  Die  folgenden  %tn  nnd  Formein 
dieses  Pantgraphen  sind  dei  Arbeit  von  U.  OiSbler  entnommen. 
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wftB  nnr  Rlr  Ä  =■  3  (also  beim  Dreieck)  auf  keinen  Widersprocli  fßhrt. 
Da  bei  mehr  als  drei  (k  —  2)-facb6n  Cuotenpankten  sich  eine  noch 
größere  Zahl  von  Stäben  ei^ben  vürde,  so  folgt  der  Satz: 

Abgesehen  vom  Dreieck  iann  ein  hestimmtea  Faehwerk  eon  k  Kno- 
tenpui^den  höA^ens  ewei  (k  —  2yfache  Knotenpunkte  haben. 

In  dieser  Weise  lassen  sich  leicht  weitere  Sätze  herleiten; 

Es  möge  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  k  EnotenpnnkteD  k^  ein- 
fache, K'i  zweifache  nnd  allgemein  i,  t-fache  Enotenpnnkte  besiizen 
Dann  ist  jedenfalls: 

(1)  *-^*' 

Da  in  jedem  i-fachen  Knotenpunkt  (i  +  1)  Stabe  znsaminentreffen, 
80  wird  die  doppelte  Anzahl  der  Stäbe  sein: 

Daraus  ergibt  sich  die  Gleichong: 

oder  in  Berflcksichtigung  der  Qleichnng  (1): 

(2)  Sk-6  +  ^ik^. 

Aas  den  Oleichnngen  (1)  und  (2)  kann  eine  der  Größen  k^  Jt^, . . . 
eliminiert  und  so  Gleichungen  hergeleitet  werden,  die  sich  sa  «ei- 
teren SchluBfolgemngen  verwenden  lassen.  Ea  sei  nnr  k  eliminiert. 
Dann  ergibt  sich: 


oder 

(3)  2i,-H*,  =  6-H^(i-3)Ä„ 

eine  Gleichung,  welche  die  dreifachen  Knotenpunkte  nicht  enthilt 

Da  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichang  (3)  ans  lauter 
positiven  Gliedern  besteht,  so  ist: 

(4)  2*,+i,ä6.  „  , 
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Ist  iiubefioadere  £,  —  0,  so  folgt 

d.  h.  ein  bestimmtea  Faehwei^  ohne  einfachen  Knotenpunkt  hat  we- 
nigstens sechs  eweifaehe. 

Soll  daher  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  h  Enotenpunkten,  das 
keinea  einfachen  Knotenponkt  hat,  durch  Wegnahme  eines  zweifachen 
Knotenpunktes  and  Einschaltung  des  Ereatzstabes  anf  eio  bestimmtes 
Fachwerk  von  {k~  1)  Knotenpunkten  zurückgeführt  werden,  so  hat  man 
liierbei  die  Wahl  anter  wenigstens  sechs  zwei&chen  Knotenpankten. 
Es  wird  nun  zweckmäßig  sein,  diese  Wahl  so  zu  treffen,  daß  bei 
weiterer  Reduktion  des  Facbwerkes  möglichst  wenige  zwei&che  Kno- 
tenpunkte wegzunehmen  sind. 

Anf  die  mehr  geometrischen  Eigenschaften  der  Gelenksysteme 
Ton  h  Knotenpunkten,  wie  die  Anzahl  der  Polygone  bestimmter  Art 
Qsw.  soll  hier  nicht  eingegangen  werden,  da  dieselben  weniger  Be- 
deutung tÜT  die  eigentliche  Statik  besitzen.') 


Achtzehntes  Kapitel. 

Ble   ftllgemeinen  Methoden   der  Spftnniuigsbestiminiuig   bei   dem 

bestimmten  Faehwerke. 

§  89.  nnleitang. 
Durch  die  Schnittmethode  sind  die  Spannnngea  in  allen  Fadi- 
werkeo,  bzw.  in  allen  denjenigen  SiSben  eines  Fachwerkes  analytisch 
oder  graphisch  bestimmbar,  durch  welche  sich  Schnitte  legen  lassen, 
die  nur  drei  Stäbe  treffen,  die  nicht  durch  denselben  Punkt  gehen. 
Die  Schnittmethode  weist  somit  auf  das  erste  Bildungsgesetz  hin. 
Andererseits  bietet  die  Bestimmung  der  Spannungen  keine  Schwierig- 
keiten,  wenn  das  Fachwerk  lediglich  durch  Anwendung  des  zweiten 
Bildnngsgesetzes  hergestellt  ist,  und  kann  graphisch  durch  die  Poty- 
gonalmetbode,  rechnerisch  dagegen   durch  eine  AuflSsußg   der   Olei- 

1)  In  dieser  Bichtnng  mCge  «uf  die  ünterauchungeo  von  H,  Grübler, 
G.  Lang,  C  Bodenberg  und  Fr.  Schnr  Terwieien  werden; 

M.  Grübler  Rigk  Ind.  Z.  IS  (1887)  p.  37  und  49;  U  (1888)  p.277); 
15  (1889)  p.  88;  17  (189t)  p.  Ib  a.  SO«. 

Q.  Lang,  Biga.    Ind.  Z.  1&  (1899),  p.  73. 

C.  Bodenberg  Riga.  Ind.  Z.  17  (1891)  p.  7S  n.  806. 

Fi.  Schnr  Math.  Ann.  48  (189T),  p.  US. 
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chongen  (3)  von  §  79  erfolgen,  da  ddi  dieselben  RlaHM«  paarweiae  so 
anordnen  lassen,  daß  in  jedem  solchen  Paar  nnr  zwei  nene  Unbekannte 
und  zwar  linear  entbalten  sind.  Die  anderen  bislang  gegebenen  Me- 
thoden, wie  die  Methode  der  imaginären  Gelenke  nnd  die  Hethode 
„de  la  faosBe  position"  sind  nur  unter  speziellen  VoraussetEnngen  an- 
wendbar. Die  bisher  behandelten  graphischen  Methoden  reichen  daher 
jedenfalls  zur  Spannungsbestimmiing  bei  kompKzierteren  Fachwerken, 
bei  deren  Herstellang  das  dritte  Bildungsgesetz  verwandt  ist,  im  allge- 
meinen nicht  ans. 

Was  non  die  analytische  Bestimmung  der  Spannnngen  betrifft, 
so  lassen  sich  ja  die  Gleichungen  (2)  von  §  79  stets  aufstellen.  Bei 
der  groflen  Zahl  der  Unbekannten  aber  wird  sich  die  Berechnung  der- 
selben Oberhaupt  nicht  oder  nur  sehr  mflhselig  erreichen  lassen,  wenn 
nicht  das  Gleichungssystem  auf  ein&chere  Systeme  unter  Benutzung 
der  speziellen  Form  der  Gleichnngen  bzw.  der  Struktur  des  Fach- 
werkes  zorflckgeführt  wird. 

Es  ist  daher  erforderlich  allgemeine  Methoden  zn  entwickeln, 
welche  anf  alle  bestimmten  Fachwerke  anwendbar  sind  nnd  einerseits 
die  graphische  Bestimmnng  der  Spannungen  ermöglichen,  andererseits 
die  Gleichungen  (2)  von  §  79  auf  einfachere  Systeme  zurückführen, 
so  daß  die  Berechnung  der  Unbekannten  ohne  weitere  Schwierigkeiten 
erfolgen  kann  Solche  allgemeine  Methoden  sind  die  von  dem  Ver- 
fasser gegebene  Methode,  die  auf  der  Struktur  der  Fachwerke  beruht, 
die  sog.  hinematische  Jüähode  von  0.  Mohr  and  H.  MQller-Breslan 
und  die  von  Fr.  Schur  erweiterte  Methode  der  regyaroken  KräßepUme. 
Es  soll  zunächst  auf  die  erste  Methode  eingegangen  werden. 

§  90.      Hpann n n guli A«Mmiin uti g  tu   dem  ungaTnalTiaTi  besUnunten  Vaoh- 

werice  dnroli  ZuräokflUurang  desselben  aofeinelnfooheresTaoliwerk. 

Die  von  dem  Verfasser ')  hergeleitete  allgemeine  Methode  für 
die  Spaunnngsbestimmung  in  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerke 
besteht  im  wesentlichen  darin,  daB  die  Spannungsbestimmung  in 
dem  vorli^^den  Fachwerk  anf  eine  mehrmalige  Bestimmnng  der 
Spannungen  in  einem  aibgdeiieten  Fachwerk  zurückgeführt  wird.  Dieses 
abgeleitete  Fachwerk  mnß  hierbei  so  hergestellt  sein,  daß  dessen 
Spannnngebestimmung  leichter  ansMirbar  ist,  sls  bei  dem  g^ebenen 
Fachwerk  und  wo  möglich  schon  durch  Anwendung  der  Schnitt-  und 
Folygonalmethode  erzielt  werden  kann.  Wesentlich  ans  dem  Gründe, 
um  eine  ungemeine  Regel  für  die  Herstellung  eines  diesen  Bedingungen 

1)  L.  Hennebeig  „Statik  dei  «tanen  Syateme"  Darmitadt  (ISM). 
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genQgenden  abgeleiteten  Fachwerkes  geben  zn  köiineD,  wird  Ton  dem 
Verfasser  das  abgeleitete  Fachverk  durcb  Beoutzong  der  Stroktui^ 
gesetze  gefunden  nnd  so  die  Beetimmong  der  Spannungen  im  Fach- 
werke TOD  h  Enoteoponkten  auf  diejenige  im  Packwerk  von  Qc—  1) 
Enoteoponkten  zoiDckgefOkit. 

Fflj  den  Fall,  dafi  das  g^bene  Fachwerk  einen  einfachen  Eno- 
tenponkt  hat,  ist  scboa  die  ZorOckfilhruug  der  Spannongsbeetimmung 
auf  das  nach  Wegnahme  des  einfachen  Enotenpnnktes  fflitstebende 
Eachwerk  dorohgefUhrt.  Dieser  Fall  kann  somit  als  erledigt  betrachtet 
werden. 

Es  werden  daher  nnr  Fa^^werke  zn  notersnchen  sein,  welche 
keine  einfachen  Enotenpnnkte  besitzen.  Einer  der  sich  dann  er- 
gebenden zwei&chen  Enoteopunkte  des  Fachwerkes  von  k  Enoten- 
ponkten  sei  mit  0  bezeichnet,  und  es  sollen  von  demselben  Stäbe 
nach  drei  Knotenpunkten  A,  B,  C  gehen.  Nach  Wegnahme  des  Eno- 
tcaipnnktes  0  und  der  Stäbe  OA,  OB,  OC  sollen  gegenseitige  Ver- 
rückangen  der  Enotenpunkte  A  nnd  B  möglich  sein,  so  daß  bei 
HinzufÜgung  des  Stabes  AS  sich  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  {Je  ~  I) 
Enotenpuokten  ergibt 

Die  Kräfte,  welche  anf  die  k  Knotenpunkte  wirken,  seien  mit  P, 
und  inabesondere  die  in  den  Punkten  0,  A,  B,  C  angreifenden  Kräfte 
mit  f^  f|,  P^  P,  bezeichnet. 

Die  Kraft  P^  lä&t  sich  auf  unendlich  viele  Arten  in  drei  Eom- 
ponenten  S„  S„  S,  in  den  SiÄben  OA,  OB,  OC  zerl^eu.  Sind  8-^, 
8f  Sg  die  Komponenten  bei  einer  speziellen  möglichen  Zerlegung  und 
S,",  S,",  3t"  drei  in  OA,  OB,  OG  liegende  Kräfte,  die  im  Gleich- 
gewicht stehen,  so  sind  alle  möglichen  Zerl^ungen  ron  P,  in  die 
drei  Eomponenten  in  OA,  OB,  OG  in  der  Form  enthalte: 

f  S,  -  Si'  -t-  iS,", 
(1)  S,  -  ^'  +  X8-', 

\  s,  -  s;  +  xs,", 

wo  X  ein  unbestimmter  Multiplikator  isi  Diese  drei  Kiilfte  jS,,  S^ 
Sg  drficken  den  Einfluß  aus,  den  der  Knotenpunkt  0  und  die  Kraft 
Pg  auf  die  Spannungen  in  den  öbrigen  Stäben  des  Fachwerkes  be- 
sitzt 

Es  sei  nun  der  Knotenpunkt  0  weggenommen,  daför  der  Stab 
AB  hinzugefügt  und  das  so  erhaltene  Fachwerk  von  (i  —  1)  Enoten- 
pnnkten  als  das  abgeleitete  Fachwerk  betrachtet.  Sollen  dann  die 
Spumungen  in  den  Stäben  des  abgeleiteten  Fachwerkes  Von  (k  —  1) 
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Enotenponkten  flbereinstimmfla  mit  denjenigen  Spanonngen,  die  in 
dem  gegebenen  Fachverk  von  k  Kuotenpankten  auftreten,  so  muß 
«8  mSglich  sein,  den  Faktor  l  so  zu  bestimmen,  daß,  wenn  auf  die 
drei  Knotenpunkte  Ä,  B,  C  des  abgeleiteten  Facbwerkes  die  Resul- 
tanten P,',  P,',  P,'  Toii  P,  und  S„  P,  und  S„  P,  und  8,,  dagegen 
auf  die  übrigen  Knotenpunkte  die  früheren  Kräfte  P^  P^  ■  ■  ■  wirken, 
sich  in  dem  Stabe  AB  eine  Spannung  von  der  Größe  Kull  ergibt. 
Es  ist  also  die  Aufgabe  zu  lögen,  bei  dem  abgeleiteten  Fschwerke  toq 
(A:— 1)  Knotenpunkten,  bei  welchem  infolge  des  in  Sy  S,,  S^  vorkommenden 
Faktors  l  die  auf  die  drei  Knotenpunkte  Ä,  B,  C  wirkenden  Kräfte 
Pj',  Pf,  P,'  noch  unbestimmt  sind,  die  Spannungsbestimmung  so 
durchzuführen,  bzw.  den  Faktor  l  so  zu  bestimmen,  daß  die  Spannung 
in  dem  Stabe  ^J7  gleich  Null  ist.  Diese  Au^^be  läßt  sich  auf  eine  zwei- 
malige Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  abgeleiteten  Fachwerk 
von  (h  —  1)  Knotenpunkten  zurückftihren. 
Eb  seien  gefunden: 

1.  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  abgeleiteten  Fachwerkes 
Ton  {k  —  1)  Knotenpunkten,  wenn  auf  die  drei  Knotenpunkte  A,  B, 
G  die  Kesoltanten  ron  P^  und  5,',  von  P,  and  jS,',  Ton  P,  und  S,' 
und  anf  die  Qbrigen  Knotenpunkte  die  Kräfte  P„  P»  -  ■  -  wirken. 

EUerbei  möge  sich  in  einem  Stabe  \^  die  Spannung  S'n,  und 
insbesondere  in  dem  Stabe  AB  die  Spannung  S^'  ergeben  haben. 

2.  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  abgeleiteten  Fachwerken 
Ton  (k  —  1)  Knotenpunkten,  wenn  auf  die  drei  Knotenpunkte  A,  B, 
C  die  drei  im  Oleichgewichte  stehenden  Kräfte  8^",  S^",  S^"  und  auf 
die  übrigen  Knotenpunkte  gar  keine  Kräfte  wirken. 

Hierbei  möge  sich  in  einem  Stabe  l(^  eine  Spannung  S7a  und  ins- 
besondere in  dem  Stabe  AB  die  Spannung  8^"  er^ben  haben. 

Sind  diese  Bestimmungen  durchgeführt,  so  wird  bei  dem  ab- 
geleiteten Fachwerk  von  (k  —  1)  Knotenpunkten,  anf  welches  jetzt 
in  den  Enot^nponkten  A,  B,  C  die  Kräfte  P,',  P,',  P,'  und  in  den 
übrigen  Knotenpunkten  die  Kräfte  P^,  P^  ■ . .  wirken,  in  dem  Stabe 
Ifi,  sich  die  Spannung 

(2)  s„  -  s;,  +  is;, 

und  insbesondere  in  dem  Stabe  AB  die  Spannung 

So  -  Sa  +  iSa" 

ergeben.    Die  Richtigkeit  dieses  Schlusses  folgt  sofort  daraus,  daß  die 
Gleichungen  (2)  von  §  79  sowohl  in  bezug  auf  die  Spai 
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wie  in  bezag  anf  die  äußeren  Kräfte  X^,  Y^  üneftr  Bind.  Wenn  daher 
die  äoSeren  Kräfte  P^  in  der  Form: 

p;  +  XP," 
dargestellt  sind,  wo  P/  und  P/'  tdr  Bich  Qleicligewichtasysteme  bilden, 
so  werden  Bich  die  Spannungen  in  der  Form 

ergeben,  wo  5^'^  die  Spannungen  Bind  für  das  System  der  Kräfte  P/ 
und  S't\  die  Spannungen,  wenn  auf  das  Facbwerk  nur  dsB  Eräfte- 
Bystem  P/'  wirkt. 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  es  mSglich  ist,  l  endlicb 
und  eindeutig  bo  zu  beBtimmen,  daß  die  Spannung  8^  in  dem  Stabe 
AB  gleich  Kuli  wird: 

bzw. 

(3)  S^'+lS^"=0. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  möglich: 

1.  Eb  ist  iSp"^0.  Eb  gibt  dann  nur  einen  einzigen  ganz  be- 
stimmten und  endlichen  Wert  von  X,  der  der  Qleichung  (3)  genfigt, 
nämlich 


Bei  Einsetzung  dieses  Wertes  von  Jt  in  die  Gleichungen  (2)  folgt 
für  die  Spannung  S^^  in  dem  Stabe  If^  des  g^ebenen  Fachwerkes  von 
h  Knotenpunkten  der  Wert: 

Es  sind  alno  hiermit   die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben  des 
gegebenen  Fachwerkes  you  k  Knotenpunkten  gefunden. 
2.   Es  ist  S^'~  0.    Die  Gleichung  (3)  wird  dann: 
«(,'=  0. 

Für  diesen  Fall  folgt,  daß  die  Kräfte  P„  die  auf  die  Knotenpunkte 
des  g^ebenen  Facbwerkes  von  k  Knotenpunkten  wirken,  nicht  be- 
liebig den  Gleichgewiehtsbedingungen  entsprechend  angenommen 
werden  dürfen,  wenn  eine  Lösung  des  Problemes  überhaupt  vorhanden 
sein  soll.  Sind  aber  die  Kräfte  so  gewählt,  daß  S^'  =•  0  wird,  so  ist 
die  Gleichung  (3)  iOi  jeden  endlichen  Wert  von  i.  erfiillt.  Die  Glei- 
chungen (2)   wfirden  unendlich  viele  Werte  für  die  Spannungen  S^ 

Hanaabarg,  GnphlHsha  SUdk.  Si  C  ~OOOIp 
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in  den  Stäben  l^^  liefern.  Würde  der  Fall  S^"=  0  eintreten,  ao  wäre 
das  vorliegende  System  von  k  Knotenpunkten  and  (2k  —  3)  Stäben 
nicht  statisch  bestimmt  und  könnte  somit  nach  dem  FÖpplschen 
Satze  entgegen  der  gemachten  Voranssetzung  auch  nicht  kioematiBc}i 
bestimmt  sein.  Ist  8^"=  0,  so  liegt,  falls  überhaupt  die  Stmktnr 
des  vorliegenden  Gelenksystemes  die  ftlr  die  bestimmten  Fachweiie 
erforderliche  ist,  der  Grenzfall  vor, 

Es  soll  der  Fall  <%"="  0  noch  genauer  untersucht  werden. 

Ee  sei  das  Koordinatensystem  in  derselben  Weise  wie  in  §  87 
gewählt,  nämlich  der  Punkt  Ä  zum  KuUpunkt  gemacht  and  die 
X-Achse  durch  den  Punkt  B  gelegt  Die  dr-Koordinate  des  Punktes  B 
sei  Xj,  die  Koordinaten  des  Punktes  C  seien  x,,  y,  und  £,  i]  die- 
jenigen des  Punktes  0. 

Nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  drei  Stäbe  OA, 
OB,  OC  werden  virtuelle  Verrückungen  ix„  Sx„  Äy,  der  beiden 
Punkte  B  und  C  möglich  sein.  Zwischen  denselben  bestehen  nach 
§  87  die  Gleichungen: 

,g,  taSxt+b3x,  +  cdy,—  0, 

\a'dXt  +  b'dx,  +  ifSy,=  0. 

Die  Komponenten  dei  Kräfte  Si",  <?,",  S^"  seien 

x,r"„   x,7„  z,r,. 

Soll  iS'o"—  0  sein,  so  würde  in  dem  nach  Wegnahme  des  Knoteo- 
punktes  0  erhaltenen  System  auch  dann  Gleichgewicht  vorhanden  sein, 
wenn  der  Stab  AB  nicht  eingeschaltet  wird  Nach  dem  I^rinzip  der 
virtuellen  VerrOcknngen: 

Z(X,Sx^  +  Y.djft  +  Zfd^,)  =  0 
würde  demgemäß  die  Gleichung  folgen: 
(6)  X,SXi  +  X^dx,  +  Ygdy,  -  0. 

Da  die  Kräfte  S^",  Sj",  Sj"  durch  den  Punkt  0  gehen,  so  werden 
deren  Komponenten  sich  schreiben  lassen: 

X,-£r„     X,-(S-j-,)r„     X,-(l-x,)r„ 

l'i-in,     ^i-V,,  Y,— (ti  —  y,)r,. 

Da  ferner  die  Kräfle  S",  S^",  S^"  im  Gleichgewicht  stehen,  so  ist: 

X,+  X,+  X,-0, 

Y,+  Y,+  r,-o 

DiBiiiz.d, -Google 
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und  Bomit: 

Yi  -  fii?[(a:, -  g)y,  +  (a;,  -  a;,)i;], 

Fj  -  ii{r]  -  y,)a:,i), 
wobei  (t  irgendeinen  Faktor  bedeutet. 

Die  Qleichgewichtsbedingung  (6)  wird  somit: 

Nun  müssen  die  Gleicbtmgen  (5)  and  (7)  aacb  für  von  NoU 
verschiedene  Werte  dx^,  Sx^,  dt/,  nebeneinander  bestehen.  Dies  ist 
der  Fall,  wenn  die  Determinante  aus  den  KoeMzienten; 

i)=  a  he 

a'  V  c* 

den  Wert  Nnll  hat  Werden  wie  in  §  87  die  ünterdeterminanten 
mit  Dl,  Df,  i)j  bezeichnet: 

A-  .,  . ,   A-   ,  ,L   A=    ,,,1, 

|oc|  jC'^l  i*^^: 

so  wird 

I>-(l-x,){iv,-'l':,)D,+  ',l(i-',)I>,  +  ':,l{v-S,)I>,- 
Soll  nun  iS"'=  0  und  daher  J)  =  0  sein,  so  ist 

S-«.)«».— i«.)A  +  «.1Ö-*.)A+ ».1(1-».)-".- 0- 

Dies  ist  aber  derselbe  Kegelschnitt,  der  in  g  87  OL  (6)  als  Grenz- 
kegelscbnitt  erhnlten  ist. 

Soüte  demgemäß  bei  Ausführung  der  Spannungsbestimmung  in  dem 
Ersatsstah  A3  sich  eine  Spannung  8,,"=  0  ergä)en  haben,  so  würde 
in  dem  geg^enen  System  von  k  Knotenpunkten  und  {2  k  — 3)  Stäben 
die  Spannungä>esiimmung  nur  durchführbar  sein  für  speti^  Gleieh- 
gewiehissysteme  von  Kräßen  und  alsdann  auf  unendlich  viele  Arten. 
Es  liegt  der  in  §  87  behandelte  Grenefaä  vor. 

In  dieser  Betrachtung  ist  gleichzeitig  ein  weiterer  Beweis  des 
Föpplsches  Satzes  enthalten,  nach  welchem  die  kineniatisch  be- 
stimmten Gelenlcsyateme  identisch  sind  mit  den  statisch  bestimmten.') 


1}  Wie  von  L.  Eeiineberg  die  aUgemeine  Methode  der  SpaDunngBbeitim 
mang  TerOffeDtlioht  wurde,  lag  ein  anFführlicher  Beweis  des  Satzes  von  A.  Pöppl 
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Da  nämlicli  die  statisch  beatimmten  Gelenksy steine,  irie  die 
kiDematisch  bestimmtea  bei  k  Knotenpunkten  diesellae  Anzahl  (2k— S) 
Ton  Stäben  haben,  so  gilt  der  hergeleitete  Satz,  nach  welchem  wenig- 
stens ein  einfacher  oder  zweifacher  Kaotenpnnkt  vorhanden  ist,  so- 
wohl fUr  die  kinematisch  bestimmten  wie  fUr  die  ststiBch  bestimmten 
Gelenksysteme. 

Es  sei  nun  bei  einem  Gelenksjstem  K  von  k  Knotenpunkten 
und  (2k  —  3)  Stäben  ein  einfacher  Knotenpunkt  0  TOrhanden,  Ton 
dem  zwei  Stäbe  nach  zwei  anderen  Knotenpunkten  A  und  B  gehen. 

Damit  das  Qelenkaystem  K  kinematisch  bestimmt  ist,  sind  zwei 
Bedingungen  erforderlich: 

1.  Es  muß  das  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der 
Stäbe  OA  und  OS  entstehende  Qelenksjstem  von  (k  —  1)  Knoten- 
punkten und 

2{k  -  1)  -  3 

Sföben  kinematisch  bestimmt  sein. 

2.  Die  beiden  ron  0  ausgehenden  Sföbe  OA  und  OB  dürfen 
nicht  in  dieselbe  Gerade  &llen,  da  sonst  der  Grenzfall  der  unendlich 
kleinen  Bejreglichkeit  vorliegen  wQrde. 

Damit  andererseits  das  vorliegende  Gelenksystem  K  von  k  Knoten- 
punkten statisch  bestimmt  ist,  muß: 

1.  das  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  Stäbe  OA 
und  OB  entstehende  Qelenksystem  statisch  bestimmt  sein, 

2.  es  dürfen  die  beiden  von  0  ausgehenden  Stäbe  OA  und  OB 
nicht  in  eine  Gerade  fallen.  Würden  sie  zusammenfallen,  so  würde 
die  Spann  ungebeBttmmung  nur  durchführbar  sein,  wenn  die  in  0  an- 
greifende Kraft  auch  in  diese  Gerade  fallt,  dann  aber  auf  unendlich 
viele  Arten. 

Es  möge  nun  ein  Gelenksystem  K  von  k  Knoianpunkien  und 
{2k  —  3)  Stäben  keinen  einlachen  Knotenpunkt  besitzen.  Dann  ist 
jedenfalls  ein  zweifacher  Knotenpunkt  0  vorhanden,  von  dem  drei 
Stäbe  nach  drei  anderen  Punkten  A,  B,  C  geben.  Nach  Wegnahme 
des  Knotenpunktes  0  und  der  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC  sind  jedenfalls 
zwischen   zweien   der  drei  Punkte  A,  B,  C  z.  B.  zwischen  A  und  S 


noeh  nicht  vor,  aondern  nur  die  kur^e  Andeatung  desselben  in  A.  POppl. 
„Theorie  des  Faeliwerkei",  Leipzig  (1880),  p.  36.  Demgemfifi  wnrde  von  L.  Heone- 
berg  dieser  Beweis  auf  Grand  der  Stinktorgesetie  gegeben.  Aber  abgeaehen 
von  diesen  historischen  Gründen  mOchte  ein  solcher  Beweis  bei  der  Wichtigkeit 
des  Sattes  von  FOppl  »uch  jetzt  noch  einige«  Interesse  besitzen. 
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Bewegnngen    möglicli.     Das    Oelenkaystem    von    (i  —  1)    Knoten- 
punkten und 

2(ifc  -  1)  -  3 
Stöben,   daa    nach   WegD&hme   des   Knotenpunktes    0   nnd   der   drei 
Stäbe  OÄ,  OB,  OC,  sowie  Einschaltung  des  Stabes  A£  entsteht,  sei 
das  tAgdeitäe  Gdenksystem  genannt. 

Damit  nun  das  Gelenksystem  iTron  k  Knotenpunkten  und  (2k— 3) 
Stäben  kinematisch  bestimmt  ist,  ist  erforderlich; 

1.  Das  abgeleitete  Gelenksystem  muB  kinematisch  bestimmt  sein. 

2.  Der  Punkt  0  darf  nicht  auf  dem  Grenzk^elschnitt  liegen. 
Andererseits  ist  das  gegebene  Gelenksystem. £^  statisch  bestimmt^ 

wenn: 

1    das  abgeleitete  Gelenksystem  statisch  bestimmt  ist, 

2.  der  Punkt  0  sieht  auf  dem  Grenzkegelschnitt  liegt. 

Die  Methoden,  durch  die  aus  dem  a%emeinsten  statisch  be- 
stimmten Gelenksysteme  tou  (k  —  1)  Knotenpunkten  alle  statisch  be- 
stimmten Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten  beigestellt  werden 
können,  stimmen  somit  überein  mit  den  Methoden,  durch  welche  sich 
aus  dem  allgemeinsten  kinematisch  bestimmten  Gelenksystem  von 
{k  —  1)  Knotenpunkten  alle  kinematisch  bestimmten  Gelenksysteme 
von  k  Knotenpunkten  herleiten  lassen. 

Da  non  das  einfachste  kinematisch  bestimmte  Gelenksystem,  das 
Dreieck  mit  nicht  zusammenfallenden  Seiten,  auch  statisch  bestimmt 
ist  und  sich  aus  einem  solchen  Dreieck  durch  Anwendung  derselben 
Methoden,  wobei  sieh  auch  die  Aosnahmsfälle  decken,  sowohl  alle 
kduematisch  bestimmten,  wie  alle  statisch  bestimmten  Gelenksysteme 
Ton  k  Knotenpunkten  herleiten  lassen,  so  müssen  überhaupt  die  Mne^ 
matisch  bestimmten  Qelenksysteme  identisch  sein  mit  den  statisch 
bestimmten.     So  ergibt  sich  der  Satz  von  Föppl: 

Die  'kinemaiisch  bestimmten  Gelenksysteme  und  die  statisch  le- 
Btimmien  sind  idetUisch. 

Daraus  folgt  filr  diese  Gelenksysteme  der  gemeinsame  Name  be- 
stimmte Fachwerke. 

§  91.    Bpannnngsbestimmnng  in  dem  allgemeinen  bestimmten 

Faohwerke  dm-oh  ZurüokfüliTang 

desselben  auf  ein  elnfboberes  Fachwerk.     Fortaetzong. 

Durch  die  Untersuchungen  des  §  90  ist  die  Spannungsbestimmung 

in  einem  g^ebenen  bestimmten  Fachwerk  K  von  k  Knotenpunkten, 

das  keinen  einfachen  Knotenpunkt  hat,  zurUckget^rt  auf  eine  zwei- 

dki_  I    C~.oog[e 
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maiige  Bestdinmiuig  der  Spannung  in  einem  abgeleiteten  Fachwerk  K' 
TOD  Qi  —  1)  Knotenpunkten.  Es  kann  sein,  daß  das  erhaltene  ab- 
geleitete Fachwerk  K'  von  (k  —  1)  EnoteDpnnkten  ebonfalla  keinen 
einfachen  Knotenpunkt  besitzt  und  keine  einfache  Spannungsbestim- 
mung  gestattet.  Es  wärde  dann  das  Verfahren  zu  wiederholen  sein 
and  in  gleicher  Weise  aus  dem  abgeleiteten  Fachwerk  K'  von  (i— 1) 
Knotenpunkten  dnrch  abermalige  Wegnahme  eines  zweifechea  Knoten- 
punktes und  Einschaltung  des  Ersat/^stabes  das  abgeleitete  Fachweric, 
also  das  zweite  abgeleitete  Fachwerk  des  gegebenen  herzuleitien  sein. 
Zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  g^ebenea  Fachwerke  Ton 
k  Knotenpunkten  sind  dann  dreimal  die  Spannungen  in  dem  zweiten 
abgeleiteten  Facbwerk  Ton  {i  —  2)  Knotenpunkten  zu  ermitteln.  Di* 
Spannung  in  einem  Stabe  des  gegebenen  Fachwerkes  K  stellt  sich  so 
in  der  Form  dar: 

8"+  IS"+  (lS", 
wobei   die  Multiplikatoren    sich  aus   der  Bedingung  ergeben,  daB  die 
Spannungen  in  den  beiden  Ersatzstäben  gleich  Null  sein  müssen. 

In  dieser  Weise  würde  das  Verfahren  zu  wiederholen  sein,  bis 
sich  schließlich  ein  abgeleitetes  Facbwerk  ergibt,  bei  dem  die  Span- 
nungsbestimmung durchführbar  ist.  Da  aber  jedesmal  sich  die  Zahl 
der  Knotenpunkte  um  Eins  reduziert  und  sich  so  schließlich  ein 
Dreieck  ergibt,  bei  welchem  die  Spannungen  leicht  anzugeben  sind, 
so  muß  das  Verfahren  mit  der  Zeit  zum  Ziele  fahren.  Es  ist  somi 
in  den  Unt^siichungen  von  §  90  tatsächlich  eine  allgemeine,  nie  w- 
sagende  Methode  für  die  SpannungsbesÜmmung  enthdten. 

Die  Äusl^hrung  der  Methode  gestaltet  sich  natürlich  um  so  ein- 
facher, je  weniger  zweifache  Knotenpunkte  wegzunehmen  sind,  damit 
eich  ein  Fachwerk  ergibt,  für  welches  die  Spannungsbestimmnng  nscb 
den  gewöhnlichen  Methoden  durchführbar  ist.  Es  wird  dabei  aaf 
eine  zweckmäßige  Reduktion  des  gegebenen  Fachwerkes  ankommen 
(siehe  §  87  und  §  88).  In  den  praktischen  Fällen  möchte  es  jedocli 
selten  erforderlich  werden,  mehr  als  höchstens  zweimal  eine  RcduktioD 
Tomehmen  zu  müssen. 

Bei  der  Herleitung  des  abgeleiteten  Fachwerkes  ist  femer,  *ie 
G.  Mehrtens  bemerkt  hat,  möglichst  darauf  zu  sehen,  daß  no^ 
Knotenpunkte  weggenommen  werden,  auf  welche  keine  äußeren  Kräfte 
wirken,  da  sich  dann  Vereinfachungen  für  die  zu  zeichnenden  Kiäflt:- 
pläno  ergeben.')    Da  bei  den  Torkommenden  Fachwerken  in  der  Elegel 

1)  Siehe  das  vorafigliche  Weik  von  0.  Mehrtene,  „Statik  der  Baukon- 
strahtioDen  und  Feetigk  ei  talehre",  Leipzig  (190S),  Bd.  I,  p.  I&B. 
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nur  auf  einen  Teil  der  Enotenpimkte  äaßere  Kräfte  wirkeii,  so  wird 
es  meisteoB  mSglicli  sein,  ohne  anderweitige  Nachteile,  hiemaeli  die 
Bedaktion  des  gegebenen  Fachwerkes  Torzunehmen. 

Im  übrigen  ist  die  Methode  sowohl  aoalytiBch  wie  graphisch 
durchitUirbar.  Ist  es  nur  erforderlich  bei  dem  Fach  werke  von  k 
Knotenpunkten  einen  einzigen  zweifachen  Enotenpankt  wegzunehmen, 
so  wfirde  bei  der  analytischen  Anwendung  der  Methode  die  Auf- 
lösung eines  Systemes  von  (2A;— 3)  linearen  Gleichungen  mit  (21;— 3) 
Unbekannten  zurückgeführt  sein  auf  die  Auflösung  von  zwei  Systemen 
Ton  (2  k  —  5)  linearen  Gleichungen  mit  (2  b  — 5)  Unbekannten,  wobei 
diese  beiden  Systeme  von  (2k  —  5)  linearen  Gleichungen  sich  nur 
durch  die  absoluten  Glieder  unterscheiden.  Der  Vorteil  dieser  Berech- 
nungsart  gegenöber  der  gewöhnlichen  Elimination  besteht  einerseits 
darin,  daß  diese  beiden  Systeme  von  {2k  —  ö)  Gleichungen  sich  sofort 
anschreiben  lassen,  andererseits  darin,  daß  die  {2k  — S)  Gleichungen 
dieselbe  einfache  Struktur  wie  die  ursprfinglichen  (2i—3)  Gleichungen 
haben,  bzw.  daß  in  jeder  der  {2h— o)  Gleichungen  wie  in  jeder  der 
(2^—3)  Gleichungen  nur  ganz  wenige  Unbekannte  vorkommen. 

Bei  der  graphischen  Dnrchfllhrung  der  Methode  kommt  es  darauf 
an,   für    das   abgeleitete  Fachwerk  von   {k  —  1)  Knotenpunkten  zwei 
Kräftepläne  zu  zeichnen  und  nach  entsprechender  proportionaler  Ände- 
rung des  zweiten   Kräfte- 
planes     die     Spannungen 
desselben  von    den  dnrch 
den  ersten  Kräfteplan  be- 
stimmten abzuziehen.  Wel- 
che   graphische    Methode 
hierbei  zur  Herstellung  der 
beiden    Eräftepläne    ver- 
wandt   wird,    ist    gleich- 
gültig. 

In  dieser  Weise  ist 
die  Spannungsbestimmung 
dorchgeföhrt  für  das  Fach- 
werk  Fig.  272,  welches 
keinen  einfachen  Knoten- 
ponkt  hat,  und  bei  dem 
die  bisher  gegebenen  Methoden  der  Spannungsbestimmung  im  Stich 
lassen.  Der  Einfachheit  wegen  ist  vorausgesetzt,  daß  nur  auf  die 
drei  Knotenpunkte   2,  6,  8   drei    im   Gleicl^ewicht  stehende  Kräfte 

I  Google 


536     t8.  KapiteL   Die  allgeai«ineD  Methoden  der  SpannniigabeatünmuDg  usw. 

wirken.     Bei  den  sieben  zweifachen  Knotenpankten  kann   das   abge- 
leitete Facbwerk  in  Terschiedetier  Weise  hergestellt  werden. 

Dem   Yorachlage  von  G.   Mehrteas  entsprechend    ist  der  nn- 
beUsteteKnot^npankt  1  weg- 
genommen   und    dann    der 
Stab  69  als  Eraatzstab  ein- 
geehrt.     Es    hat    sich    so 
das    abgeleitete     Fachwerk 
Fig.  373  ergeben,  das  sich 
nach  dem  zweiten  Bildongs- 
gesetz  herstellen  läßt,  und 
bei  den)  die  Polygone  in  der 
Reibenfolge  2,   3,  4,  5,  6, 
7,  8  gezeichnet  werden  kön- 
nen.   Für  dieses  Fachwerk 
ist  zweimal  die  Spannongs- 
bestimmung  darchgefübrt 
Fig.  274  stellt  den  Spaa- 
nongsplao    dar,  wenn  auf  die  drei  Knotenpunkte  2,  6,  S  die  drei  ge- 
gebenen  Er^te  P,,  Pg,  Pg  wirken.    Die  Spannasgen  in  den  einzelnen 
Stäben  sind  darch  dieselbea  Bach- 
staben  wie   die   Stabe   des   Fach- 
Werkes   bezeichnet.     In     dem    Er- 
satzstab hat  sich  insbeBoodere  eine 
Zugspannong  5  ergeben.  DaFig.273 
auch  nach  Hinzufagong  des  Seil- 
polygons  der  äußeren  Kräfte  nicht 
das  Bild  eines  geschlosBeneD  Poly- 
eders liefert,  so   kommen   in  Fig. 
274  einige  Spannungen  doppelt  TOr. 
Fig.    275    stellt    den     Span- 
nangaplsn  des   abgeleiteten  Fach- 
werkes Fig.  273  dar  für  den  FaU, 
daß  auf  die  Knotenpunkte  2,  6,  9 
drei   im    Gleichgewichte    stehende 
Kräfte  Sj  ^j,  Sg  wirken,  die  in  den  drei 
weggenommenea   Stäben   21,  61, 
"'  91  liegen.  Die  Spannungen  der  ein- 

zelnen Stäbe  sind  in  gleicher  Weise  wie  in  Fig.  274  bezeichnet.  In  dem 
Ersatzstab  hat  sich  eine  Druckspannung  ergeben.   Unter  Benutzung  des 
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Foitaetzung. 


Puaktes  Ä  als  Ähnlichkeitszentruin  ist  dieser  Spaonungaplan  dann 
80  proportional  geändert,  daß  die  nun  erhaltene  Spannung  AS  in 
dem  Ersatzstab  dieselbe  Länge  bekommt  wie  die  Spannung,  die  sich 
in  Fig.  374  fOx  den  Ersatzstab  ei^ben  hat.  Dieser  durch  diese  pro- 
portionale ÄndeniDg  erhaltene  Spannungsplan  ist  in  Fig.  275  durch 
gestrichelte  Linien  gekennzeichnet. 

Da  sich  In  Fig.  274  die  Spannung  in  dem  Ersatzstab  als  eine 
Zugspannung,  in  Fig.  275  dagegen  als  eine  Druckspannmig  ergeben 
hat,  so  werden  die  Spannungen  in  dem  gegebenen  Fachwerke  Fig.  272 
folgen,  indem  die  in  Fig.  274  erhaltenen  Spannungen  und  die  Span- 
nungen des  gestrichelten  Spannungsplanes  in  Fig.  275  addiert  werden. 
Hierbei  sind  die  Zugspanuungen 
als  positiv  and  die  Druckspan- 
nungen negatir  einzuführen. 

Als  das  Weseutliehe  der  vor- 
stellenden Methode  ist  es  anzu- 
sehenj  dafi  ans  dem  gegebenen 
Fachwerke  durch  Wegnahme  von 
Stäben  und  Einschaltung  Ton 
Ersatzstäben  ein  neues  Fachwerk, 
das  abgeleitete  Fachwerk,  her- 
gestellt ist,  welches  eine  einfachere 
Spannnngsbestimmung  gestattet, 
und  daß  dann  die  Bestimmung 
der  Spannungen  in  dem  gegebenen 
Fachwerke  auf  eine  mehrmalige  Ytg.  iis. 

Spannungsbestimmung     in     dem 

abgeleiteten  Fachwerke  zurückgeführt  wird.  Daß  hierbei  das  abge- 
leitete Fachwerk  auf  Grund  des  dritten  Bildungsgesetzes  durch  Weg- 
nahme eines  zweifachen  Knotenpunktes  und  Einschaltung  des  be- 
treffinden  Ersatzstabes  hergestellt  ist,  ist  wesentlich  geschehen,  um  eine 
nie  versagende  Methode  für  die  Herstellung  des  abgeleiteten  Fach- 
werkes und  fdr  die  Spannungsbestimmung  zu  erhalten.  Eine  Not- 
wendigkeit jedoch,  gerade  in  dieser  Art  das  abgeleitete  Facbwerk 
heranleiten,  liegt  in  keiner  Weise  vor.^)  Vielmehr  wird  jedes  be- 
stimmte Fachwerk,  das  aas  dem  gegebenen  Fachwerk  durch  Wegnahme 
von  Stäben  und  Einschaltung  von  Ersaiiztäben  (siehe  §  88)  gefunden 
ist,  and  welches  keine  Schwierigkeiten  bei  der  Spannungsbestimmung 
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bereitet,  als  abgeleitetes  Fachwerk  in  gleicher  Weise  dazu  verwendet 
werden  können,  um  die  Spannungen  in  dem  gegebenen  Fachwerk  zu 
ermitteln. 

Demgemäß  wird  von  H.  MfiUer-Breslau*)  unter  der  Bezeich- 
nung Methode  des  Ersatestabes,  die  Regel  gegeben:  es  möge  das  Fach- 
werk unter  Beseitigung  von  St&ben  und  HinzufOgnng  von  ebenBOviel 
neuen  Stäben  (Eraatzstäben)  in  ein  neues  Stabgebilde  verwandelt 
werden,  dessen  statische  Bestimmtheit  „auSer  Zweifel  steht"  und 
dum  die  Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  gegebenen  Fachwerke 
auf  diejenige    in    dem   reduzierten   Fachwerk   zurfickgefQhrt    werden. 


Flg.  itt. 


Dieses  Verfahren  ist  amso  weniger  als  eine  neue  Methode  aoznsehen, 
als  alle  anderen  Gedanken  der  Methode  des  Verfassers  entlehnt  sind, 
sogar  der  Multiplikator  ist  beibehalten.*) 

DaS  man  aber  in  speziellen  Fällen,  bei  denen  man  das  Fach- 
werk in  genügender  Weise  überblickt,  rascher  zum  Ziele  gelangt, 
wenn   man,  wie  dies  von  H   Mflllei-Breslan   vielfach   mit  Vorteil 

1)  H.  Müllei-BreBlftu,  „Die  graphiBche  Statik  der  BaukoDatniktioDeu", 
S.  Aufl,  Bd.  1.    Berlin  IBBT,  p.  21S,  8.  Aufl.  p.  tts. 

2)  Siehe  auch  die  AbhandlnDgen  von  H.  Müller-Brealaa,  ZentralbUtt 
d.  Bauverw.  BS  (IS03),  p.  SS,  0.  Mohr,  ZentralbUtt  d.  Baaverw.  33  (1903), 
p.  887,  103  und  L.  Henneberg,  ebenda  p.  87T  und  Zeitichr.  f.  Arch.  and  In- 
genieurweaBQ  (1903),  p.  6fiT,  sowie  die  Arbeit^-n  von  U.  Hüllei-BjeBUn,  Zeit- 
scbrift  f.  Ajch.  u.  Ingenieurweien  (1904),  p.  BS.  Die  vorzüglicbe  Beieichnnag 
ErBfttzstsb  iit  erat  von  H.  Mfiller-Brealau  eiDgeffihrt.  Der  YerfasseT  wu 
sich  übiigeoE,  wie  er  leine  Methode  der  SpannuagebeBtinunung  verSffentlichte 
(1886),  vollkommen  darüber  klar,  daß  daa  abgeleitete  Fachwerk  auch  in  anderer 
Weiae  hergestellt  werden  kann.  Ea  kam  ihm  aber  einerseftB  daranf  an,  eine 
allgemeine  einfache  und  nie  venagende  Methode  für  die  Reduktion  zu  liefern, 
andereiBeits  aber  auch  den  allgemeinen  Beweis  der  Möglichkeit  einer  derartigen 
Spannungabe  Stimmung  zu  geben.  Es  war  daher  für  ihn  die  HerBtellniig  des  ab- 
geleiteten FaohweikeB  durch  die  Bildungsgesetia  eine  Notwendigkeit 
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geschieht,  daa  abgeleitete  Pachwerk  nicht  auf  Orund  der  Bildunga- 
gesetze  herstellt,  ist  zweifellos.  Würde  z.  B.  bei  dem  Fachwerk 
Fig.  276  das  abgeleitete  Fachwerk  hergestellt  werden,  indem  dem 
Bilduagsgesetze  entsprechend  nach  Wegnahme  eines  zweifachen  Knoten- 
punktes 0,  von  dem  aus  Stäbe  nach  drei  Punkten  A,  B,  C  des  Fach- 
werkes gehen,  einer  der  drei  Stäbe  AB,  BC,  CA  als  Ersatzstab  ein- 
geföhrt  wird,  so  wäre  es  erforderlich,  zweimal  einen  zweifachen 
Knotenpunkt  wegzunehmend  Die  Spannungsbestimmung  in  dem  ab- 
geleiteten Fachwerk  ist  somit  dreimal  durchzuführen. 

Wird  dagegen  der  Stab  1  11  weggenommen  und  dafar  der 
Stab  2  7  als  Ersatzstab  eingeführt,  so  ergibt  sich  das  Fachwerk 
Fig.  277,  welches  nach'  dem  zweiten  Bildungsgesetze  he^estellt  ist, 
und  bei  welchem  sich  die  Polygone  in  der  Reihenfolge  11,  10,  9,  1, 
6,  4,  8,  6  zeichnen  lassen.  Die  Spannungsbeatimmung  in  dem  ge- 
gebenen Fachwerke  ist  daher  auf  eine  zweimalige  Spannungsbestim- 
mung in  dem  Fachwerk  Fig.  277  zurückgeführt,  wodurch  eine  erheb- 
liche Vereinfachung  erzielt  ist 

§  92.  Qrandgedsnke  der  klnematisolien  ICethode. 

Die  kinematische  Methode  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in 
einem  bestimmten  Facbwerke  beruht  auf  einem  zuerst  von  0.  Mohr 
ausgesprochenen  Gedanken'),  nach  welchom  das  Fachwerk  durch 
W^nahme  eines  zwei  Knotenpunkte  A  und  B  verbindenden  Stabes 
in  ein  bewegliches  System  (kinematische  Kette)  zu  verwandeln  ist. 
Wird  hierbei  der  Stab  AB  durch  die  GelenkdrUcke  S^  und  S^  dieses 
Stabes  ersetzt,  so  werden  nach  0.  Mohr  dieselben  mit  den  äußeren 
Kräften  P^  im  Gleichgewicht  stehen  und  sich  daher  durch  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen,  also,  wo  hier  ein  bewegliches  System  vorliegt, 
durch  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  ermitteln  lassen. 

Es  seien  für  eine  virtuelle  Verrüekung  des  durch  Wegnahme 
eines  Stabes  AB  entstandenen  Gelenkaystemes  (Fig.  278)  die  virtuellen 
VerrQckungen  der  einzelnen  Knotenpunkte  gefunden.  Die  virtuelle 
Verrüekung  eines  Knotenpunktes  i  sei  mit  v^  bezeichnet  und  mit  fr^ 
der  Winkel,  den  dieselbe  mit  der  Richtung  der  auf  den  Funkt  i 
wirkenden    Kraft   einschließt.     Insbesondere   seien  t>   und  v'   die   vir- 


1)  Zeitachr.  d.  Arch.  u.  Ing.-Ter.  zu  H&imover  20  (1874)  p.  516  und  Civil- 
ing.  (2)  31  (1886)  p.  !91.  Auch  A.  FOppl  h^t  sich  später  ia  aller  Dentlicbkeit 
so  aufgeBprochen,  eiehe  A.  FOppl,  „Theorie  des  Faohwerka",  Leipaig  (1880), 
p.  SO.  Da  der  Grundgedanke  der  Methode  vod  0.  Mohr  herrührt,  ao  ist  0.  Mohr 
in  erster  Linie  als  der  Schöpfer  der  Methode  aninschen,  es  ist  diesea  um  bo  mehr 
richtig,  als  an  den  Geüchwiadigkeitgpl&uen  mehrere  Gelehrte  mitgearbeitet  haben. 
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tuellen  Verrückiingen  der  beiden  Knot^Dpnnkte  A  und  B  und  & 
und  #'  die  Winkel,  welche  der  Gelenkdruok  Si  mit  v  und  S,  mit  v 
einschließt 

Nach  dem  Prinsip  der  rir- 
tuellen  VerrJickaogen  irt  fOr 
den  Fall  des  Gleichgewichtes 
die  Snmme  der  rirtaellen  Mo- 
mente gleich  Null  Daraus 
folgt  die  Gleichang: 
SiV  coe*  +  fi^e'co8Ö'' 
"«■  *"■  +  ^Ptfi  cos  »t  —  0. 

Da  die  beiden  Oelenkdrticke  S^  and  S^  dieselbe  Gr5ße^  aber  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben,  so  sei  gesetzt; 

Dann  wird: 

(1)  S(»'C0S*'—  V  COS#)  +^i',«,C08*(-  0, 

nnd  somit  folgt  fdr  den  Gelenkdruck  S,  der  die  Spannung  in   Asai 
Stabe  AB  liefert,  der  Wert: 


Was  hierbei  fllr  eine  virtuelle  Verrückimg  des  durch  Wegnahme 
des  Stabes  AB  erhaltenen  beweglichen  Geleoksystemes  Torgenommen 
wird,  ist  gleichgültig.  Es  ist  nur  erforderlich,  daß  diese  Venflckaiig 
keine  YerrUckaog  ist,  die  auch  bei  einem  starren  Systeme  mdglich 
ist,  also  keine  Drehung  um  einen  Punkt.  Würde  nämlich  eine  solche 
vorgenommen,  so  wäre  infolge  der  Gleichgewichtsbedingungen  der 
Kräfte  P^  am  Fachwerk: 

^PjPjCOsdj—O. 
Andererseits  wäre  aber  auch: 

V  cos  *  —  «'  cos  &'  —  0, 

da  diese  Gleichung  ja  nur  ausdrückt,  daß  die  beiden  Punkte  A  vaxd  S 
Verrückungen  erleiden,  bei  denen  ihre  Entfernung  sich  nicht  ändert, 
was  ja  der  Fall  ist,  wenn  das  System  eine  auch  bei  einem  starren 
System  mögliche  VerrÜckung  erhält.  Die  Gleichung  (1)  ist  somit 
identisch  befriedigt  und  gestattet  keine  Bestimmung  von  8. 

D,nlz.,l:>yCOOglC 
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Wird   dafür   gesorgt,   daß   die   beiden   Enotenpunkte  A   nnd  B 
gegenseitige  Yerrackungen  erleiden,  so  daß 
(3)  »  coB  fr  —  fj'  cos  *'  ^  0, 

80  ist  dorch  die  Gleidaung  (1)  bzw.  (2)  der  Wert  von  S  eindeutig 
nnd  endlich  bestimmt  let  der  Gelenkdmck  Sj  so  eingeführt,  wie 
er  bei  Zng  sein  würde,  also  vom  Knotenpunkt  weggeriehtet,  eo 
würde  S  schon  die  Spannung  in  dem  Stabe  AS  darstellen  und  zwar 
positiv  hei  Zug.  Diese  Spannimg  S  erhält  insbesondere  den  Wert 
Null,  wenn 

^PjUjCOsö-,— 0. 

Hat  sich  dagegen  ergeben,  daß  der  Bedii^ng  (3)  nicht  genügt 
werden  kann,  daß  also  unter  allen  Umständen  ist: 
V  cos  fr  —  v'  COS  fr'  =  0, 

80  wäre  die  Gleichung  (1)  nur  erfüllt,  wenn 

^P(f(C08fr,-0, 

d.  h.  für  spezielle  Eräftesysteme.  Dann  aber  ergeben  sich  ans  Glei- 
chung (1)  unendlich  viele  endliche  Werte  von  S.  Das  gegebene  Oe- 
lenksystem  ist  statisch  and  damit  auch  kinematisch  unbestimmt. 
Hat  dasselbe  die  für  die  bestimmten  Fachwerke  erforderliche  Struk- 
tur, so  wird  der  Grenzfall  vorliegen. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  tatsächlich  von 
O.  Mohr  eine  allgemeine  Methode  gegeben,  durch  welche  sich  die 
Spannnng  in  irgend  einem  Stabe  eines  bestimmten  Fachwerkes  finden 
läßt.  Da  diese  Methode  die  Kenntnis  der  virtuellen  Verrückungen 
voraussetzt,  die  sich  bei  einem  Gelenksysteme,  das  aus  einem  be- 
stimmten Fachwerke  durch  Wegnahme  eines  Stabes  entstanden  ist, 
ergeben,  so  sind  znnächst  diese  virtuellen  YerrOckungen  zu  unter- 
suchen. In  Rücksicht  darauf,  daß  in  der  Gleichung  (1)  sämtliche 
Glieder  mit  virtuellen  Yerrückungen  multipliziert  sind,  genügt  es 
hierbei,  endliche  Größen  zu  finden,  die  diesen  virtuellen  Verrückungen 
proportional  sind,  and  mit  denen  daher  konstruiert  werden  kann. 

g  93.  Die  für  die  kinematische  Methode  erforderlioben 

TeraohiebongspUne. 

nistwiaches.     Nachdem   von    0.  Mohr   nachgewiesen    war,   daß 

sich  mit  Hilfe  von  Verschiebungsplänen,  die  sich  für   die  virtuellen 

Yerräckangen  der  Knotenpunkte  eines  aus   einem  Fachwerke  durch 

W^nahme  eines  Stabes   entstandenen   Systemes    ergeben,  die  Spau- 

d:>yCOOglC 
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DUDgen  in  den  Stäben  des  Fachwerkes  finden  lassen,  lag  es  naher 
diese  VerscliiebaDgepläne  za  kooBttnieren. 

Die  ersten  derartigen  Verschiebongapläne  sind  von  Williot'} 
gegeben  worden,  sie  sind  jedoch  ganz  spezieller  Katnr  nnd  beziehen 
sich  nur  auf  Dreiecksfachwerke,  iilr  welche  die  gewöhnlichen 
Methoden  der  Spannungsbeatimmung  auereichen. 

Für  einzelne  Fachwerke,  die  keine  einfachen  Knotenpunkte  be- 
sitzen, hat  H.  Muller-Bteslan  Verschiebnngspläne  hergeleitet  and 
dieselben  auf  Grund  des  Mohrseben  Gedankens  znr  Spannungsbestim- 
mung benutzf)  Ebenso  hat  H.  Müller-Breslau  gezeigt,  wie  sich 
aus  dem  gezeichneten  Verschiebnngsplan  erkennen  läBt,  ob  das  als 
Fachwerk  angenommene  Sjstem  stabil  ist  oder  nicht.  Allgemeine 
Methoden  znr  Herstellung  von  Yerschiebungsplänen  sind  noch  nicht 
enthalten. 

Die  erste  grQndliche  Untersuchung  der  VerschiebungspUine  ist 
von  0.  Mohr  gegeben  worden.*)  In  derselben  werden  die  virtaellen 
VerrUckungen  durch  Strecken  dai^esUllt,  die  denselben  parallel  sind, 
während  von  H.  MQller-Breslan  die  bequemeren  sog.  normalen 
Geschwindigkeiten  verwandt  werden. 

Was  die  späteren  Untersnchuhgen  betrifft,  so  ist  abgesehen  von 
denjenigen  von  0.  Mohr*)  nnd  H.  Müller-Breslau*)  auf  die  Arbeiten 
von  G.  Lang')  und  G.  Mehrten«')  hinzuweisen,  in  denen  die  Ge- 
schwindigkeitspläne für  schwierigere  Fälle  hei^eleitet  sind.  Ton 
G.  Mehrtens  werden  auch  die  Methoden  kritisch  beleuchtet 

Verschi^ngsplan  des  siarren  Systemes. 
Bei  einem  starren  ebenen  System  ist  bekanntlich  nur   eine  mo- 
mentane Drehung  um  einen  Punkt,  das  momentane  SrAungSBentrum, 


1)  Williot  Notatioua  pratiques  enr  1&  «tatiqae  graphiqne  (1877) 

2)  Schweiz.  Banzeitnug  9  (1897),  p.  ISl. 

3)  Civiling.  88  (1887),  p.  83  Siehe  ferner  die  Arheit  von  O.  Mohr,  Zta- 
tralbl.  d.  BauYerw.  23  (1908),  p.  237,  in  welcher  0.  Mohr  seinen  Anteil  »n  der 
kinematiachen  Methode  nährt,  Bowie  0.  Mohr,  „Abhandlungen  ans  dem  Gebiete 
dei  Technischen  Mechanik",  Berlin  (1906).  Auf  p.  182  sind  duelbtt  u*- 
führliche  Literaturnachweise.  In  den  späteren  Atb«it«n  von  H.  Müller-BreiUo 
werden  die  von  O.Mohr  über  Geächwindiglceitsplfine  hergeleiteten  S&tee  mebrfttk 
benatit. 

i)  Zeitochr.  f.  Math.  a.  Ptjg.  öl  (18041  p.  29. 

ö)  Siebe  die  verschiedenen  Auflagen  der  „Bankonatrnktionslehra" 

6)  Biga.    Ind.  Zeitung  45  (1689),  p.  73  u.  85. 

7)  G.  Mehrtens,  „Statik  der  Bankonatruktionen  nnd  Ii'eftigkeitstelirt". 
Bd.  1.    Leipzig  1903. 
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möglich.  Die  momentane  Bewegung  des  starren  Systems  ist  daher 
bestimmt,  sobald  dieses  Drehungszentrum  und  die  Drehgeschwindig- 
keit  gegeben  sind. 

Sind  x,t  y,  die  Koordinaten  des  momentanen  Drehnngszentrums 
und  ist  w  die  momentane  Drehgeschwindigkeit,  so  werden  die  Kom- 
ponenten af,  y'  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  x,  y  des  starren 
Systemes: 

^'  Ij,'- +  («-«.)«,, 

bzw.,  wenn  das  Drehungszeittrum  im  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems liegt: 

(  a;'—  —  yti), 
^     '  \y  ^  +  xw. 

Die  virtuellen  Yerschiebongen  des  starren  Systemes  werden  diesen 
Geschwindigkeiten  proportional  sein,  es  können  daher  diese  Ge- 
schwindigkeiten an  die  Stelle  der  Verachiebungen  treten. 

Das  momentane  Drehnngszentrom  S  wie  die  Drehgeschwindigkeit 
w  sind  bestimmt,  sobald  Ton  einem   Punkte  A  des   starren  Systemes 
Größe  und  Richtung  AA'  der  Geschwin- 
digkeit und  Ton  einem  zweiten  Punkte  B        ^^^^ 
die  Gerade  g  gegeben  ist,  in  welcher  die      r"^      /       ^>^ 
Geschwindigkeit  desselben  liegt.    Das  mo-       \        ;         /   ^<, 
mentane  Drebongszentrum  S  ist  dann  der        \     /     /  -"^V 

Schnittpunkt  der  beiden  Kormalen  in  A  \   '■  /      .'■'  " 

auf  AA'   und  in   B  auf  g.     Der    End-  W-'''  ' 

punkt  B'  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  ^ 

B  folgt  durch    die  Bedingung,  daß  die  "«•""■ 

beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  SAA\  und  SBB'  ähnlich  and  gleich- 
stimmig sein  müssen  (Fig.  279). 

Um  in  einfacher  Weise  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Systempnnkte  des  starren  Systemes  graphisch  zu  erhalten,  werden 
von  0,  Mohr  nach  Annahme  eines  Punktes  0  als  Pol  die  Geschwin- 
digkeiten durch  von  0  ausgehende  Strahlen  dargestellt,  die  die  Größe 
und  Richtung  der  betreffenden  Geschwindigkeiten  haben.  Ist  dieser 
Punkt  0  als  Nullpunkt  des  Koordinatensyatemes  angenommen,  so  wird 
infolge  der  Gleichungen  (la)  dem  Punkte  x,  y  des  starren  Systemes 
in  dem  Geschwindigkeitsplan  ein  Punkt: 


=•  +  xw 
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zageordnet  Bein.  Der  Badiusvektor  diewB  Punktes  |,  ij  steUt  die  Ge- 
achwindigkeit  des  Punktes  x,  y  nsch  Oröße  und  Richtung  dar. 

Aus  diesen  Gleichung&%  (2)  ergibt  sich,  daß  der  so  erhailene  Ge- 
schwindigieiisplan  dem  starren  Systeme  ähniich  ist,  aber  gegenüber  dem- 
sdben  utUer  90"  gedreht  erscheint.  Den  Punkt«n  einer  Geraden  l  des 
starren  Sjstemes  werden  daher  in  dem  Geschwiodigkeitsplan  als  End- 
punkte der  Oeschwindigkeiten  der  Punkte  von  l  die  Punkte  einer  zu 
l  senkrechten  Geraden  2,  entsprechen. 

Ist  nun  die  Creschwindigkeit  eines  Punktes  A  des  starren  Sjstemes 
gegeben,  so  ist  dadurch   dem  Punkte   A  ein  ganz  bestimmter  Punkt 
A,  im  Geschwindigkeitsplan  zugeordnet,  so  daß  die  gerichtete  Strecke 
n    OA^  die  Geschwiudig- 
"     keit  des  Punktes  ^dar- 
stellt. Einem  Punkte  S 
des  starren  Systemes 
wird  dann  in  dem  Ge- 
schwindigkeitsplan ein 
Punkt   B,    auf    einer 
durch    A^     gehenden 
und  zu  AB  seukrech- 
''  ten   Geraden  entspre- 

chen. Auf  dieser  Geraden  kann  der  Punkt  B^  beliebig  gewählt  werden, 
bzw.  seine  L^e  ist  auf  derselben  bestimmt,  sobald  die  durch  B  ge- 
hende Gerade  g  gegeben  ist,  in  welche  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
B  fallen  soll,  und  zwar  ist 

OB,  II  g. 

Dem  beliebigen  Punkt  G  des  starren  Systemes  entspricht  dann  im 
Geschwindigkeitsplan  ein  Punkt  (7,,  der  durch  die  Bedingungen 

A,Ct±AC,    B,Cj±BC 
gegeben  ist.    Das  Dreieck  AjBiC,  ist  hierbei  ähnlieh  dem  Dreieck 
ABC  und  erscheint  gegen  dasselbe  um  90"  gedreht  (Fig.  280). 

Es  ist  immerhin  unbequem,  daß  hier  der  Geschwindigkeitsplan 
um  90*^  gedreht  werden  muB,  damit  er  zum  starren  Systeme  eine 
parallele  Lage  erhält.  Diese  Drehung  läßt  sich  vermeiden,  wenn,  wie 
dieses  bei  H.  Müller-Breslau  geschieht,  ein  Geschwindigkeitsplan 
eingeführt  wird,  wie  er  bei  Verwendung  der  sog.  normalen  Geschwin- 
digkeiten folgt. 

Als  die  normalen  Geschuindigkeiten  der  Syetempnnkte  seien  die- 
jenigen gerichteten  Strecken  bezeichnet,  die   sich  ergeben,  wenn  die 

I  CooqIc 
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darcli  Strecken  dargestellten  nnd  von  den  ÄngriBepnnfaten  aosgelienden 
Oeachwindigkeiton  alle  um  90"  in  demselben  Sinne  gedreht  werden. 
Unter  dem  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  sei  der  Plan  der 
Endpunkte  der  normalen  Geschwindigkeiten  Terstanden. 

Es    Bei  nun  eine   Gerade  AB   des   starren    Sjstemes    betrachtet. 
Da  das  starre  System  sich  nnr  um  einen  Punkt  S  als   momentanes 
Drehnngszentrum  drehen  kann,  so  -werden  die  normalen  Geschwindig- 
keiten sUer  Punkte   der   Ebene   in   die   durch  S   gehenden   Strahlen 
fallen   und   proportional  sein   den   Ent- 
fernungen von  S.    Die  Geschwindigkeiten 
der  beiden  Pnukte  A  und  S  seien  durch 
die  Strecken  AA'  und  BB'  dargestellt 
(Fig.  281),     wobei     die    beiden    recht- 
winkligen  Dreiecke   SAA'    und    SBB' 
ähnlich  sind   und  gleichstimmig  liegen. 
Werden    nun    diese    Geschwindigkeiten 
um  90°  in  derselben  Richtung  gedreht, 
Bo  fallen  die  beiden  Punkte  A'  nnd  B' 
nach  zwei  Punkten  ^j  und  B^  der  beiden  > 
Strahlen  AS  und  BS,  wobei  infolge  des  "''  ""' 

gleichen  Drehungssinnes  und  infolge  davon,  daß  diese  Geschwindig- 
keiten proportional  den  Radien  SA  und  SB  sind,  sein  muß 

^,£i  I  AB. 

Die  beiden  Strecken  AA^  und  BB^  stellen  die  normalen  Geschwindig- 
keiten der  Funkte  A  und  B  dar.  Ist  nun  die  normale  Geschwindi^ 
keit  eines  Punktes  C  zn  bestimmen,  so  würde  deren  auf  SC  gelegener 
Endpunkt  Cj  sich  ergeben  als  Schnitt  zweier  Geraden  A^Ci  und 
B,(7„  fSr  welche: 

A^C^  \\AC,   B^C^^BC. 
Es  ist  somit 

und  außerdem  sind  diese  beiden  Dreiecke  in  bezug  auf  S  ähnlich  ge- 
legen.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

Der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeit  ist  ähnlick  und  ähnlich 
gdegen  dem  starren  Sgslem. 

Dasselbe  Resultat  ergibt   sich   durch    analytische  Untersuchung. 

Wird  das  momentane  Diehongszentrum  zum  MuUpunkt  des 
Eoordinatensystemes  gemacht,  so  sind  die  Komponenten  der  Ge- 
schwindigkeit: 

Hennabatg,  OnphlHha  StaUk.  86  OoOolp 
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x' yw, 

y'—-\-xw 
und  daher  die  bei  Drehung  um  90**  nnd  zwar  in  derselben  ßiclittmg 
eich  ergebenden  Komponenten  der  normalen  Oeschwindigkeit: 

xw  nnd  yw. 
Die  Koordinaten  des  Endpunktes  der  normalen  Geschwindigkeit  werden 
somit: 

S  ~  a;  +  ffw  —  (1  +  w)x, 

Dnrcfa  diese  Gleichungen  ist  tatsächlich  ansgedrBckt,  daS  der  Plan 
der  normalen  Geschwindigkeit  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  dem 
Btarrnn  System. 

GeschwindigJceitsplan  der  kinemaüsdien  Kdte. 
Während  bei  einem  starren  System,  also  auch  bei  einem  be- 
stimmten Fachwerk,  der  Geschwindigkeitsplan  bestimmt  ist  nach  An- 
nahme der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  A  und  derjenigen  Geraden, 
in  welcher  die  Geschwindigkeit  eines  anderen  Punktes  B  liegen  soll, 
wird  bei  diesen  Annahmen  der  Geschwindigkeitsplan  fOr  die  sich  aus 
einem  bestimmten  Fachwerk  durch  Wegnahme  eines  Stabes  eichende 
kinematische  Kette  unbestimmt  Da  die  so  erhaltene  kinematische 
Kette  noch  eine  Bewegungsfreiheit  hat,  so  wird  der  Geschwindigkeits- 
plan erst  dann  bestimmt  sein,  wenn  noch  eine  weitere  Annahme  hin- 
zugefügt wird.  Diese  weitere  Annahme  ergibt  sich  am  besten,  wenn 
von  dem  zweiten  Punkte  B  nicht  allein  die  gerade  Linie,  in  welche 
die  Geschwindigkeit  fallen  soll,  sondern  ebenfalls  Größe  nnd  Richtung 

der  Geschwin- 
digkeit gewählt 
wird.  Notwen- 
dig ist  hierbei 
jedoch,  den 
Punkt  £  so  zu 
wählen ,  daß 
gegenseitige 
0  Bewegungen 

"'•'"■■  "•-'•■  der    beiden 

Funkte  Ä  und  B  möglich  sind.  Es  ist  femer  zweckmäßig,  die  beiden 
Punkte  A  und  B  als  Knotenpunkte  so  zu  wählen,  daß  sie  Stäben 
angehören,  die  durch   ein  Gelenk  C  miteinander  rerbundea  sind,   da 
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sonst  Weiterungen  entstehen  wfirden.  Dann  läßt  sich  sofort  die  Ge- 
BcH windigkeit  des  Punktes  C  ermitteln. 

Für   diesen   einfachen    Fall  Fig.  282a  stellt   Fig.  282b  den    Ge- 
schwindigkeitsplan  nach  Mohr  dar.    Die  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Knotenpunkte  Ä  und  B  sind   OA^  und   O^,.     Die   Geschwindigkeit 
00,  des  Punktes  C  ergibt  sich  durch  die  Bedingungen: 
A^CiXAC,   BiCi±BC. 

Fig.  283  ist  fUr  denselben  Fall  der  Plan  der  normalen  Geschwin- 
digkeiten. Die  normalen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Punkte  A 
nnd  B  sind  als  AA^  and  BB^ 
aogenommen.  Aus  denselben 
folgt  die  normale  Geschwindig- 
keit CC^  des  Punktes  C  durch 
die  Bedingung: 

A^C^lAC,  B,C,  hbc. 

Nachdem  gezeigt  ist,  wie 
bei  einem  ans  zwei  Stäben  AC 
und  BC  bestehenden  Gelenk- 
sjsteme  sich  die  Geschwindigkeit 

des  Geleakpunktes  G  ergibt  ans  den  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Punkte  A  und  B,  können  die  VerschiebongspläDe  entworfen  werden 
für  alle  Gelenksysteme,  die  aus  diesem  einfachsten  Gelenksystem  AGB 
lediglich  durch  Anwendung  des  zweiten  Bildungsgesetzes  erhalten  sind. 

Fig.  2S4a   ist   ein    derartiges    Gelenksystem.     Dasselbe   ist   her- 
geleitet aus  einem  Fachwerk,  das  aus  einem  Sechseck  mit  den  drei 


Hg.  «M«.  Flg.  IMb. 

HanptdiagonaleD  besteht,  and  zwar  nach  Wegnahme  des  Stabes  AF. 
Wird  bei  dem    Gelenksystem   Fig.  284a    ausgegangen   von    dem  aus 
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zwei  dnrcli  ein  (üelenk  in  B  Terbundenea  Stäben  AB  and  HC  be- 
stehendeQ  Gelenksystem,  ao  kann  F^;.  284a  heimstellt  werden,  indem 
der  Punkt  D  durch  die  Stäbe  DA  und  DC  mit  dem  Geleoksystem 
ABC  verbunden  wird,  dann  der  Punkt  E  dnreh  die  Stäbe  EB  and 
ED  und  schließlich  F  durch  die  Stöbe  FC  und  FE.  Es  werden 
sich  daher,  wenn  von  den  Gesohwindigkeitea  der  beiden  Punkte  Ä 
und  C  ausg^^ngen  wird,  die  Geschwindigkeiten  der  Qbrigen  Knoteu' 
punkte  in  der  Reihenfolge  B,  D,  E,  F  finden  lassen. 

Fig.  284b  stellt  den  Mohrscben  Verschiebongsplan  des  Gelenk- 
systemes  Fig.  284a  dar.  OA^^  und  OC^  sind  die  angenommenen  Ge- 
schwindigkeiten der  beiden  Punkte  A  und  C  Der  Endpunkt  B^  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  B  hat  sich  ergeben  als  Schnittpunkt 
zweier  Geraden  A^Bi  und  Ci^i,  die  senkrecht  sind  zu  den  Stäben  AB 
und  CB: 

A^B^±AB,    CiBi±CB. 
Der   Endpunkt   Di   der   Geschwindigkeit  des  Punktes   D  folgt  dann 
durch  die  Bedingungen: 

A^i-L-D^  Dfi,A_DC 
nsw.     Die  Geschwindigkeiten  der  sechs  Knotenpunkte  von   Fig.  284s 
sind  in  Fig.  284b  durch  die  Strecken  OA^,  OB^,  OC^,  OD^,  (>£„ 
OF,  gegeben  (in  Fig.  284b  sind  nur  die  Linien   OA^  und    OC,  an- 
gedeutet). 

Da  ee  nur  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  A^  and  C,  an- 
kommt, so  kann  in  Fig.  284  b  der  Punkt  0  we^elassen  und  jeder 
beliebige.  Punkt  der  Ebene  als  dieser  Punkt  0  betrachtet  werden. 

Fig.  285a  stellt  den  fUr  dasselbe  Gelenksystem  von  H.  MSller- 
Breelau  angegebenen  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  dar.  £a 
sind  die  Endpnnkte  A^  und  C,  der  normalen  Geschwindigkeit  der 
Knotenpunkte  A  und  C  angenommen.  Ans  denselben  ergibt  sich  der 
Endpunkt  B^  der  normalen  Geschwindigkeit  des  Punktes  B,  indeai 
durch  A^  und  C^  die  Parallelen  zxx  AB  und  OB  gezogen  werden: 

A^B^  \\AB,   C^Bi  II  CS. 
In  gleicher  Weise  folgt   der  Endpunkt  Di   der  normalen   Geschwin- 
digk«t  des  Punktes  D,  indem  durch  A^  und  Ci  die  beiden  Paralieleo: 

A,Di\\AD,        C,Z)j[|Ci> 
zu  AD  und  CD  gezogen  werden  usw. 

Da  es  nur  auf  die  gegenseitigen  Geschwindigkeiten  der  Knoten- 
punkte ankommt,  so  kann  bei  dem  Zeichnen  des  Geschwiadi^eits- 
planes  auch  ein  Stab  festgehalten  werden,  wodurch  «ins  schon  timi 
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H.  Müller-Brealan  durchgeführte  Vereinfachung  erzielt  wird.  In 
Fig.  285b  ist  der  P]an  der  normalen  Qeschwindigkeitan  entworfen  für 
den  Fall,  daß  bei  dem  Gelenksystem  Fig.  284a  der  Stab  AB  fest- 
gehalten wird.  Die  Linie  Ä^B^  in  Fig.  285a  fällt  dann  mit  AB 
zusammen  bzw.  der  Punkt  Ai  nach  A  und  .B,  nach  B.     Da  der  Stab 


BC  sich  nur  um  B  drehen  kann,  so  wird  der  Endpunkt  C^  der  nor- 
malen Geschwindigkeit  des  Punktes  C  auf  BC  liegen.  Nach  Annahme 
desselben  ist  der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeit  Tollständig  be- 
stimmt. Dj  wird  der  Schnittpunkt  sein  der  zu  CD  parallelen  Geraden 
CiDi  mit  AD.  Dann  wird  £,  aus  BE  geschnitten  durch  die  za 
DE  parallele  .Linie  D^E,  usw. 

Der  in  Fig.  28Öa  bzw.  Fig.  285b  gezeichnete  Plan  der  normalea 
Geschwindigkeiten,  wie  der  Mohrsche  Plan  Fig.  284b  haben  sich  beide 
als  Gelenksysteme  erwiesen,  welche  dieselbe  Zahl  von  Gelenken  und 
dieselbe  Struktur  wie  das  gegebene  Gelenksjstem  besitzen.  Da  diese 
hier  sich  ergebenden  Eigenschaften  jedoch  auf  den  allgemeinen  Ge- 
setzen beruhen,  nach  denen  der  Geschwindigkeitsplan  zu  entwerfen  ist, 
so  läßt  sich  allgemein  der  Satz  aussprechen: 

Sowohl  äer  Mohr  sehe  Geschwindiffkeitsplan  wie  der  Plan  der  nor- 
malen Geadiwindigheiten  für  ein  Gdenksystem,  das  aus  einem  bestimmten 
Fachu-^k  durch  Wegnahme  eines  Stabes  entstanden  ist,  sind  Gdenk- 
sysleme  von  derselben  AmaM  von  Gelenken  und  derselben  Struktur  wie 
das  gegebene  Gdenksystem.^) 

Der  wesentliche  Unterschied  zwischen  den  beiden  Geschwindig- 
keitsplänen besteht  darin,  daß  bei  0.  Mohr  die  entsprechenden  Seiten 
der  beiden  Gelenksysteme  senkrecht  aufeinander  stehn,  während  die- 
selben   bei  dem  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten   parallel  sind. 
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Der  Mohrsche  Geschwiadigkeitsplan  ergibt  steh  Oberhaupt  ans  dem 
Plan  der  DormaJen  Geschwindigkeiten  durch  eine  Drehnng  um  90".  In 
theoretischer  Richtung  leisten  daher  beide  Oeschwindi^eitspläne 
dasselbe,  doch  ist  im  allgemeinen  in  einem  praktischen  Falle  der  Plan 
der  normalen  Geschwindigkeiten  der  Übersichtlichkeit  wegen  vorzu- 
ziehen. 

Allerdings  ist  der  Geschwindigkeitsplan  nicht  immer  so  einfach 
und  leicht  zu  entwerfen  wie  bei  dem  Gelenksysteme  Fig.  284a.  Vielfach 
werden,  um  rasch  den  Geschwindigkeitsplau  zu  erhalten,  besondere 
Überlegungen  erforderlich  sein,  wie  sie  bei  den  komplizierteren  Ge- 
lenksjstemen,  die  0.  Mohr  und  andere  behandeln,  angestellt  werden. 
Daß  sich  aber  in  allen  solchen  Fällen  der  Geschwindigkeitsplan  moB 
entwerfen  lassen,  folgt  sofort  daraus,  daß  die  Struktur  des  Geschwin- 
digkeitsplanes dieselbe  ist,  wie  die  des  Gelenksystemes,  also  von  Tom- 
herein  gegeben  ist,  und  daß  die  einzelnen  Linien  des  G^eschwindigkeits- 
planes,  falls  es  sich  wie  bei  H.  Müller-Brealau  um  den  Plan  der 
normalen  Geschwindigkeiten  handelt,  parallel  sind  zu  den  einzelnen 
Stäben  des  Gelenksystemes. 

Fig.  286a  ist  ein  solches  Gelenksystem,  das  aus  einem  bestimmten 
Fachwerk  durch  Wegnahme  eines  Stabes  entstanden  ist,  und   fQr  das 


0.  Mohr  den  Geschwindigkeitsplan  auf  Grund  von  weiteren  Über- 
legungen entwirft.  Fig.  286b  stellt  den  nach  den  Angaben  tob 
0.  Mohr  entworfenen  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  dar. 
Derselbe  ist  der  Deutlichkeit  wegen  parallel  verschoben,  so  dafi  er 
nicht  selbst  im  Gelenksystem  liegt.  ^ 
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Der  Stab  AB  in.  Fig.  286a  ist  fest^talten  gedacht,  ho  daß  in 
dem  Geschwind igkeitsplan  dieser  Linie  AB  eine  Linie  A^B^  entspricht, 
die  gleich  und  parallel  der  Strecke  AB  ist.  Dann  läfit  sieb  sunächst 
der  Endpunkt  C^  der  normalen  Geschwindigkeit  des  Punktes  C  an- 
geben, durch  die  Bedingung 

A^C.^AC,  BiCj^BC. 
Der  Endpunkt  der  normalen  Geschwindigkeit  des  Punktes  F  wird,  da 
der  Stab  BF  sich  nur  um  B  drehen  kann,  auf  dem  Stab  BF  liegen 
und  kann  auf  der  Geraden  BF  beliebig  gewählt  werden.  Infolge  der 
vorgenommenen  parallelen  Verschiebung  des  Geechwindigkeiteplanes 
wird  somit  der  dem  Punkt«  F  entsprechende  Punkt  Fj  auf  der  durch  £, 
zu  BF  gezogenen  parallelen  Geraden  beliebig  angenommen  werden 
dürfen.  Nach  entsprechender  Annahme  Ton  J",  folgt  £,  durch  die 
Bedingungen : 

C^E^  n  GE,        F^E^  \\FE. 
Dann  in  gleicher  Weise  i),  and  6,. 

Jetzt  ist  noch  das  Dreieck  tTj^j?^  zu  konstmieren,  welches  dem 
Dreieck  JSK  entspricht.  Die  Seiten  dieses  Dreiecks  J^HtK^  sind 
parallel  den  Seiten  des  Dreiecke  JHK.  Der  Punkt  J^  liegt  femer 
auf  der  durch  .i^  parallel  zu  AJ  gezogenen  Geraden  A^  N,  der  Punkt 
K^  auf  der  durch  G,  parallel  zu  GST  gezogenen  Geraden  G^N  und  der 
Punkt  S^  auf  der  durch  D^  parallel  zu  DR  gezogenen  Geraden  g'. 

A^N\AJ,  G,N\GK,  g^BE. 
Es  ist  daher  zunächst  ein  dem  Dreieck  JHK  ähnliches  und  ähnlich 
liegendes  Dreieck  J'H'K'  gezeichnet,  dessen  Eckpunkte  J'  und  K' 
auf  AiN  und  G^N  liegen.  Dann  folgt  der  Punkt  M^  als  Schnitt  der 
beiden  Geraden  NH'  und  g.  N'achdem  so  der  Punkt  H,^  gefunden 
ist,  läßt  sich  der  Gescbwindigkeiteplan  leicht  Terrollatiiodigen.  *) 

Übrigens  kann  man  sich  ron  derartigen  Überlegungen,  die  unter 
Umständen  Schwierigkeiten  herrorzurufen  imstande  sind,  leicht  ^ei 
machen  durch  einen  Schluß  von  »  auf  (» -1- 1),  indem  nämlich  gezeigt 
wird,  daß  sich  der  Geachwindigkeitsplan  für  ein  aas  einem  Fachwerke 
von  (k  -{-  1)  Enotenpunkten  nach  Wegnahme  eines  Stabes  entstandenes 
Gelenksystem  stets  herleiten  \ä&i  aus  dem  Geachwindigkeitsplan  eines  Oe- 
lenksjstemes,  das  sich  aus  einem  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten 
nach  Wegnahme  eines  Stabes  ergibt.     Bei  dieser  Untersuchung  sollen 

1)  Dei  hier  gezeicboet«  Plan  der  uormalea  Geschwindigkeiten  ergibt  eich 
tattfichlioh  ans  dem  von  0.  Mohr  entworfenen  Plan  durch  eine  Drehong  am  90°. 
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die  hergeleiteten  Stniktui^eaetze  der  beetimmten  Fachwerke  benatzt 
werden. 

Es  möge  das  gegebene  beBtimmte  Faehwerk  K  von  (i  + 1) 
Enotenpankten  zunächst  einen  einfachen  Knotenpunkt  0  besitzen,  von 
dem  zwei  StÄbe  nach  zwei  Knotenpunkten  A  und  £  gehen.  Bei 
"W^nahme  des  Enotenpauktes  0  and  der  Stäbe  OA  mid  OB  entsteht 
ein  beetimmtes  Fachwerk  f  ron  £  Knotenpunkten.  Es  sei  nun  bei 
dem  Fachwerk  K'  irgend  ein  Stab  DE  w^genommen  und  fDr  doa 
so  entstandene  Gelenksystem  ein  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten 
entworfen.  Hierbei  seien  A^  and  B^  die  Endpunkte  der  nonualen 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  und  S.  Ist  0,  der  Schnittpunkt  der 
durch  A^  und  S,  zu  QA  und  OS  gezogenen  Parallelen: 

A^O^IAO,        BjO,  |[B0, 

so  ist  dieser  Punkt  0,  der  Endpunkt  der  normalen  Geschwindigkeit 
des  Punktes  0,  wie  sich  derselbe  nach  Hinzufögung  des  Knotenpunktes 
0  und  der  Stabe  OA  und  OB  ergibt. 

Für  den  Fall,  daß  das  gegebene  Fachwerk  einen  einfachen  Knoten- 
punkt 0  hat,  ist  der  Geschwindigkeitsplan,  der  eich  für  das  nach 
Wegnahme  eines  Stabes  DE  ergebende  Gelenksystem  zeichnen  läßt, 
zurückgeführt  auf  den  Geschwindigheitsplan  der  fBr  das  bei  Wegnahme 
des  Knotenpunktes  0  und  des  Stabes.  DE  fönende  Gelenka^stem, 
welches  einen  Knotenpunkt  weniger  bat,  gefunden  ist. 

Wenn  demgemäß  der  Geschwindigkeilsplan  für  irgend  ein  Gdenk- 
System  G  en  enticerfen  ist,  so  dürfen  zunächst  sämtliche  einfachen  Knofen- 
punkle  der  JRdhe  nach  weggenommen  icerden.  Ergibt  sieh  sosehliefiiitk 
ein  Gelenksystetn  G',  welches  heinen  einfachen  KnotenpunU  hai,  so  iä 
durch  den  Geschwindigkeitsplan  desselben  der  Geschmndigkeitsfian  da 
geg^enen  Gelenksystemes  G  bestimmt  und  leicht  zu  konstruieren. 

Durch  diesen  Satz  sind  die  Geschwindigkeitspläne  fQr  alle  Gelenk- 
systeme  gefunden,  die  sich  aus  einem  lediglich  durch  das  zweite 
Bildnngsgesetz  hergeleiteten  Fachwerk  bei  W^piahme  eines  Stabes 
ergeben. 

£s  möge  nun  ein  bestimmtes  Fiichwerk  K  TOn  (k  +  1)  Knoten- 
punkten Toriiegen,  das  keinen  einfachen  Knotenpunkt  hat.  Dum  ist 
jedenfalls  ein  zweifacher  Knotenpunkt  0  Torhanden,  von  dem  Stäbe 
nach  drei  anderen  Knotenpunkten  A,  B,  C  geben.  Nach  Wegnähme 
des  Enotenpnnktes  0  sollen  Bewegungen  zwischen  den  beiden  Punkten 
A  und  B  möglich  sein. 

Es  sei  der  Knotenpunkt  0  nebst  den  drei  Stäben  OA,   OS,  OC 
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weggfiDommen,  aber   kein  Ersatzstab  eingezogen.     Dann  entsteht  ein 
Gelenksystem  Ton  k  Knotenpunkten  und 

2k -4 
Stäben,  das  zu  einem  bestimmten  Fachwerk  durch  den  Stab  AB  rer- 
ToUslÄndigt  würde. 

Für  dieses  Gelenksystem  sei  der  Plan  der  normalen  Geschwindig- 
keiten entworfen.  Hierbei  seieD  .4,,  S^,  Ci  die  Endpunkte  der  normalen 
Giescli windigkeiten  der  Knoten- 
punkte Ä,S,C.  Werden  nun 
die  beiden  Stäbe  OA  und  OB 
npbst  dem  Knotenpunkt  0 
wieder  hinzugeßlgt,  aber  der 
Stab  OC  noch  weggelassen,  so 

würde  sich  der  Endpunkt  0, ,        /         /   \  \  'sjr 

der  normalen   Geeohwüidigkeit  ^d        /         \  \  y^ 

des  Punktes  0  als  Schnittpunkt      \    /  \  V         ^ 

der  durch  A.^  und  B,  zu  QA 
und  OB  gezogenen  Parallelen 
ergeben  (Fig.  287).  Damit  ist 
der  Gescbwindigkeitspkn  für  dasjenige  Geleakaystem  gefunden,  das 
aus  dem  gegebenen  Fachwerk  JSÜ  nach  Wegnahme  des  einen  Stabes 
OC   folgt. 

Bekanntlich  darf  bei  Anwendung  des  dritten  Bildungsgesetzes  der 
zwei&che  Knotenpunkt  0  nicht  beliebig  gewählt  werden,  bzw.  er  darf 
nicht  auf  einem  ganz  bestimmten  durch  A,  B,  C  gehenden  Kegelschnitt, 
dem  Grenzkegelschnitt,  Hegen,  da  sonst  der  Grenzfall  eintreten  wflrde. 
Aus  den  Untersuchungen  von  §  92  folgt,  daß  diese  statische  und 
kinematische  Unbestimmtheit  vorhanden  ist,  sobald 

0,C,  II  OC, 
da  dann  die  virtuellen  Momente  der  beiden  in  OC  liegenden  Gelenk- 
drücke sich   aufheben.     Diese   Bedingung   muß   auf  den  Grenzkegel- 
Bchnitt  föhren. 

Es  ergibt  sich  somit  der  GrenzkegAschnitt  als  der  geometiische  Ort 
derjenigen  Punkte  0,  für  Kelche  die  Parallelen  durdi  die  Punkte  A^,  Bj,  (7„ 
eu  den  drei  Stäben  OA,  OB,  OC  sich  in  einem  Punkte  schneiden.^} 

1)  Satz  von  M.  Otfibler.  Sind  sechs  Pnnkte  A,B,C,  Äi,B,,C,.  gegeben, 
BO  ist  bekanntlich  dei  geometrische  Ort  aller  Punkte  0,  für  welche  die  Parallelen 
durch  Ai,  B,,  (7,  zu  OA,  OB,  OC  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  Bbgesehn 
von  der  unendlich  fernen  Geraden,  ein  durch  die  Pnnkte  A,  B,  C  gehender 
Eegelichnitt 
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Tatgächlich  läfit  sich  in  dieser  Weise  der  in  g  87  und  §  90  ge- 
fundene Orenzkegelschnitt  erhalten.  Um  dieses  nachzuweisen,  sei  wie 
iu  §  87  und  §  90  der  Panfct  A  zum  Nullpunkt  des  Eoordinatens;stemea 
SQgenommen  and  die  x-Achse  durch  den  Punkt  B  gelegt,  3d  daß  die 
Koordinaten  der  drei  Punkte  A,  B,  C  werden: 

^)0,0,       B)a^,Q,       0)^,y» 
und  die  virtuellen  YerrÜckungen  dieser  Punkte: 

Ä)  0, 0,        B)  Sxt,  0,       C)  Sxj,  *yj. 
Infolge   davon  werden   die  Koordinaten  der   Endpunkte  Aj,   B^,    C-^ 
der  normalen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A,  B,  C  nach  Ersetzung 
der  Längen  derselben  durch  die  ihnen   proportionalen  virtuellen  Yer- 
rdckungen: 

Bj)  a^,      da;,, 
C,)  «»-<»?„      Vi  +  S^i- 
Hierbei  ist  also  der  Übereinstimmung  wegen  mit  §  87  und  §  90  an- 
genommen, daß  Ai  mit  A   zusammenrällt,   bzw.   der  Punkt  A  keine 
VerrUckung  erleidet,  was  gestattet  ist,  da  es  sich  nur  um  die  g^ea- 
seitige  Lage  der  drei  Punkte  A^,  B^,  C^  handelt. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  0  seien  wieder  mit  £,  17,  die  des 
Punktes  0^  femer  mit  %^,  1},  bezeichnet. 

Die  fSr  den  Grenzkegelscbnitt  erhaltenen  Bedingungen: 
0^110,^1,       OS||OiB„       OCIlOjC, 
liefern  die  Gleichungen: 

(  ~  i. ' 
1  —  y.      »ii  _—  y.  —  *^ 

aus  denen  durch  Elimination  von  £,,  ?],  folgt: 

(I  -  a:,)  (£.(/,  -  ija;,)  Äa-,  +  a7,ij  (|  —  a:,)  8x^  +  a:,.)  (i)  -  y»)  dy,  =  0. 
Dies  ist  dieselbe  Gleichung,  wie  die  Gleichung  (2)  von  §  87.  Da 
aber  zwischen  den  virtuellen  Veirttckungen  Sx^,  Sx^,  6y^  noch  die 
Gleichungen  (3)  von  §  87  bestehen  müssen,  so  folgt  tatsächlich  die 
Gleichung  des  Grenzkegelschnittes  (4)  von  §  87. 

Aus  dem  obigen  Satze  folgt  die  einfache  von  M.  G-rCtbler  ge- 
gebene Konstruktion  des  Grenzkegelschnittes*): 

1)  Siehe  FuBnote  p.  617. 
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Es  sei  das  Dreieck  Ä^  B,  C,  paraUel  80  verscIiobeD,  daß  der  Punkt 
A^  nach  A  fällt  (Fig.  288).  Dann  ist  der  Sclmittpnnkt  L  von  BBi 
und  CCi  ein  Punkt  des  GrenzkegeUchuittes.  Durch  zwei  weitere 
parallele  Verschiebungen  des  Dreieckes  A^B^Ci,  bei  denen  der  Punkt 
B,  nach  B,  bzw.  C,  nach  C 

fällt,  folgen  in  gleicherweise  _-— — "t:^^?^^^ 

zwei  weitere  Punkte  M  und  y^^^^-j^  I       ""~-  ^^\ 

JT,    wodurch    sechs    Punkte      /     LilCL    ■^-.    ■I  "'•  \ 

des  Grenzkegelschnittes,  iwm-    /        [  v-^  y^"''\u 

lieh  ^,  B,  C,  i,  3f,  Jf  be-   (  !  Jfi,     '''>^-'-\'"/ 

stimmt  sind,  also  ein  Fnnkt    \         |       ^/^  1--'"^^— -CiJv''^ 
mehr   als   zur    Konstruktion       ^vL^^'"      i  .——'^.^^^ 

erforderlich  ist,  .T^ — — 

Durch  die  Toratehenden  _ 

Untersuchungen  ist  ans  dem 

Geschwindigkeitsplaa  eines  Gelenksystemes,  das  sich  aus  einem  be- 
stimmten Fachwerk  K  durch  W^nahme  eines  zweifachen  Knoten- 
punktes 0  ergibt,  der  Geschwindigkeitsplan  für  dasjenige  Gelenk- 
system hergeleitet,  das  aus  dem  bestimmten  Faohwerk  S.  durch  Weg- 
nahme unr  eines  der  von  0  ausgehenden  Stäbe  entsteht. 

In  dieser  besonderen  Form  ist  jedoch  die  Methode  noch  nicht 
brauchbar,  da  es  sein  kann,  daß  bei  dem  Geschwindigkeitsplan  fQr 
dasjenige  Gelenksystem,  das  aus  dem  bestimmten  Fach  werk  durch 
Wegnahme  eines  zweifachen  Knotenpunktes  hergeleitet  ist,  sich 
Schwierigkeiten  ergeben.  Ebenso  kann  es  sein,  daß  es  darauf  an- 
kommt, den  Gescbwindigkeitsplan  eines  Gelenksystemes  zu  entwerfen, 
welches  aus  dem  bestimmten  Fachwerk  nicht  durch  Wegnahme  des 
Stabes  OC,  sondern  eines  anderen  Stabes,  entstanden  ist. 

Es  möge  ein  Gelenksystem  Q  von  {k  -|-  1)  Knotenponkten  ge- 
geben sein,  welches  keinen  überzähligen  Stab  hat,  somit  aus  einem 
bestimmten  B'aohwerk  von  (Ä  +  1)  Knotenpunkten  durch  Wegnahme 
eines  oder  mehrerer  Stäbe  entstanden  gedacht  werden  kann.  Es  sei 
angenommen,  daß  dieses  Gelenksystem  keinen  einfachen  Knotenpunkt  be- 
sitzt, da  der  Fall  des  Vorhandenseins  von  einfachen  Knotenpunkten  schon 
erledigt  ist.  Dann  hat  das  Gelenksystem  jedenfalls  einen  zweifachen 
Knotenpunkt  0,  von  dem  Stäbe  nach  drei  anderen  Knotenpunkten  A, 
£,  C  gehen.  Nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  drei 
Stabe  OA,  OB,  OC  sind  jedenfalls  bei  dem  entatehenden  Gelenk- 
systeme G'  von  1c  Knotenpunkten  gegenseitige  Bewegungen  zwischen 
zweien  der  drei  Punkte  A,  B,  C  möglich.     Es  sei  angenommen,  daS 
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bei  dem  Gelecksyetem  G'  gegenseitige  Bewegcugen  zwischen  den 
beiden  Knotenpunkten  A  and  S  auftreten  können. 

Es  soll  gezeigt  werden,  daß  der  Geschwindigkeitsplan  ßtr  das 
gegebene  Geltinksjstem  G  von  (h  -]-  l)  Knotenponkten  eich  aas  zwei 
Geschwindigkeitsp^en  ableiten  läßt^  die  für  das  nach  Wegnahme  des 
Knotenpunktes  0  and  der  drei  Stäbe  OÄ,  OB,  OC  hergestellt«  Ge- 
lenksjstem  G'  von  k  Knotenpankt«n  bei  verschiedenen  Annahmen 
gezeichnet  sind. 

Ist  ein  Geschwindigkeitsplan  fOr  das  Gelenksystem  G'  konatraiert 
nod  sind  hierbei  ÄÄi,  BR,,  CC^  die  normalen  Geschwindigkeiten  der 
drei  Punkte  A,  S,  C,  so  wird  sich  ans  demselben  ein  Geschwindigkeits- 
plan für  das  Gelenksjstem  G  ergehen,  sobald  die  drei  durch  A^, 
Bi,  C,  zn  den  Stäben  AO,  SO,  CO  gezogenen  parallelen  Geraden 
(Fig.  289)  sich  in  einem  Punkte 
Ol  schneiden: 

^0,11^0,    5,0,  rBO, 

C,  0,    CO. 

Dann   wflrde    00^    die    normale 
Geschwindigkeit   des   Punktes  0 
^Qn    sein. 

Um  daher  «inen  Gescbwin- 
digketisplaufDr  dasGelenksystem  G 
zn  erhalten,  ist  es  erforderlich,  ffir  das  Gelenksyatem  G'  einen  Ge- 
schwindigkeitsplan zu  entwerfen,  bei  dem  die  drei  Parallelen,  die  durch 
die  Endpunkte  A^,  B^,  C,  der  normalen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
A,  B,  C  za  den  drei  Stäben  AO,  BO,  CO  gezogen  sind,  sich  in  einem 
Punkte  0,  schneiden.  Ein  dieser  Bedingung  genflgender  Geschwindig- 
keitsplan  läßt  sich  leicht  ans  zwei  fflr  das  Gelenksystem  G'  gezeich- 
neten Geschwindigkeitaplänen  herleiten. 

Da  das  Gelenksystem  G'  eine  um  1  größere  Bew^ongsfreüieit 
hat  als  das  Gelenksystem  G,  also  jedenfalls  wenigstens  eine  zwei&cbe. 
so  lassen  sich  für  das  Gelenksystem  G'  unter  Terschiedenen  Annahmen 
zwei  voneinander  unabhängige  Geschwindigkeitspläne  entwerfen.  Es 
möfie  nun  bei  dem  einen  Geschwindigkeitaplan  die  normale  Geschtno- 
digkeit  des  t*™  Knotenpunktes  mit  v^,  bei  dem  zweiten  die  normale 
Geschwindigkeit  desselben  Knotenpunktes  mit  p/  bezeiclinet  werden,  *" 
infolge  der  vei'schiedenen  Annahmen,  unter  denen  die  Geschwindigkeit^ 
plane  konstruiert  sind,  v,  und  v,'  nicht  in  dieselbe  Gerade  &llen. 
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Wird  nun.  der  zweit«  Geschwindigkeitsplan  proportional  geändert, 
wobei  der  ProportionsHtätEifaktor  i.  znnäcbet  willkürlich  gelassen  ist, 
und  wird  dann  der  zweite  GeschwindigkeiUplan  zum  ersten  addiert, 
so  daß  die  normale  Geschwindigkeit  des  t*™  Knotenpunktee  durch 
die  gerichtete  Strecke 

dargestellt  ist  (d  h.  dnrch  die  Diagonale  eines  Farallelogrammea  mit 
den  Seiten  v,  nnd  Xv/),  so  liefert  dieser  dritte  so  erhaltene  Geschwin- 
(tigkeitsplan  ebenfalla  einen  möglichen  Geschwindigkeitsplan  des  Gelenk- 
systemes  G'. 

Sind  für  das  Gelenksyetem  G'  zwei  Geschwindigkeitsp^e  ent- 
worfen ,  so  kann  ans  denselben  durch  entsprechende  Verfügung 
aber  den  Faktor  l  leicht  ein  dritter  Geschwindigkeiteplan  hergesteUt 
werden,  welcher  der  Bedingung  genügt,  daß  die  Parallelen,  die  durch 
die  Endpunkte  A^,  B^,  C^  der  normalen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
A,  B,  C  zu  den  drei  Stäben  AO,  BO,  CO  gezogen  sind,  sich  in 
einem  Punkte  Oj  sehneiden.  Hierdurch  wäre  dann  ein  Geschwindig- 
keitsplan für  das  Gelenksystem  G  tou  (k  +  1)  Ejiotenpunkten  ge- 
funden. 

Bei  dem  ersten  für  das  Gelenksystem  G'  gezeichneten  Geschwindig- 
keitsplan mögen  die  drei  Knotenpunkte  A,  B,  C  die  normalen  Ge- 
schwindigkeiten AA^,  BBi,  CC^  erhalten  haben  (Fig.  289). 

Es  sei  nun  für  das  Gelenksystem  G'  ein  zweiter  Geschwindig- 
keitsplan entworfen.  Bei  demselben  sei  der  Einfachheit  wegen  an- 
genommen, ds8  die  beiden  Punkte  A  und  B  keine  Geschwindigkeit 
besitzen,  welche  Annahme  gestattet  ist,  da  das  Gelenksystem  G'  selbst 
nach  Einziehung  eines  Stabes  AB  wenigstens  noch  eine  ein&che  Be- 
wegnngB^iheit  hat  Bei  diesem  zweiten  Geschwindigkeitsplan  möge 
der  Fonkt  C  eine  normale  Geschwindigkeit  CC^  erbeten  haben. 

Wird  der  zweite  Geschwindigkeitsplan  mit  einem  Faktor  X  mul- 
tipliziert und  zum  ersten  addiert,  so  erfahren  dadurch  die  normalen 
Geschwindigkeiten  AAi  und  BE,  der  Punkte  A  und  B,  die  sich  aus 
dem  ersten  Geschwindigkeitsplan  ergehen  haben,  keine  Ändemi^;. 
Infolge  davon  ist  durch  die  beiden  Punkte  A^  und  B^  schon  der  End- 
punkt 0^  der  normalen  GeEcbwind^keit  des  Punktes  0  bestimmt, 
nämlich  als  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden,  die  durch  A^  und  B^ 
parallel  zu  den  Stäben  AO  und  BO  gezogen  sind.  Der  Endpunkt  C^ 
der  normalen  Geschwindigkeit  des  Punktes  C  maß  daher  auf  der  ge- 
raden Linie  g  liegen,  die  durch  den  gefundenen  Punkt  0^  parallel 
zum  Stabe  CO  gezogen  ist. 
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Es  sei  nnD  ein  Parallelograiuni  gezeichnet,  dessen  eine  Seite  CC^ 
ist,  dessen  zweite  Seite  in  die  Gerade  CC^  fällt  nnd  dessen  vierter 
Eckpunkt  C^  aaf  g  liegt.  Dann  stellt  die  sich  ergebende  Seite  CC^ 
(siehe  Fig.  289)  diejenige  normale  Grachwindigkeit  des  Punktes  C  dar, 
welche  sich  aus  dem  zweiten  Geechwindigkeitsplan  nach  Uultiplikation 
mit  X  ergibt.     Es  folgt  damus 

I        CC,' 

~  "cc,  ■ 

Nach  Multiplikation  sämtlicher  Geschwindigkeiten  des  zweiten 
Geachwindigkeiteplanes  mit  diesem  Faktor  X  und  ZuBammensetzoDg 
derselben  mit  den  normalen  GeBchwindigkeiten  des  ersten  Planes  er- 
gibt sich  dann  der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  fSr  da^  6e- 
lenksyatem  G.  Selbstverständlich  wird  diese  Konstruktion  der  Par- 
allelogramme nur  fttr  einzelne  wenige  Knotenpunkte  auszufübren  sein, 
da  ja  der  gesuchte  GeschwiDdigkeitsplan,  nachdem  einige  wenige 
Punkte  desselben  gefunden  sind,  sich  in  Rücksicht  auf  die  gegebene 
Struktur  desselben  und  die  zu  den  Stäben  parallele  Richtong  der 
Seiten  leicht  wird  verroll sföndigen  lassen. 

Durch  diese  Untersuchungen  ist  die  BestimmuDg  des  Geschwindig- 
keitsplanes fdr  ein  Gelenksystem  von  k+l  Knotenpunkten  zurück- 
geführt auf  den  Gesohwindigkeitsplan  eines  Gelenksystemes  von  k 
Knotenpunkten,  das  durch  Wegnahme  eines  Knotenpunktes  aus  dem 
gegebenen  Gelenksyatem  folgt.  Da  dieses  "Verfahren  fortgesetzt 
werden  kann,  so  muß  sich  schließlich  ein  Gelenksystem  ergeben,  ßlr 
welches  sieb  der  Geschwindigkeitsplan  zeichnen  ^t.  In  den  vor^ 
stehenden  Untersuchungen  ist  somit  ein  allgemeines  Verfahren  für  die 
Herstellung  des  Geschwindigkeitsplanes  entbaltea.*)  Daß  dieses  Ver- 
fahren in  mannigfalt^ter  Weise  abgeändert  werden  kann,  ist  selbst- 
Terständlieh.*) 

1)  Du  Terfahren  ist  nachgebildet  der  Methode,  die  der  Tet&saer  Mr  die 
Spannungsbestimmong  im  allgemeiDeu  beBtimmten  Fach  werk  gegeben  hat. 
Siebe  auch  EnzykL  d.  maih.  Wisa.  Bd.  IV.  1,  p.  110  (letster  Sats  antan).  Im 
übrigen  sei  darauf  auImetkaHm  gemacht,  daß  schon  0.  Moht  mehrere  Ge- 
«cbwindigkeitepl&ne  za  einem  einzigen  vereinigt.  Aach  Q.  Mertenü  besohäfUgt 
■ich  mit  Gelenkaygtemen ,  die  aus  einem  bestimmten  Packwerke  dnrch  Weg- 
nahme mehrerer  St3.be  entstanden  aind. 

2)  Der  Verfaeser  will  hier  keine  nene  Methode  liefern,  «ondem  nur  den 
wissenBchaftlicb  strengen  Beweis,  daB  der  Geachwindigkeitsplan  für  ein  Gelenk- 
igstem von  {k  •\- 1)  Euotenpunkt«n  sich  mit  Hilfe  der  Struktoigesetze  itets  aiu 
einem  bzw.  zwei  Geschwiadigkeitsplänen  herstellen  lUßt,  die  gezeichnet  sind  für 
das  Qelenksjstem  von  k  Knotenpunkten,  das  ans  dem  gegebenen  Gelenksjrtem 
dnrch  Wegnahme  eines  einfachen  oder  zweifachen  Enotenpnnktes  entstanden  ist 
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ÜbrigenB  bat  die  hier  hergeleitete  Methode  in  erster  Linie  ein 
mehr  theoretisches  Interesee,  da  wohl  in  den  seltensten  Fallen  sich 
Schwierigkeiten  bei  der  Konstruktion  des  Geschwindigkeitsplanes  er- 
geben werden,  so  dafi  die  allgemeine  Methode  notwendig  wird.  Über 
diese  allgemeine  Methode  ist  daa  zu  st^^n,  was  für  alle  allgemeinen 
Methoden  gilt:  wenn  ein  Problem  sowohl  durch  eine  allgemeine  wie 
durch  eine  spezielle  Methode  gelöst  werden  kann,  so  ist  in  der  Regel 
die  sfTezielle  Methode  vorzuziehen,  da  dieselbe  Gebrauch  macht  von 
den  speziellen  Voraussetzungen  des  Problemee,  woraus  sich  Verein- 
fachungen ergeben. 

Stabilität  des  Gelenksystemes.  Von  H.  Müller-Breslau  zuerst 
wird  bei  einem  Gelenksystem  der  Geschwindigkeitsplaa  gezeichnet, 
um  die  Stabilität  des  Gelenksystemes  zu  untersuchen.') 

Wenn  ein  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten  und 
2k -S 
Stäben  stabil,  also  eis  bestimmtes  Fachwerk  ist,  so  sind  bei  demselben, 
falls   gar   kein   Stab    weggelassen    wird,    nur   solche   virtuellen   Ver- 
rückungen   möglich,    wie    sie    bei    einem   starren   Systeme    eintreten 
können,  d.  h.  Drehungen  nm  einen  Pnnkt. 

Wird  daher  bei  dem  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  eine 
Seite  desselben  parallel  zu  der  betreffenden  Seite  des  Gelenksystemes 
festgel^^  so  wird,  falls  das  Gelenksystem  stabil,  also  ein  bestimmtes 


Der  Qedanke,  den  GeBcbwindigkeitaplao  einea  GeleakBjfitemes  suf  mehrfache  Eon- 
etraktion  der  QeBchwindigkeit«plane  toq  Gtelenkayatemen  von  gtOBerer  Be- 
weguDgifteilieit  EorQckznfiUireii,  ist  nicht  nen.  H.  Müller-Breal&n  sagt  hier- 
über: „Du  kinematiache  Verfahren  ist  beHondera  vorteilbaft  für  die  Beiecbuun^ 
von.  Boloben  Fachwerken,  die  durch  Beseitiguiig  von  n  Stäben,  deren  L&ngen  z,, 
z, ,  ...  £„  leieu,  und  durch  EiniSgmig  von  n  Ersatzstäben  in  Facbwerke  der 
«iufachstea  Axt  verwandelt  werden.  Man  schreibe  den  ErEatzstäben  zunäcbst 
willkürliche  LBngen&ndamngen  ^y  xa  und  stelle  die  Verschiebungen  aämUicher 
Knotenpunkte  nnd  die  in  ihrem  Qefolge  auftretenden  Ändernngen  Je^ ,  ^i:, ,  . . , 
^t„  der  KnotenpunktentfemuDgen  /,,/,,...  a„  als  Funktion  der  Werte  ^y  dar. 
Zwischen  den  n  willkürlichen  Werten  Jy  und  den  m  Warten  Jt  bestehen  n  lineare 
Qleicbnngen. 

Wäbtt  man 

^«,  =  1,     Jg,-'^JSt^ ^t„  —  0, 

eo  lassen  sich  mit  Hilfe  dieeet  Bedingongen  diejenigen  besonderen  Worte  der 
n  Terschiebnngen  berechnen,  welche  den  Bewegongacuetand  einer  kinematischen 
Kette  bestimmen,  in  die  daa  Fachwerk  durch  Beseitigung  einea  einzigen  Stabes, 
de«  Stabes  t,,  verwandelt  wird."  Siehe  H.  Malier-Breslau,  „Die  neueren 
Methoden  der  Festigkeitslehre  nnd  der  Statik  der  Baukonstruktionen".  3.  Aufl. 
Leipzig  1904,  p.  307. 

1)  Schweiz.  Banz.  9  (lSg7),  p.  121. 
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Fachwerk  ist,  der  Geschwindigkeitsplan  ein  dem  gegebenen  Fachwerk 
ähnliches  und  eindeutig  bestimmtes  Fachwerk  werden,  welches  die- 
selbe Struktur  wie  das  gegebene  Fachwerk  hat.  Ist  dagegen  der  Ge- 
schwindigkeitsplan nudi  Festlegung  einer  Seite  desselben  nicht  ein- 
deutig bestimmt,  bzw.  läßt  sich  nach  Festlegung  einer  Seite  ein 
Gelenksystem  zeichnen,  das  dieselbe  Struktur  hat  und  dieselbe  Rich- 
tung der  Seiten  wie  das  gegebene  Gelenksystem,  welches  aber  dem 
gegebenen  Gelenksystem  nicht  ähnlich  ist,  so  ist  keine  Stabilität  ror- 
handen,  also  das  gegebene  Gelenksystem  trotz  der  richtigen  Zahl  von 
Stäben  kein  bestimmtem  Fachwerk. 

Diese  tou  H.  Müller-Breslau  gezogenen  Schlußfolgerungen  sind 
Ton  F.  Schur  in  folgendem  Satz  zusammengefaßt: 

Ein  Gelenkaystem  ist  stabil  oder  nicht,  je  nacltdem  es  durdt  seine 
Gliederuty,  die  Ricktungen  seiner  Stäbe  und  die  diesen  Bedingungen 
entdeckende  Annahme  der  Endpunkte  eines  Stabes  eindeuUg  bestimmt 
ist  oder  nicht}) 

Auf  die  Stabilitätfiunterauchung  soU  später  im  Zusammenhange 
ausführlicher  eingegangen  werden. 

§  94.  Die  Beatimmung  der  Spannangen  duroli  die 
kinematlaolie  Kethode. 

Nachdem  fOr  ein  Gelenksystem,  das  sich  aus  einem  bestimmten 
Fachwerk  bei  Wegnahme  eines  Stabes  ergibt,  der  Gescbwindigkeita- 
plan  konstruiert  ist,  läßt  eich  leicht  auf  Grund  des  Mohrscheu  Ge- 
dankens die  Spannnng  in  dem  weggenommenen  Stabe  finden.  Am 
einfachsten  wird  das  Verfahren  bei  Benutzung  des  Planes  der  normalen 
Geschwind  igkeiten.*} 

Es  sei  ein  Knotenpunkt  A  des  Facbwerkes,  auf  den  eine  Kraft  P 
wirkt,   betrachtet.     Der  Punkt  A  möge  eine  virtuelle  Verrücknng  c 

1]  Math.  Add.  18  (ISUT),  p.  148.  Der  Verfasser  foBt  dieaen  Satz  mehr  »U 
eine  DefiDition  der  Stabilität  des  GelenkeyKtemoB  auf,  wie  als  einen  eig«Dt- 
licheu  Satz. 

2)  Der  Plan  der  normalen  Geachiriadiglteiten  ist  am  zwei  Ordnden  be- 
quemer aU  der  Mobreche  Plan: 

1.    weil  wir  lieber  parallele  Linien  ziehen,  all  aenkreohte, 

8.    weil   ea   bei   dem  Mohrachen   Gescbwindigkeitsplan   auf  die  Bsatimmung 

der  virluellen   Momente,   bei   dem  Plan   der   normalen  Qeaeh windigkeiten 

auf  diejenige  von  Drehmomenten  ankommt  und  wir  gewohnt  sind,   Drcb- 

moment«  und  nicht  virtuelle  Momente  in  konstruieren. 

Prinzipiell   leiatet   der  Mohrache  Geschwindigkeitsplan    dasaelbe    wie   der   Plan 

der   normalen   üeach windigkeiten,    wie    schon    daraua    folgt,    daS    diese    beiden 

PlKne   aich   durch    eine   Drehnng  um   90"   auseinander  ergeben.     In  Znknnft  ist 

stets  der  Plan  der  normalen  Uesch windigkeiten  von 
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«rleideo,    die    mit    der    Kraftrichtung    einen   Winkel    d'    einsclilieBt. 
Dann  ist 

P«C08* 

das  virtuelle  Moment  der  Kraft  P  bei  der  betreffenden  Verrückung  v. 

Es  sei  nun  der  Endpunkt  A^  der  normalen  Geschwindigkeit  des 
Punktes  A  bestimmt,  wobei  die  Strecke  AAi  sich  ans  der  virtuellen 
IJeachwindigkeit  v   durch   eine   Drehung   um    90"   ergibt   (Fig.  290). 
Dann   ist   das   virtnäte    Moment   gleich    dem 
Dr^momente  der  Kraft  P  für  den  Punkt  .4, 
ds  Drehpunkt. 

Ist  nämlich  e  der  Hebelarm   der  Eraft 
P  für  Ai  als  Drehpunkt,  so  ist 

c  =  AA^  ■  sin  (90"—  fr)  =  »  cos  *■ 
und  daher 

Pc  -  Pv  cos  fr. 

Das  Drehmoment  fQr  A^  als  Drehpunkt 
hat  hierbei  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  virtuelle  Moment,  wenn 
zur  Erlangung  der  normalen  Geschwindigkeit  die  Drehung  der  vir- 
tuellen Verriickungen  um  90*  im  positiven  Sinne  vorgenommen  wurde, 
im  anderen  Falle  dagegen  haben  das  virtuelle  Moment  und  das  Dreh- 
moment entgegengesetztes  Vorzeichen. 

An  die  Steile  der  virtudlen  Mom&Ue  treten  daher  in  der  die 
Spannung  des  weggenommenen  Stabes  bestimmenden  Gleichung  (1)  von 
§  92  die  Drehmomente  der  Kräfte  für  die  Endpunkte  der  normal 
Geschwindigkeiten  als  Drehpunkte. 

Da  bei  Herstellung  des  Planes  der  normalen  Geschwindigkeiten 
sämtliche  virtuellen  Verrflckungen  in  demselben  Sinne  um  90"  gedreht 
sind,  so  sind  bei  Ersetzung  der  virtuellen  Momente  durch  die  Dreh- 
momente der  Kräfte  für  die  Endpunkte  der  normalen  Geschwindig- 
keiten als  Drehpunkte  diese  Drehmomente  mit  dem  heh-effenden  Vor- 
eeichen  zv  nehmen.  Dies  gilt  auch  fHr  den  Fall,  daß  die  virtuellen 
Verräcknngen  bei  HersteUung  des  Planes  der  normalen  Geschwindig- 
keit im  n^ativen  Sinne  um  90"  gedreht  wurden,  da  ja  dann  sämt- 
liche Glieder  der  Gleichung  (1)  von  §  92  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen bekommen  und  so  die  Gleichung  richtig  bleibt. 

Bei  dem  gegebenen  Faohwerke  seien  die  Knotenpunkte  mit  Ai 
and  die  auf  dieselben  wirkenden  Erüfte  mit  P^  bezeichnet.  Ein  die 
Knotenpunkte  A^  und  A^   verbindender  Stab   sei  weggenommen  nnd 

Hannibiig,  Graphltob«  SMUk.  36  - 
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dieser  Stab  durcli  die  beiden  gleich  großen  aber  entgegengeaetzten, 
in  Ai  und  A^  angreifenden  Gelenkdrücke  Si  und  S^  ersetzt. 

In  dem  sieb  nach  Wegnahme  des  Stabea  A^Ä^  ergebenden  Plan 
der  normalen  Geschwindigkeiten  seien  mit  A^'  die  Endpunkte  der 
normalen  Geschwindigkeit  der  Knotenpunkte  A^  und  mit  c^  die  sich 
ergebenden  Hebelarme  der  Ernfte  P,  tüi  die  Punkte  A^'  als  Dreh- 
punkte bezeichnet.  Insbesondere  seien  A^'  und  J,'  die  Endpaiikte 
der  normalen  Geachwindigkeiteo  der  Punkte  Aj  und  A^  und  c^  und 
C|  die  daraus  folgenden  Hebelarme  der  GelenkdrQcke  S^  und  i^ 
Dann  führt  das  Prinzip  der  Tirtuellen  Verrüokungen  auf  die  Glei- 
chung ^) : 

(i)  i:p,c,+  s,c,+  s,c,~o 

oder,  wenn  in  Berücksichtigung,  daß  Si  und  S,  dieselbe  GrSße  aber 
entg^engesetzte  Riiditung  haben, 

gesetzt  wird: 

(2)  £P,c,+  S,(c,-c)-0. 

In  dieser  Gleichung  sind  aber  die  Momente  mit  dem  richtigen 
Vorzeichen  einzuführen.  Um  dieses  zu  erreichen,  seien  zunächst  die 
Hebelarme  c^  mit  dem  dorcb  den  Drebnngssinn  der  Eräße  P^  be- 
stimmten Vorzeichen  behaftet.  Um  femer  za  erreichen,  daß  durch 
das  sich  ergebende  Vorzeichen  Ton  8^  schon  die  Art  der  Spannung 
(Zug  oder  Druck)  g^^ben  ist,  sei  der  Gelenkdruck  .S^  so  einge^rt, 
als  wenn  Zug  vorhanden  wäre.  Dann  Ist  c^  positiv  zn  nehmen, 
wenn  der  auf  Zug  wirkende  Gelenkdmck  Si  für  Aj  als  Drehpunkt 
ein  positires  Moment  besitzt,  im  anderen  Falle  negativ.  Was  c^  b«- 
triäl,  so  wQrde  in  Gleichui^  (3)  infolge  der  obigen  EinfQhmng  von 
S,  der  Hebelarm  Cj  mit  demselben  Vorzeichen  wie  c^  zu  behaften 
sein,  wenn  die  Punkte  A^  und  A^'  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
A^Af  liegen,  im  anderen  Falle  mit  dem  en^^engesetzteu.  Wird  in 
dieser  Weise  verfahren,  so  ist  in  dem  Stabe  A^A,  eine  Zugspannung 
vorhanden,  wenn  die  Berechnung  von  iS,  aus  Gleichung  (3)  fär  5^ 
einen  positiven  Wert  ergibt,  dagegen  eine  Druckspannung,  wenn  5, 
einen  negativen  Wert  erhält. 

1)  Die  folgenden  Oleichangen,  die  »ich  &at  der  QleielmnK'  von  O.  Hobt 
(siebe  Civiling.  SI  [ISSG]  p.  S  GL  1)  durch  Einfabrong  der  nonualeti  GeBchviiidig- 
keiten  ergeben,  finden  sich  zuerst  in  der  Arbeit  von  H.  MaUer-BcesIko. 
Scbweiz.  Banz.  9  (1887)  p.  ISl. 
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Die  Gleichung  (3)  vereinfacht  sich,  wenn  dafQr  gesorgt  wird,  daft 
c,-0 
ist,  was  z.  B.  bei  Festhaltang  eine«  von  A^  ausgehenden  Stabes  (aber 
nicht  des  Stabes  Aj^A^,  der  ja  weggenommeo  ist)  eintritt    Dann  ist: 

(3)  £PtCt+S^e^  —  0. 

Bei  der  Bestimmnng  der  Spannung  iS^  kommt  es  zuiücfast  darauf 
an,  die  Summe 

der  Drehmomente  aller  äußeren  Er&fte  P^  ßlr  die  betreffenden  End- 
punkte der  normalen  Geschwindigkeiten  za  finden.  Dann  ergibt  sich 
S^  durch  die  Gleichung: 

(4)  Jf+S.Ci-O. 

Ftlr  die  analytische  Bestimmnng  von  S^  würden  nach  Konstruktion 
des  Geschwindigkeitsplanes  die  Hebelarme  e,  durch  Abmessen  zu 
finden  sein,  so  daß  sich  dann  durch  Gleichung  (2)  oder  (4)  S,  be- 
rechnen Viät 

Bei  einer  vollständig  graphischen  Dorchfilbrung  des  Problemes 
wären  die  verschiedenen  Momente 

P,c, 
graphisch  zu  bestimmen.    Dann  folgt  S^  aus  der  a^ebraischen  Summa 
der  auf  den  Hebelarm  c,  gebrachten  Momente. 

Ist  das  vorhegende  Geienksjstem  nicht  von  vornherein  auf  die 
Stabilität  hin  untersucht,  so  ergibt  sich  dieselbe  nachtr^Uch  durch 
die  Spannungsbestimmung  bzw.  durch  den  Geschwindigkeitsplan. 

Soll  lümlich  statische  und  damit  auch  kinematische  Unbestimmt- 
heit des  Gelenksystemes  von 

24-3 

Stäben  vorhanden  sein,  so  müßte  in  Gleichung  (4)  iS,  vieldeutig 
werden,  was  nur  eintreten  kann,  wenn  c,  =  0  ist,  nie  H.  Müller- 
Breslau  bemerkt  Ist  aber  c,  ==0,  so  würde  S",  sich  als  endlich  nur 
dann  bestimmen  lassen,  wenn  Jlf  ^  0  ist,  dann  aber  würden  sich  für 
Si  unendlich  viele  Werte  ei^eben. 

Dieser  Fall  q  =  0  tritt  ein,  wenn  die  Verbindungslinie  der  End- 
punkte Ai'  und  Aj'  der  normalen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A^^ 
Aj  parallel  zu  der  Geraden  AiA^  ist: 

1)  In  euUprechendev  Weise  ,folgt  die  Bedingung  der  Beweglichkeit  des 
Systeme«  ane  dem  Mohrachen  Oegchwiudigkeitsplui. 
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Bei  der  grapbiscLea  Bestimmimg  von  S^  ist  es  onbequem,  daß 
bei  jeder  einzelnen  Kraft  der  Drehpunkt,  fOr  welchen  das  Moment  za 
bestimmen  ist,  ein  anderer  wird.  Dieser  Ubelstand  kann  Tennieden 
werden  durch  eine  Bemerkung  von  F.  Schar.*) 

Es  seien  die  an  den  Knotenpunkten  A^  angreifenden  Kräfte  P^ 
und  ebenso  die  beiden  QelenkdrUcke  8^  und  S^  parallel  nach  den  den 
Punkten  A^  entsprechenden  Ponkten  Ai'  des  GeschwindigkeitepUnea 
verschoben.  An  die  Stdle  der  in  Af  angreifenden  Kraft  P,  tritt  ditnii 
die  nach  A^'  parallel  Terschobene  Kraft  nnd  ein  Kraftepaar,  das  dorcli 
die  in  A^  angreifende  Kraft  P^  und  eine  gleich  große,  aber  en^^n- 
gesetzt  gerichtete,  in  A/  angreifende  Kraft  gebildet  ist,  nnd  somit 
das  Moment  hat: 

F,c.. 

Ebenso  treten  an  die  Stelle  der  beiden  in  Aj  and  A^  angreifenden 
Oelenkdrflcke  S^  und  Sj   die  beiden  nach  A^'  und  A,    verschobenen 
Kräfte  S^  und  S,  nnd  zwei  Kräftepaare  mit  den  Momenten: 
iSjC,     nnd     ^c,. 

Da  infolge  der  Gleichung  (t)  alle  diese  hier  auftretenden  Knfte- 
paare  im  Gleichgewicht  stehen,  so  ei^bt  sich  in  BerücksicbtJgimg, 
dafi  die  äußeren  Kräfte  P^  des  F&chwerkes  mit  den  beiden  Gelenk- 
drttcken  Si  und  8^  ein  Gleichgewichtssystem  bilden,  der  Satz: 

Werden  nach  Wegnaiime  eines  8tabes  des  bestimmten  Fat^tcerifS 
wtd  Ersdjnmg  desselben  durch  die  beiden  GdenMHieke  8^  und  8^  säml- 
lielie  äußeren  Kräfte  wie  die  beiden  Gdenkdrücke  paraSd  mocA  dn 
entdeckenden  Punkten  des  Planes  der  normalen  GestAtcindigieiten 
verschoben,  so  entsteht  ein  Gleidigewichtssystem  von  Kräften. 

Da  die  auf  die  Eckpunkte  des  Fachwerkes  wirkenden  Kräfte  P, 
ein  Gleichgewichtssystem  bilden,  so  werden  die  nach  den  Punkten  A,' 
verschobenen  Kräfte  P.  sich  zu  einem  Kräftepaar  ^„  §,  vereinigen. 
Ebenso  liefern  die  beiden  nach  den  Punkten  Ai  und  A^'  verschobenen 
Gelenkdrücke  8^  und  S^  ein  Kräftepaar.  Nach  dem  hei^eleiteten  Satze 
von  F.  Schur  müssen  diese  beiden  Kräftepaare  sich  aufbeben. 

Um  die  Spannung  in  dem  weggenommenen  Stabe  A^A^  det 
Fachwerkes  zu  bestimmen,  sind  die  nach  den  Funkten  A{  parallel 
verschobenen  Kräfte  P,  zu  einem  Kräftepaar  $,,  Q^  zu  vereinig«!- 
Dann  ist  dieses  Kräftepaar  QiQ^  in  das  Glei<^gewicht  zu  setzen  mit 

1)  Wenn  in  Znknnft  bei  der  Daratellung  der  DatennchnDgea  von  P.  Sehn: 
nicht  speEielle  Quellen  angegeben  und,  bo  möge  immer  die  Abhaadlong  llith 
Ann.  4g  (1897)  p.  113  gemeint  sein. 
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einem  Kräftepaar,  dessen  Kräfte  in   zwei  Geraden  liegen,   die  durch 
Ai'  und  Äf'  gehen  and  parallel  sind,  zu  dem  weggenommenen  Stabe 
A^A^.    Die  lieiden  Kräfte  des  letzteren  Ki^ftepaarea  iiefaru  die  ge- 
suchten  Gelenkdrficke,  bzw.  nachdem  sie  nach  den  Punkten  A^  und 
Aj   verschoben  sind.     Da  der  HebeLum  h  des  Kräftepaares,  welches 
durch  die  beiden  nach  Ä^'  und  A^'  verschobenen  GelenkdrUcke  ge- 
bildet  ist,   bekannt  ist,  so   ist  es  nur  erforderlich,   das  Moment  des 
Kräftiepaarea   QiQt  zu  bestimmen   und  dasselbe  auf  den  Hebelarm  h 
zu   bringen.     Bei    der   Ausfllhnmg   dieser   Konstruktion   können   die 
verschiedenen  im 
ersten    Abschnitt 
entwickelten   Me- 
thoden     benutzt 
werden. 

In  Fig.  291  a 
ist  ein  Fach  werk 
mit  sechs  zwei- 
fachen Knoten- 
punkten A,,    A^, 

■^3)      -^i)      -^6'      -^   ' 

angenommen,  das 
ans  einem  Sechs- 
eck und  den  drei 
Hauptdi^oualen 
besteht.  Der  Stab 

A^Af  ist  weggenommen  und  der  Oeschwindigkeitsplau  fOr  das  ent- 
stehende Gelenksjstem  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Stab  A^A^ 
festgehalten  wird,  gezeichnet.  Die 
Punkte  Ä^'  und  A^'  des  Geschwin- 
digkeitsplanes  fallen  in  die  Punkte 
.^(Und.^g hinein.  Die  Übrigen  Eck- 
punkte desselben  sind  A^',  A^',  A^, 
Af^'.  Da  der  Punkt  A^'  nicht  aof  der 
Geraden  A^A^  zu  li^en  kommt,  so 
ist  jedenfalls  Stabilität  vorhanden. 
Die  in  den  Eckpunkten  des 
Faehwerkea  angreifenden  Kräfte  sind 
mit  i*i,  P„  P„    P.,   Pj,  P,    be-  ""  ""■ 

zeichnet,  wobei  dafür  gesoi^  ist,  daß  diese  Kräfte  ein  Gleichgewichts- 
sjstem  bilden.    Fig.  291b  stellt  das  Kräftepolygon  dar. 
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Nach  Yerflchiebung  der  Kräfte  Pf  nach  den  Eckpunkten  des  Ge- 
schwindigkeitsplsnes  kommen  dieselben  in  die  Geraden  I,,  If,  It,  I4,  ki 
l^  zu  liegen.  Für  diese  in  den  Geraden  I„  ^  . . .  liegenden  Erifte  J?„ 
P, . . .  ist  dann  nnter  Benatznng  des  Polea  C  (Fig.  391b)  ein  Seil* 
polygen  (Fig.  291a)  gezeichnei  Die  beiden  äußersten  (parallelen) 
Ssiten  dieses  Seilpolygooes  sind  p^  nnd  g^,  wobei  es  so  eingerichtet  ist, 
daß  die  Gerade  ffi  durch  A^'  and  g^  durch  A^  geht  Es  ergibt  sich 
somit  «in  E>äftepaar,  das  gebildet  ist  durch  zwei  in  ^,  und  jr,  lie- 
gende Kräfte,  deren  Größe  und  Richtungasinn  durch  den  Fokirshl 
CN  gegeben  ist,  und  zwar  folgt: 

in  ffi  die  Kraft  ©,  =  KC, 
in  Sj  die  Kraft  ft  —  CK 
Diese  beiden  Kräfte  Qf  und  Q,  sind  durch  das  Kräftedreieck  XCil 
(Fig.  291b),  wo 

CM\  A^At',  NM\\A^A^ 

in  zwei  sich  aufhebende  Kräfte  in  der  Geraden  A^A^'  and  in  zwei 
ein  Kräftepaar  bildende  Kräfte  T^  und  jT,  zerlegt.  Tod  den  beides 
Kräften  dieses  Kräfbepaares,  die  beide  die  absolute  Größe  N3I 
haben,  liegt  die  eine  T^  in  dem  weggenommenen  Stab  ^  ^  die  an- 
dere Tf  in  einer  durch  A^  gehenden  und  zum  Stab  A^Af  parallelen 
Geraden.     Hierbei  ist 

Tj  -  MN,  r,  -  NM. 

Dieses  Kräftepaar  7*1  Tg  soll  nun  in  das  Gleichgewicht  gesetzt 
werden  durch  ein  Kräftepaar,  welches  gebildet  ist  durch  den  in  A, 
angreifenden  Gelenkdmck  Si  and  durch  eine  zweite  Kraft,  die  äeh 
bei  paralleler  VerBchiebung  des  Gelenkdruckes  S^  nach  deta  Punkte  A,' 
ergibt.     Es  folgt  daraus 

S,  -  NM,  St  =  ~MN. 

In  dem  Stabe  A,A^  ist  somit  eine  Zagspannung  TOrhanden  Ton 
der  Größe  der  Strecke  NM. 

Durch  die  erklärte  kinematische  Methode  ist  nach  Wegnahme 
eines  Stabes  und  Entwerfen  des  Planes  der  normalen  GeBchwisdig- 
keiten  die  Spannung  in  dem  weggenommenen  Stabe  sowohl  analytisch 
wie  graphisch  bestimmbar.  Die  graphische  Bestimmung  wird  be- 
sonders ein&ch  bei  der  Schurschen  AuafQhnmg. 

Daß  sich  hierbei  nur  die  Spannung  in  einem  Stabe  ergibt,  kann 
nicht  als  ein  Nachteil  für  die  Methode  angesehen  werden,  da  man  js 
in  der  Regel  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  anderen  Stäben  ies 
Fachwerkes  nach  Kenntnis  der  Spannung  eines  Stabes  bei  Benatzoog 
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der  Polygonal-  oder  Stdinittmethode  wird  herleiten  können.  Sollte 
dies  nicht  der  Fall  sein,  80  kann  mui  fDr  einen  zweiten  ^tab  die 
kinematische  Methode  abermals  zur  Verwendung  bringen  ubw.,  bia  man 
schließlich  imstande  ist,  die  Spannungen  in  sämtlichen  anderen  Stä* 
ben  des  FachwerkeB  durch  die  Polygonal-  oder  Schnittmethode  za 
erhalte^. 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  soll  noch  der  Schursche 
Nachweis  geführt  werden,  daß  die  Schnittmethode  sowohl  in  der  Aus- 
fahrung  nach  Gulmann,  wie  in  derjenigen  nach  Ritter  sich  auf 
die  kinematische  Methode  znrtlckfBhren  läßt. 

Zwei  Fachwerke  K  und  f^  seien  durdi  drei  StSbe  AA^,  BB^, 
CG,   mit  einander  verbunden,  die  sich  nicht  in  einem  Punkte  schnei- 


den. Der  Schnittpunkt  der  beiden-  Geraden  AAi  und  BBj^  möge  mit 
D  bezeichnet  werden  (Fig.  292). 

£s  sei  der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  gezeichnet,  wie 
er  sich  bei  Wegnahme  des  Stabes  CC^  ergibt.  Hierbei  sei  ein  Stab 
des  Fachwerkea  K  und  damit  das  ganze  Fachwerk  K  festgehalten. 
Die  Endpunkte  der  normalen  Geschwindigkeit  der  Knotenpunkte  des 
Fachwerkea  K  fallen  somit  mit  diesen  Knotenpunkten  zusammen.  Da 
das  Fachwerk  K,  nur  eine  momentane  Drehung  um  D  als  Drehungs- 
Zentrum  erleiden  kann,  so  werden  die  Endpunkte  der  normalen  Ge- 
schwindigkeit der  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  £*,  ein  dem  Fachwerk 
Kl  in  bezug  auf  D  als  Zentrum  ähnliches  Fachwerk  £,'  bestimmen. 
Der  Geschwindigkeitsplan  besteht  daher  aus  dem  Fachwerk  K,  dem 
Fachwerk  K^'  und  den  beiden  Geraden  AA,'  und  BB^'. 

Nun  sind  die  äußeren  Kräfte  nach  den  Endpunkten  der  normalen 
Oeschwindigkeiten  parallel  zu  verschieben  und  zu  einem  Kräftepaar 
zu   vereinigen.     Die  Krafte,  welche  auf  die  Knotenpunkte  des  Fach- 
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werkee  K  wirken,  sollen  Bich  zu  eiuer  den  Stab  CC^  in  dem  Punkte  E 
schneideaden  Kraft  R  zosammenaetzen.  Da  die  Knotenpunkte  des  Facb- 
werkes  K  ihre  Lage  nicht  ändern,  bo  bleibt  die  KrsFt  Ü  ung^ndert. 

Die  auf  das  Fachwerk  f^  wirkenden  Kräfte  werden  Bieh  zu  einer 
Kraft  R'  zusammensetzea,  die  Bich  infolge  des  Oleichgewichtes  gegen 
R  w^hebt,  also  dieselbe  Größe  wie  R,  ent^gengesetzte  Richtung 
und  dieselbe  Wirkungslinie  hat.  Die  Kraft  R'  wird  daher  den  Stab 
CCy  ebenfalls  in  E  schneiden.  Werden  nun  die  auf  das  Fachwerk  K^ 
wirkenden  Kräfte  parallel  nach  den  Knotenpunkten  des  Fachwerkes  JT,' 
verschoben,  so  wird  auch  die  Resultante  R'  derselben  eine  parallele 
YerBchiebung  erleiden  und  so  mit  R  das  gesuchte  Kiilftepaar  bilden. 
Da  aber  das  Fachwerk  K^'  für  D  als  Zentrum  eine  mm  Fachwerk  JS', 
ähnliche  Lage  hat,  bo  ist  die  Verschiebung,  welche  die  Resultante  R' 
erhält,  durch  diese  Ähnlichkeitsbeziehung  bestimmt  Es  wird  somit 
die  Resultante  R'  der  nach  den  Knotenpunkten  des  Fachwerkes  £,' 
verBchobenen  Kräfte  durch  den  Schnittpunkt  J?,  des  Strahles  ED  mit 
der  durch  den  Endpunkt  C^  der  normalen  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes C,  zum  weggenommenen  Stabe  (70,  parallelen  Geraden  gehen. 

Dieses  Kräftepaar  RR'  ist  nun  mit  einem  Kröftepaar  S^S^  in 
das  Gleichgewicht  zu  setzen,  wobei  die  ia  C  angreifende  Kraft  iS,  ia 
CE  und  die  in  C^'  angreifende  Kraft  S^  in  C^E^  liegt.  Zu  diesem 
Zwecke  sei  die  Kraft  R  in  E  angreifend  gedacht  und  in  das  Gleich- 
gewicht gesetzt  mit  einer  Kraft  in  CC^,  die  sich  als  S^  erweist,  und 
einer  zweiten  Kraft  Q  in  ED.  Ebenso  sei  die  zweite  Kraft  R'  de» 
Kräftepaares  in  E^  angreifend  angenommen  nnd  in  das  Gleichgewicht 
gesetzt  mit  einer  in  C^E^^  liegenden  Kraft,  die  sich  als  S^  erweistr 
und  einer  Kraft  Q'  in  E^D.  Da  die  beiden  so  gefundenen  Kraft«  (^ 
und  Q'  eich  wegheben,  so  werden  die  beiden  anderen  in  OEanA  C^'E^ 
Übenden  Kräfte  tatsächlich,  wie  behauptet  ist,  mit  Sj  und  S,  Qber- 
einstimmen.  Damit  ist  die  Spannung  in  dem  Stabe  0(7,  gefunden. 
Um  dann  die  Spannungen  in  den  Stäben  ÄÄ^  und  BB^  zu  erhalten^ 
ist  es  nur  erforderlich,  die  in  D  angreifend  gedachte  Kraft  Q  in 
die  beiden  Stitbe  AA^  und  BBi  zu  zerlegen. 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich  das  folgende  Verfahren: 

Um  die  drei  Gelenkdrücke  zu  erhalten,  die  in  den  Verbindungs- 
stäben AAi,  BB^,  CC^  liegen  und  auf  das  Fachwerk  K  wirken,  ist 
die  Resultante  R  der  auf  das  Fachwerk  K  wirkenden  Kräfte  in 
das  Gleichgewicht  zu  setzen  mit  einer  in  dem  Stabe  0(7,  wirkenden 
Kraft  und  einer  solchen,  die  durch  den  Schnitt  D  der  beiden  an- 
deren Stäbe  geht,  und  dann  die  letztere  Kraft  in  die  beiden  SKbe  Ä  A^ 
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und  BB^  za  zerlegen.  Dies  ist  aber  tatsächlidi  das  Culmannache 
Verfahren. 

In  noch  ein&cherer]  Weise  ei^bt  sich  die  Rittereche  Methode. 
Wird  der  Punkt  D  für  den  Punkt  A^  als  Endpunkt  der  normalen 
GescliTrindigkeit  betrachtet,  so  fallen  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Fach- 
werke  K^  und  K^'  für  D  als  Zentrum  (Fig.  292}  sämtliche  Enoten- 
pankte  des  Fachwerkes  Ki  in  D  zusammen.  Es  wflrden  daher  sämt- 
liche auf  das  Fachwerk  K^  wirkenden  Kräfte,  sowie  der  Gelenkdruck  S^ 
nach  D  zu  verschieben  sein. 

Nun  moß  die  Summe  der  Momente  sämtlicher  nach  den  End- 
punkten der  normalen  Geschwindigkeit  verschobenen  Kräfte  infolge 
des  Gleichgewichtee  gleich  Kuli  sein.  Wird  aber  hierbei  der  Punkt  D 
als  Drehpunkt  angenommen,  so  fallen  die  Momente  aller  nach  D  ver- 
schobenen Kräfte  weg.  Es  muß  somit  fQr  den  Schnitt  D  zweier 
Stäbe  AA^  and  BB^  als  Drehpunkt  die  Summe  der  Momente  der 
auf  das  Fachwerk  K  wirkenden  Kräfte  und  das  Moment  des  in  dem 
dritten  Stabe  CCi  Hegenden  und  auf  das  Fachwerk  K  wirkenden  Ge- 
lenkdruckee  S^  gleich  Null  sein.  Dies  ist  aber  der  Gedanke,  der  nach 
ßitter  die  Bestimmung  der  Spannung  in  dem  Verbiadungsstab  (70, 
ermöglicht. 

§  96.  Bedingongen  fSr  die  Heretellnng  von  reziproken  Eräfteplftnen 
bei  bestimmten  Faehverken. 
Durch  die  Unteraijchungen  von  §  83  ist  gezeigt,  daß  sich  durch 
Projektion  zweier  reziproken  Poljeder  einerseits  ein  Fachwerk  nebst 
dem  zugehörenden  Seilpolygon  und  den  Wirkangslinien  der  änCeren 
Kräfte,  andererseits  der  Kräfteplan  dieses  Fachwerkes  (Diagramm), 
nebst  dem  geschlossenen  Kräftepolygon  der  äußeren  Kräfte  und  dem 
zngehörenden  Pol  sowie  den  Polstrahlen  eigeben  kann.  Bevor  auf 
die  „allgemeine  Methode  der  reziproken  Kräftepläne"  eingegangen 
wird,  soll  zunächst  durch  Erweiterung  der  Betrachtungen  von  §  83 
geprüft  werden,  unter  welchen  Bedingungen  ein  Fachwerk  nebst  dem 
Seilpolygon  der  äußeren  Kräfte  und  deren  Wirkungslinieo  als  Projek- 
tion eines  Polyeders  aufgefaßt  werden  kann,  sodaß  nach  Bestimmung 
dieses  Polyeders  die  Projektion  des  konstruierten  reziproken  Poly- 
eders das  Diagramm  fllr  das  betreffende  Fachwerk  liefert.*) 

1)  In  dieiem  Paragraphen  sind  Untersuchungen  von  F.  Schur  und  J.  Pe- 
tersen enthalten,  siehe  J.  Petersen,  „Lehrbuch  der  Statik  fester  KOrper", 
Dentflch  von  Ko.  Fiacher-Benzon.  Kopenhagen  (18S3),  vtesentUch  aber  die 
Untersuahungen  von  F.  Schur,  Siehe  ferner  die  Darstellung,  welche  die  Schur- 
schcn  Metboden  dmch  J.  Wellatein  erfahren  haben.  Enc;kl.  d.  Elementar- 
Uathematik  von  H.  Weber  und  J.  Wellstein,  Bd.  III,  Leipzig  1907. 
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Bei  den  Eulerschea  Polyedern,  die  hier  allein  in  Betracht  kommen, 
besteht  zwischen  der  Aosahl  E  der  EckflQ,  der  Flächen  F  nnd  der 
Kanten  K  die  Öleichung 

E-{-F=K+2. 
Eb   mög«   Qun   daa  vorliegende  Fachwerk  k  Eiiotenpcnkte  nnd 
daher,  da  das  Facbwerk  ein  bestimmtes  sein  soll, 

s  =  2Jc-3 
Stäbe  haben.     An  n  der  k  Knotenpunkte,  wo 

n^k 
sollen  Kräfte  angreifen,  so  daS  das  Seilpolygoo  ein  geschlossenes  n-£ck 
ist,  also  n  Ecken  und  n  Seiten'  hat.  Da  noch  die  n  Wirkaogslinien 
der  äußeren  Kräfte  hinzutreten,  so  besteht  die  durch  das  Facfawerk, 
das  Seilpolygon  und  die  Wirkungslinien  der  SaBeren  Kräfte  gebildete 
Figur  ans 

k  +  n 
Eckpunkten  nnd 

2*-3  +  2n-2(Ä  +  »)-3 
i^eraden 

Da  nun  die  (k  -f  n)  Eckpunkte  die  Projektionen  der  Ecken  des 
Polyeders,  die  [2  (^  -|~  ")  ~  3]  Geraden  diejenigen  der  Kanten  sein 
soUen,   30    werden    hier   nur   solche  Polyeder   in  Betracht   kommen. 


F  =  k  +  n 
Ecken  und 

K-2{k  +  n)-S 
Kanten  haben  bzw.  solche  Polyeder,  die  der  Gleichong  genOgen: 

Z"=2£-3. 
Ftlr  die  Zahl  der  Flächen  der  Polyeder  ergibt  sich  dann  der  obiges 
Öleichung  entsprechend: 

F-k  +  n-l. 
Jede  Kante  des  Polyeders  ist  hierbei  zwei  Flächen  und  zwsr 
nur  zwei  Flächen  gemeinsam.  Es  wird  daher  die  ganze  OberKdie 
«rhalten  werden  können,  indem  man  von  einer  F^he  derselben  aus- 
geht, au  dieselbe  mit  der  gemeinsamen  Kante  die  zweite  Fläche 
heftet,  an  diese  in  gleicher  Weise  die  dritt«  usw. 

Es  sind  nun  die  Eigenschaften  der  Projektion  eines  solchen  Polv- 
eders  zu  untersuchen.  Zn  diesem  Zwecke  sollen  zniüchst  einige 
Definitionen  vorausgeschickt  werden. 

Bei  einer  solchen  Figur,  die  aus  Punkten  (Eckpunkten)  bestebi 
und  geradlinigen  Strecken,   welche  diese  Eckpunkte   verbinden,  m(H^ 
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jedes  darch  diese  Geraden  gebildete  Polygon,  bei  dem  keine  zwei 
Ecken  zaBammenfallen,  als  ein  einfaeheB  Polygon  bezeichnet  werden. 
£b  sei  sodann  von  einer  vollstimdigen  Zerlegung  dieser  ä>enen  Figur 
in  p  einfache  Polygone  gesprochen,  wenn  die  Geraden  so  als  die  Seiten 
von  p  einfachen  Polygonen  angeordnet  werden  können,  daß  jede  Ge- 
i»de  die  gemeinsame  Seite  von  zwei  und  zwar  nnr  von  zwei  ein- 
fachen Polygonen  ist.  Die  Zerlegung  sei  femer  eine  mtsammen- 
hängende  genannt,  wenn  man  dadurch,  daß  man  Ton  einem  Polygone 
anseht,  an  dieses  das  zweite  heftet,  das  mit  dem  ersten  eine  oder 
mehrere  Seiten  gemein  hat,  an  dieses  in  gleicher  Weise  ein  drittes 
usw.,  schliefilich  zu  allen  Polygonen  gelangen  kann. 

Da  nun  der  OmriB  einer  Fläche  eines  Polyeders  in  der  Projek- 
tion ein  einfaches  Polygon  liefert,  so  werden  dieselben  Sätze,  die 
oben  ftlr  das  Polyeder  aosgesprocheu  sind,  auch  für  dessen  Projektion 
Gültigkeit  haben.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

Ikanit  eine  ebene  Figur  von  E  ^k  -i-n  EtAen  und 

K  =■  2E  —  S  -  2ik  +  n)  ~  S 

Geraden  die  Projektion  eines  Polyeders  sein  kann,  muß  bei  dersdhen 
eine  voUstäitdige  und  zusammenhängende  Zerlegung  in 

E—l^k-k-n-l 
einfache  Polygone  möglich  sein. 

Ist  aber  diese  Bedingung  fOr  eine  ebene  Figur  erfüllt,  so  läßt 
sich    stets   ein   Polyeder   finden,   dessen   Projektion    diese   Figur   ist. 

Um  dieses  nachzuweisen,  sei  die  Ebene  der  ebenen  Figur  zur  Eo- 
ordinateuebene  e  —  0  gemacht.  Dann  sind  die  x-  und  y-Eoordinateu 
4er  Eckpunkte  des  Polyeders,  da  dieselben  senkrecht  über  den  Eck- 
punkten der  ebenen  Figur  li^en  müssen,  g^eben  und  nur  die  e- 
Koordinaten  der  £  Eckpunkte  des  Polyeders  unbekannt.  Zur  Be- 
stimmung des  Polyeders  sind  daher  nur  die  «-Koordinaten  der  Eck- 
punkte zu  finden,  woraus  sich  E  unbekannte  Größen  ergeben. 

Bei  der  Zerlegung  der  ebenen  Figur  in  einfache  Polygone  mögen 
sieh  Pf  Dreiecke,  p^  Vierecke  usw.  herausgestellt  haben.')  Da  die 
Zahl  aller  einfachen  Polygone  (£  —  1)  beträgt,  so  folgt  die  Gleichung: 

<1)  E~l=p,  +  p^+--- 

1)  FrSlier  hat  ichoa  H.  Grübler  bei  beatimmtea  Fa^hwerken  die  einfachen 
Polygone  nntemcht  nnd  Gleichaugeu  fOr  die  Anzahl  der  Dreiecke,  Tierecke  nsw. 
»afg«atetlt,  jedoch  nicht  in  Rflckiicht  auf  die  rezipiokea  KräftephLue.  Big.  Ind. 
Ztg.  IS  (1987). 
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Die  AnzaU  der  Seiten  sämtlicher  Polygone  wird  sein 

Da  aber  jede  Seite  zn  zwei  Polygonen  und  zwar  nnr  zu  zwei  Poly- 
gonen gehört,  Bo  wird  dieser  fQr  die  Anzahl  der  Seiten  gefundene 
Wert  gleich  der  doppelten  Anzahl  der  Geraden  der  gegebenen  Figur 
sein.    Daraus  ergibt  sioh  die  Gleicbtmg: 

(2)  2(2^-  3)  -  3p,  +  4j),+  6ft  +  ■    ■ 

Ans  diesen  beiden  Oleichnngcn  (1)  und  (2)  folgt  durch  Elimination 
von  p^  die  weitere  Gleichung: 

(3)  E-5~p^+  2ft+  3j),+  . .  ■ 

Es  soll  nun  die  Anzahl  der  Bedingungen  festgestellt  werden,  die 
sich  fSr  die  «-Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Polyeders  ergibt. 

Ein  Dreieck  als  einfaches  Polygon  wird  keine  Bedingimg  zwischen 
den  z-Eoordinaten  der  drei  Ecken  des  Polyeders,  die  sich  in  die 
Ecken  des  Dreieckes  projizieren,  liefern.  Ein  Viereck  als  einfache 
Polygon  ergibt  daduEch,  daß  die  betreffenden  vier  Eckpunkte  des 
Polyeders,  die  sich  in  die  Ecken  des  Viereckes  projizieren  sollen,  in 
einer  Ebene  liegen  mflasen,  eine  Bedingung  zwischen  den  ;e'-Koordi- 
naten,  ein  FOnfeck  zwei  Bedingungen  usw.  Infolge  davon  wird  die 
Zahl  q  der  Bedingungen,  die  sich  fOr  die  s-Eoordinaten  der  Eck- 
punkte eigeben,  sein: 

q—p,+  '2p^+  3p,  H 

In  Bückeicht  auf  die  Gleichung  (3)  ist  daber: 

(4)  q-E-3. 

Es  haben  sich  so  fi)r  die  «-Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Poly- 
eders weniger  Bedingungen  ergeben  als  «-Koordinaten  vorhanden  sind. 
Daher  werden  sich  die  «-Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Polyeders 
tatsächlich  bestimmen  lassen  und  zwar  auf  unendlich  riele  Arten. 
Es  gibt  somit  jedenfalls  ein  und  sogar  unendlich  viele  Polyeder,  die 
sich  in  die  angenommene  ebene  Figur  projizieren.  Es  folgt  somit 
der  von  F.  Schur  gefundene  Satz: 

Eine  e6fl»e  Figur  von  E Ecken  und  K  —2E ~  3  Verbindungs- 
geraden dersäben  läßt  sich  stets  als  Prcfjektion  eines  Polyeders  auf- 
fassen, wenn  eine  vollständige  und  zusammenhängende  Zerlegung  der- 
s^en  in  {E  —  l)  einfache  Polygone  möglich  iä^) 

1)  Dieie  Frage  beantwortet  J.  Fetereen  durch  den  Sati:  Wenn  jeder  gt- 
echlossene  „Polygontcey'  ei»  SttJct  wtn  System  wlUtändig  loasdtneidtt,  so  emittiert 
ein  Diagramm. 
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Bei  dem  Torliegeßden  Fachwerk  von  k  Enotenpankten  und 

Stäben,  bei  dem  in  n  Knotenpunkten  die  Kräfte  eines  Gleicbgewichts- 
sTBtems  angreifen,  mflßte  infolge  dieses  Satzes  eine  Tollständige  and 
zuB&mmenhäi^aide  Zerlegang  des  Fachwerksplanes*)  in 

k  +  n  —  1 
einfache  Polygone   möglich   sein,   wenn  der  Fachwerksplan  als   Pro- 
jektion eines  Polyeders  betrachtet  werden  kann.     Die   Möglichkeit 
einer  eolcben  Zerl^nng  sei  angenommen, 

Kun  ist  das  Seilpolygon  ein  ein&ches  Polygon.  An  dieses  Seil- 
polygon stoSen  als  weitere  Polygone  die  n  Polygone  an,  die  je  dnrch 
eine  Seite  des  Seitpolygones,  zwei  benachbarte  Wirknngslinien  der 
äufieren  Klüfte  und  dnrch  einen  oder  mehrere  Stäbe  c  des  Fachwerkes 
begrenzt  sind,  welche  die  in  den  betreffenden  beiden  WirknngsUnien 
übenden  Angriffspankte  (Knotenpunkte)  miteinander  verbinden. 
Werden  diese  (n  -|-  1)  einfachen  Polygone  weggenommen,  so  bleibt 
das  Fachwerk  allein  übrig,  während  die  Zahl  der  fibrigb leibenden 
Polygone,  in  die  das  Fachwerk  zerlegt  ist, 

it-J-M-l-(«  +  l)  =  fc-2 

beträgt.  Da  jedoch  nach  Wegnahme  des  Seilpolygones  und  der  an 
die  Seiten  desselben  stoßenden  n  Polygone  die  Stäbe  c  nur  je  in 
einem  Polygone  vorkommen,  die  anderen  Stäbe  des  Fachwerkee  stets 
in  zwei  Polygonen,  so  hat  man,  um  eine  vollständige  and  zusammen- 
lüngende  Zerlegung  zu  erhalten,  noch  das  durch  die  Sl»be  c  be- 
stimmte Polygon  hinzuzufügen.  Da  man  anf  diese  Weise  eine  voll- 
ständige und  zusammenhängende  Zerlegung  des  Fach  werke  s  in 

ft-1 
«inhche  Polygone  erhält,  wobei  auf  dem  durch  die  St»be  c  bestimm- 
ten Polygon  amtliche  Knotenpunkte  liegen,  in  denen  Kräfte  angreifen, 
80  ergibt  sich  der  weitere  von  F.  Schur  gefundene  Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  durch 
ein  bestimmtes  Fachu/erk  von  k  Knotenpunkten,  die  Wirkuiigslinien  der 
äußeren  Kräfte  und  das  Seilpolyyon  g^ildete  Figur  (Fachiierksplan) 
als  Projektion  eines  Polyeders  hetrachtel  w^-den  kann,  ist:  es  muß  für 
das  Fachwerk  eine  vollständige  und  zusammenhängende  Zerlegung  in 

1)  D.  i.  nach  früherer  Dofinition  die  ans  Facbwerk,  den  Wiikungtlinien 
der  AoSeteii  EAft«  acd  dem  Seilpolygon  bestehende  Figur. 
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{k  —  1)  einfacJte  Polygone  tmglich  sein,  und  es  müssen  die  Kr^e  aBe 
in  den  Edtponlden  eines  einfachen  Polygones  angreifen. 

Es  möge  nun  ein  beatimmtes  Facliwerk  von  li  Knotenpunktoi 
tind 

s  -  2ft  -  3 

Stäben  vorliegea,  welches  eine  vollständige  tmd  zasammeiiliäogeiide 
Zerlegung  in  (Ä;  —  1)  einfache  Polygone  gestattet  Kach  Auswahl 
eines  einfachen  Polygones  seien  in  n  Eckpunkten  desselben  die  Eräfle 
angreifend  gedacht  und  demgemäfi  die  WlrkuBgslinien  angenommen. 
Darauf  sei  das  aas  «  Seiten  bestehende  geschlossene  Seilpolygon  den 
Gleichgewichtsbedingungen  entsprechend  gezeichnet.  Dasjenige  ein- 
fache Polygon  des  Fachwerkes,  in  dessen  Eckpankten  die  Kräfte  an- 
greifen, sei  das  Ba/ndpdygon  genannt  und  zwar  auch  dann,  wenn  em 
Teil  der  Polygone  außerhalb  des  Randpolygones  liegt. 
Der  Fachwerksplan  wird  dann 

B  =  h  +  n 
Eckpunkte  und 

Z:-2{i  +  n)-3 
Geraden   haben   und    eine    vollständige   und   zusammenhängende  Za- 
legnng  in 

F-Jt  +  n-l 
einfache  Polygone  gestatten,   wobei  jedoch  an  die   Stelle  des  Band- 
polygones   bei  der  Zerlegung  des  Fachwerksplanes   das  geschlossene 
Seilpolygon  als  einfaches  Polygon  tritt. 

Es  läßt  sich  dann  ein  Polyeder  n  finden  von 

E=k  +  n 
Ecken, 

Ä:-2(i-i-«)-3 

Kanten  und 

F=lt-{-n—  1 
Flächen,  dessen  orthogonale  Projektion  der  Fachwerksplan  ist 

Es  sei  nun  ein  Nullsystem  angenommen,  dessen  Achse  senkrecht 
zur  Ebene  des  Fachwerkes  ist,  und  das  in  bezug  auf  dieses  Xnll- 
system  zum  Polyeder  TI  reziproke  Polyeder  77'  bestimmt.  Jeder  Ecke 
des  Polyeders  11  wird  in  dem  reziproken  Polyeder  77'  eine  Fläche 
und  jeder  Fläche  des  Polyeders  77  in  dem  reziproken  Polyeder  It 
eine  Ecke  entsprechen.  Jeder  Eante,  welche  in  dem  Polyeder  77 
zwei  Eckpunkte  E^  und  E^  miteinander  verbindet^  wird  in  dem  Poly- 
eder 77'  die  Kante  entsprechen,  in  der  sich  die  beiden  den  Eck- 
punkten E^  und  E^  entsprechenden  Flächen  schneideiL    Zwei  soldie 
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einander  entsprechende  Kanten  aind  zwei  konjugierte  Gerade  des  an- 
genommenen  Knllayetenis. 

Dieses  zu  dem  Polyeder  77  reziproke  Polyeder  77'  wird 

E'-F=h  +  n-l 
Ecken, 

F'~E  =  k  +  » 
Fläcben  and 

K'=K~2(k  +  n)-^ 
Kanten  haben. 

Es  sei  nun  das  reziproke  Polyeder  77'  auf  die  Fachwerkseben» 
orthogonal  projiziert.  Die  Projektion,  welche  E'  Ecken,  F  ge- 
schlossene Polygone  nnd  S'  —  K'  Gerade  hat,  sei  wie  früher  das  Dia- 
gramm des  Fachwerksplanes  genannt. 

Wie  die  beiden  Polyeder  zageordnet  sind,  so  lassen  sich  auch 
die  beiden  Projektionen  derselben,  nämlich  Fachwerksplan  und  Dia- 
gramm einander  zuordnen,  indem  Elemente  dieser  beiden  Figuren  ais- 
zugeordnet betrachtet  werden,  die  sich  als  Projektion  entsprechender 
Elemente  der  beiden  Polyeder  ergeben.  Dann  wird  jeder  Ecke  dea 
Fach  werksplan  es  ein  geschlossenes  Polygon  (Fläche)  des  Dii^ptimms^ 
jedem  einfachen  Polygon  des  Fachwerksplanes  eine  Ecke  des  Dia- 
grammes  und  jeder  Geraden  des  Fachwerksplanes  eine  Gerade  des- 
Diagrammes  entsprechen-  Hierbei  sind  zwei  solche  entsprechende 
Gerade  vom  Fachwerksplan  nnd  Di^ramm  parallel  als  Projektionen 
entsprechender  Geraden  des  NuUsyatemes. 

Dieses  Dit^ramm  muß  den  Kräfteplan  fDr  den  Fachwerksplan 
liefern.  Davon,  daß  dieses  der  Fall  ist,  kann  man  sich  leicht  über- 
zeugen. Am  Fachwerkaplan  wird  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  wenn 
in  jeder  Geraden  g  desselben  zwei  gleichgroße  aber  entg^^geeetzt  ge- 
richtete Kräfte  liegen,  von  denen  die  eine  anf  den  einen  in  dieser- 
Geraden  g  liegenden  Eckpunkt,  die  andere  auf  den  anderen  Eckpunkt 
wirkt.  Die  Größe  dieser  beiden  Kräfte  wird  bestimmt  sein  durch, 
die  Länge  derjenigen  Geraden  g'  des  Diagrammes,  die  der  Geraden  ff 
des  Fachwerksplanes  entspricht  und  zu  ihr  parallel  ist. 

Da  das  Seilpolygon  ein  einfaches  Polygon  des  Fachwerksplanes 
ist,  so  wird  demselben  ein  ganz  bestimmter  Pnokt  C  des  Diagrammes 
entsprechen,  durch  den  die  n  Geraden  gehen,  die  den  n  Seiten  des 
geschlossenen  Seilpolygones  enteprechen  und  zu  denselben  parallel 
sind.  Dieser  Punkt  C  muß  der  Pol  des  Kräftepolygones  werden^ 
and  die  n  durch  C  parallel  zu  den  Seiten  des  Seilpolygones  ge- 
zogenen Geraden  werden  die  Polstrahleu  sein.     In  jedem  Eelqinnkt. 
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des  Seilpolygones  etoBen  drei  Gerade  zusammen,  nämlich  zwei  be- 
nachbart« Seiten  dee  Seilpolygones  und  eine  Wirkungslinie  einer 
äußeren  Kraft,  Daher  wird  jedem  Eckpunkte  des  Seilpolygonea  im 
Diaf^ramm  ein  Dreieck  entsprechen,  das  durch  zwei  benachbarte  ond 
zn  den  betreffenden  Seiten  des  Seilpolygones  parallele  Oraden  b^renzt 
ist  und  durch  eine  dritte  Gerade,  die  der  Wirknngelinie  entspricht 
und  zn  derselben  parallel  ist  Den  einzelnen  Polygonen  des  Fach- 
werksplanes,  die  durch  je  eine  Seite  des  Seilpolygones,  zwei  benach- 
bart« Wirkungalinien  und  einen  oder  mehrere  Stäbe  des  Rajidpolygone^ 
begrenzt  sind,  werden  im  Diagramm  Eckpunkte  entsprechen,  durch 
welche  sämtliche  Geraden  gehen,  die  den  einzelnen  Seiten  eines  Bolcfaen 
Polygonee  entsprechen.  Infolge  davon  werden  die  beiden  G«raden  des 
Di^p-ammes,  die  zwei  benachbarten  Seilpolygonseiten  entsprechen, 
sich  auf  demjenigen  Polstrahl  schneiden,  der  der  Wirkungslinie  ent- 
spricht, die  durch  den  Schnitt  der  beiden  Seilpolygonseiten  gehi 
Dem  System  der  n  Wirkiingslinien  der  Kräfte  wird  im  Diagramin 
ein  geschlossenes  »-Eck  entsprechen,  dessen  Eckpunkte  auf  den  Pol- 
strahlen liegen.  Dieses  n-Eck  wird  das  geschlossene  Kröftepolygon 
sein,  und  die  Ecken  sind  eben  diejenigen  Punkte,  die  denjenigen  Poh- 
gonen  entsprechen,  die  durch  zwei  benachbarte  Wirkungalinien,  eine 
Seilpolygonseite  und  eine  oder  mehrere  Seiten  des  Bandpolygones 
begrenzt  sind.  Durch  dieses  Eraftepolygon  sind  die  auf  das  Fach- 
werk wirkenden  Kmfte  bestimmt. 

In  dem  Fachwerksplan  wird  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  so 
bald  die  Kräfte,  die  auf  irgend  einen  Eckpunkt  wirken,  und  die  in 
den  in  diesem  Eckpunkt  zusammenkommenden  Geraden  liegen,  im 
Gleichgewicht  stehen.  Daß  dieses  der  Fall  ist,  folgt  daraas,  daB 
jedem  Eckpunkte  des  Fachwerksplanes  im  Diagramm  ein  geschlossene» 
Polygon  entspricht.  Dieses  Polygon  wird  das  geschlossene  KräfW- 
polygon  sein  fttr  die  auf  den  betreffenden  Punkt  des  Fachwerksplan» 
wirkenden  Kräfte. 

Das  Diagramm  liefert  somit  tatsächlich  den  Kräfteplan  fSr  des 
Fachwerksplan  und  bestimmt  dadurch  die  Spannungen  in  den  ein- 
zelnen Stäben  des  Fachwerkes. 

Um  das  Dii^ramm  zu  erhalten,  könnte  man  in  der  Weise  vct- 
iahren,  daB  man  aus  dem  Fachwerksplan  das  Polyeder  II  konstmieit. 
dann  nach  Annahme  eines  Nullsystems  das  reziproke  Polyeder  Ü 
bestimmt  und  dasselbe  auf  die  Fachwerkaebene  projiziert.  Da  dieses 
Verfahren  sehr  umständlich  ist,  wird  man  bei  Umgehung  der  PoW- 
eder  n  und  77'   bestrebt   sein,   das  Di^ramm   unter  Benutzong  der 
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BeziebtmgdB  zwischen  Faehwerksplan  and  Diagramm  unmittelbar  aus 
dem  Faehwerksplan  berzulait«D,  wie  dieses  an  Beispielen  schon  in 
§  83  und  §  84  gezeigt  ist. 

Ist  das  bestimmte  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  and  {2k  —  3) 
Stäben  der  Bedingung  gemäß,  daß  sieb  dasselbe  in  [h  —  1)  einfache 
Polygone  zerlegen  läßt,  angenommen,  so  wird  man  zunächst  nacb 
Auswahl  eines  einfachen  Polygones  als  Bandpolygon  die  n  in  den 
£ckpunkten  des  Handpolygones  angreifenden  Kräfle  den  Qleich- 
gewichtabedinguugen  entsprecbend  annehmen,  das  Kräftepolygon 
zeichnen  und  nach  Wahl  des  Poles  das  Seilpolygon.  Damit  würden 
Ton  dem  Diagramm  (n  -|-  1)  Eckponkte,  lümlicb  die  n  Eckpunkte 
des  geschlossenen  Kräftepolygones  und  der  Pol  C  desselben  bestimmt 
sein,  außerdem  aber  2n  Gerade  durch  die  n  Polstrahleu  und  die 
»  Seiten  des  Krä^polygones.  Da  die  n  locken  des  Kräftepolygones 
diejenigen  Eckpunkte  des  Diagrammes  sind,  die  denjenigen  einfachen 
Polygonen  des  Fachwerksplanes  entsprechen ,  welche  durch  eine  Seite 
des  Seilpolygones,  zwei  benachbarte  Wirknngslinien  und  eine.  bzw. 
mehrer«  Seiten  des  Baadpolygones  begrenzt  sind,  so  werden  von  den 
Eckpunkten  des  gezeichneten  Kräftepolygones  diejenigen  Geraden  r 
ausgeben,  die  den  Randstäben  entsprechen  und  denselben  parallel 
sind.  Hierbei  werden  den  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  An- 
griffspunkten £,  und  Bf  liegenden  RandsSben  im  Diagramm  Gerade 
entsprechen,  die  von  dem  Eckpunkte  des  Kräftepolygones  ausgehen, 
in  welchem  die  auf  B,  and  B^  wirkenden  Bj'äfte  zusammenkommen. 
Damit  sind  sämtliche  Geraden  gefunden,  die  den  Seit«n  des  Band- 
polygones  entspredien. 

Wird  die  Zahl  der  Ecken  und  Seiten  des  Bandpolygones  mit  m 
bezeichnet,  wo  natürlich: 

so  sind  jetzt  noch  vom  Diagramm 

A-  +  H  -  1  -  (»  +  1)  =  ft  -  2 
Eckpunkte  und 

2(A  ^.  „)  _  3  _  (2»  +  r»)  -  2it  -  »H  -  3 

Oerade  zu  bestimmen.  Es  sollen  nun  die  Bedingungen  gezählt  werden 
die  zwischen  den  2  (A  —  2)  Koordinaten  dieser  unbekannten  Eckpunkte 
des  Diagrammes  bestehen. 

Zunächst  werden  m  dieser  Eckpunkte  auf  den  m  gefundenen 
Geraden  r  liegen,  die  den  Seiten  des  Bandpolygones  entsprechen. 
Es  sind    dieses    die    m  Eckpunkte,    welche    den  »t  Polygonen  eni- 
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spredien,  die  abgesehen  Ton  dem  schon  betrachteten  Polygonen  Ton  den 
Randsföben  begrenzt  sind.  Darans  ei^ben  sich  m  lineare  Gleichungen, 
von  denen  jede  die  Koordinaten  eines  Eckpunktes  als  Unbekannte 
enthält. 

Da  femer  jede  der 

2  i  —  m  —  3 

unbekannten  Geraden  des  Di^frammea  eine  Torgeschriebene  Richtung 
hat,  nämlich  die  Richtung  der  entsprechenden  Geraden  des  Fach- 
werksplanes  und  aofierdem  zwei  der  gesuchten  Eckpunkte  des  Dia- 
grammes  verbindet,  so  werden  diese  [2k  —  f»  —  3]  Geraden  die  gleiche 
Zahl  von  linearen  Gleichungen  liefern,  deren  jede  die  Koordinaten 
von  zwei  Eckpunkten  enthält.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  zwischen 
den  2(h  —  2)  Koordinaten  der  Eckpunkte 

m  +  2Jfc-»«-3-2*  — 3 

lineare  Gleichungen,  ans  denen  sich  die  unbekannten  Koordinaten 
finden  lassen.  Es  hat  sich  sogar  eine  Gleichung  mehr  als  Unbekannte 
eigeben.  Diese  letzte  Gleichung  ist  infolge  der  Gleichgewichta- 
bedingnngen  der  äußeren  Kräfte  von  selbst  erfüllt. 

Aus  den  vorstehenden  Untersttchungen  von  F.  Schur  gebt  jeden- 
falls hervor,  daß  sich  das  Dii^ramm  lediglich  auf  Grand  der  Be- 
Ziehungen  finden  läßt,  die  zwischen  Facbwerksplan  und  Diagramm 
vorhanden  sind,  und  daß  es  nicht  erforderlich  ist,  erst  die  beiden 
Polyeder  zu  konstruieren.  Wie  nun  graphisch  das  Diagramm  herzu- 
stellen ist,  wird  von  dem  vorliegenden  speziellen  Fall  abhängen. 
Am  zweckmäßigsten  ist  es,  wenn  man  zunächst  auf  Grand  der  Be- 
ziehungen zwischen  Facbwerksplan  und  Diagramm  eine  Skizze  des 
Diagrammes  entwirft,  um  sich  eine  Vorstellung  von  der  GeataJt  des 
Diagrammes  zu  verschaffen.  Sollten  trotzdem  Schwierigkeiten  auf- 
treten, so  kann  immer  in  der  Weise  ver&hren  werden,  daß  man 
fflr  einzelne  Stäbe  die  Spannungen  nach  einer  der  anderen  Methoden, 
vielleicht  nach  einer  der  allgemeinen  Methoden  ermittelt,  so  daß  sich 
einige  weitere  Eckpunkte  des  Diagrammes  ergeben,  die  dann  fQr  die 
Konstraktion  der  fibrigen  Polygone  verwertet  werden.  Stellt  es  sich 
heraus,  daß  sich  sämtliche  Polygone  nach  Bestimmung  der  Spaonimg 
in  einem  einzigen  Stabe  zeichnen  lassen,  so  wird  hierbei  die  von 
Saviotti  gegebene  Methode  „de  la  fausse  position"  aosreichen.  Ob 
derartige  Schwierigkeiten  auftreten  oder  nicht,  ist  von  der  weitereu 
Struktur  des  vorliegenden  Fachwerkes  abhängig.  Da  es  sich  hier 
um    eine   Polygonalmethode   handelt,    so    ist   es  ja    von   vornherein 
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selbstrerstöndlicl],  daB  BicL  das  Diagramm  ohne  ZuhilfeDahme  anderer 
Methoden  nar  dann  wird  entwerfen  lasaeii,  wenn  das  vorliegende  Fach- 
werk aus  dem  Dreiecke  lediglich  durch  Anwendung  des  zweiten 
Bildangegeeetzee  hei^esteUt  werden  kann.  Sind  die  Bedingungen  fOr 
das  Torbandeneein  eines  Diagrammes  erffillt,  so  kann  es  sich  seibat 
dann  empfehlen,  nachb^lieh  das  Diagramm  zu  entwerfen,  wenn  die 
Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben  des  Fachwerkes  durch  andere 
Methoden  gefunden  sind.  Kein  anderer  SpansungBplan  ist  lümlich 
so  übersichtlich  and  leicht  zu  kontrollieren,  wie  detjenige,  bei 
welchem  die  Spannungen  im  Diagramm  angeordnet  sind. 

Die  in  §  83  und  g  84  behandelten  Fachwerke,  die  dort  als  Max- 
wellsche  Faehwerke  bezeichnet  wurden,  sind  mit  Ansnahine  von 
Fig.  242  aUeB  Fachwerke,  welche  eine  zusammenhängende  Zerlegung 
in  (^  —  1)  ein&che  Polygone  gestatten.  FQr  alle  diese  Fachwerke 
können  daher  fiolche  Diagramme  gezeichnet  werden,  vorausgesetzt, 
daß  die  Kräfte  nnr  in  den  Eckpunkten  eines  Poljgones  angreifen. 
Diese  Voraussetzung  ist  auch  in  allen  Figuren  von  §  83  und  §  84 
gemacht  worden.*) 

Am  einfachsten  sind  natürlich  die  Diagramme  oller  derjenigen 
Fachwerke,  die  in  der  Normalform  Fig.  215  enthalten  sind,  und  für 
welche  L.  Gremona  die  Regeln  zur  HersteUung  des  Di^rammes  ge- 
geben hat  (siehe  §  83).  Von  diesen  Regeln  behalten  die  Regeln 
1  und  2,  wie  hier  nachgewiesen  wurde,  bei  allen  anderen  Fachwerken, 
die  ein  Di^p-amm  besitzen,  ihre  Gültigkeit  Bei  allen  Fadiwerken 
von  der  Form  von  Fig.  215  sind  keine  weiteren  Hilfsmittel  zum  Ent- 
werfen der  Diagramme  erforderlich,  da  diese  Fachwerke  nach  dem 
zweiten  Bildungsgesetze  hergestellt  sind.  Das  Grleiche  gilt  von  den  Fach- 
werken, die  ans  Fig.  215  durch  andere  Anordnung  der  Diagonalen 
entstanden  sind  (siehe  Fig.  239  nsw.)  vorausgesetzt,  daß  diese  Di^o- 
nalen  sich  nicht  Sberschneiden.  Diese  Fachwerke  sind  nämlich  auch 
nach  dem  zweiten  Bildnugsgesetz  hergestellt  und  gestatten  die  erfor- 
derliche Zerlegung  io  (k—  1)  einfache  Polygone. 

Bei  den  Fachwerken  Fig.  243a,  244a,  246a  ist  eine  Zerlegung 
in  (  £  —  1)  einfoche  Polygone  möglich.  Die  weitere  Bedii^ng,  daß 
die  Kräfte  nur  in  den  Knotenpunkten  eines  und  desselben  Polygones 
angreifen,  ist  ebenfalls  in  diesen  Fignren  erfDllt.  Es  sind  somit  für 
diese  Fachwerke  Diagramme  vorhanden,  die  auch  in  Fig.  243b,  244b, 
345b  gezeichnet  sind  (bzw.  bei  Weglassung   des  Poles   und  der  Pol- 

1)  Schon  von  Maxwell  weideo  für  eine  Reihe  von  Fachwetken,  die  nicht 
in  dei  Form  Fig.  S15  enthalten  sind,  die  Diagramme  angegeben. 
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strahlen).  Da  diese  drei  Fachwerke  sich  nicht  lediglich  durch  An- 
wendang  des  zweiten  Bildangsgeaetzes  herstellen  lassen,  so  sind  zum 
Entwerfen  ■  des  Diagrsmmes  weitere  HÜ&mittiel  erforderlich,  wie  ja 
auch  solche  verwandt  wurden.  Da  bei  Fig.  343a  sich  sämtliche  Polygone 
zeichnen  lassen,  sobald  die  Spannung  S  in  dem  Stabe  4  12  gefunden 
ist,  so  hätte  auch  bei  dem  Entwerfen  von  Fig.  343b  die  Methode 
„de  la  fausse  position"  ausgereicht  Das  Gleiche  gilt  von  Fig.  244a, 
wo  sich  sämtliche  Polygone  nach  Bestimmung  der  Spannung  in  dem 
Stabe5d  ei^ben.  Da  jedoch  in  Fig.243a  nnd.Fig.344a  die  Knoten- 
punkte des  Fachwerkes  nicht  sämtlich  auf  demselben  Polygone  li^^, 
so  hätte  durch  eine  andere  Anordnung  der  Kräfte  erreicht  werden 
können,  daß  kein  Diagramm  für  das  gante  Fachwerk  vorbanden  ist, 
sondern  nur  fOr  jedes  der  beiden  Facbwerke,  durch  deren  Verbindung 
diese  Fachwerke  Fig.  343a  ujid  Fig.  244a  in  §  83  hergeleitet  wurdm. 
Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  in  Fig.  243a  noch  eine  Kraft  auf  den 
Knotenpunkt  7  wirkt. 

In  Fig.  346  a  sind  bei  der  Annahme,  die  fQr  die  Eräfle  getroffen 
ist,  die  Bedingungen  fSr  das  Diagramm  erftUlt,  dasselbe  ist  in 
Fig.  246b  bei  Weglassung  des  Poles  und  der  Polstrahlen  enthalten. 
Zum  Entwerfen  des  Diogrammes  sind  jedoch  weitere  Hilfsmittel  er> 
forderlich,  wie  ja  auch  dieses  Fachwerk  in  §  84  als  Beispiel  fSr 
die  Methode  „de  la  fausse  position"  angefahrt  wurde. 

Was  das  Facbwerk  Fig.  242  betrifll,  so  läßt  es  sich  nicht  in  der  ver- 
langten Weise  in  (k  —  1}  einfache  Polygone  zerlegen,  da  die  beiden 
Stäbe  h  und  c  sich  aberechueiden.  Infolge  davon  ist  nicht  fOr  das 
game  Fachwerk,  sondern  nur  für  die  beiden  Fachwerke,  aus  denen 
Fig.  243  hergeleitet  ist,  ein  Diagramm  vorhanden. 

Als  weitere  Beispiele  von  Fachwerken,  für  welche  kein  Diagramm 
vorhanden  ist,  sei  auf  die  Figuren  337,  328,  353,  355  uew.  auf- 
merksam gemacht.  Ein  Beispiel  eines  Fachwerkes,  welches  ein  Dia- 
gramm besitzt,  hei  dem  aber  die  Kenntnis  der  Spannung  eines  Stabes 
nicht  ausreicht,  um  dieses  Diagramm  zu  entwerfen,  gibt  Fig.  358. 

§  96.    Dte  allgemeine  Methode  der  realproken  E^ftepl&ne  in 

ihrer  Erweiterung  durch  F.  Schur.') 
Um  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  fär  jedes  bestimmte 
Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  ein  Diagramm  herzuleiten,  ist  es  er- 

1)  Die  Sätze,  Beweise  und  Eonstraktionen  diesei  und  des  folgenden  Par»- 
grftpheu  sind  abgehen  von  einzelaen  Beispielen  der  Abhandlung  von  F.  Sohnr 
entnommen. 


,Coot;^lc 


§  9S.    Die  allgem.  Methode  d.  reziproken  Eräftepläiie  durch  F.  Schur.      581 

forderlich,  daß  man  sicli  von  den  in  §  95  für  das  Fachwerk  gemachten 
TorauBsetzangen  frei  macht    Dieae  YorsnaBetzmigeii  waren: 

1.  daß  das  Fachwerk  eine  Tollsi^ndige  nnd  zasammenhängende 
Zerlegong  is  (i:  —  1)  einfache  Polygone  gestattet, 

3.  daS  alle  Kräfte  an  Eckpunkten  eines  und  desselben  einlachen 
Polygones  angreifen. 

Es  soll  zunächst  nur  dafQr  gesorgt'  werden,  daß  die  erste  dieser 
Bedingangen  in  Wegfall  kommt. 

Es  lassen  sich  leicht  bestimmte  Fachwerke  angeben,  welche  bei 
h  Knotenpunkten  keine  vollständige  and  Kasammenhängende  Zerlegung 
in  {k  —  1)  einfache  Polygone  gestatten.  Solche  Fachwerke  sind  auch 
schon  zur  Genüge  gegeben  worden.  Es  wird  der  Fall  der  Unmög- 
lichkeit einer  solchen  Zerlegung  Überhaupt  dann  auftreten,  wenn  Stäbe 
des  Fachwerkes  sich  Dherschneides  (siehe  z.  B.  Fig.  242).  Jeden&lls 
läßt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Bei  jedem  bestimmten  Fachwerk  von  k  Enotenpwnlden,  hei  dem 
keine  Stabe  sich  überschneiden,  ist  eine  vollständige  und  ausammenhmgende 
Zerlegung  in  {k  —  1}  einfache  Polygone  möglich. 

Jedes  Fachwerk,   dessen   Stäbe   sich  nicht   fiberschneiden,    kann 
enei^  werden,  indem  eine  Reihe  von  Polygonen,  deren  Seiten  sich 
nicht  überschneiden,  so  aneinander  gelegt  werden,  daß  nie  zwei  Poly- 
gouflächen  Übereinander  gelegt,  und  daß  stets  ein  neu  hinzugefngtes 
Polygon  eine  oder  mehrere  Seiten  mit  den  früheren  gemeinsam  hat. 
Jedes  Gebilde,  das  in  dieser  Weise  durch  Aneinanderfügen  von  Poly- 
gonen entstanden   ist,  gestattet   eine  Tollständige  und  zusammenlün' 
gende  Zerlegung  in  einfache  Polygone.     Sind  (p  —  1)  Polygonflächen 
zur  Yerwendimg  gekommen,   so  wird  das   Gebilde   eine   vollständige 
and  zusammenhängende  Zerlegung  in  p  einfache  Polygone  ermöglichen, 
wobei  als  weiteres  Polygon  noch  das  aus    den   Randsläben  gebildete 
hinzuzufügen  is^  da  diese  Randstähe  in  den 
(p  —  1)  Polygonen  nur  je  einmal   yorkom- 
men,  während  jede  andere  Gerade  die  Seite 
Ton  zwei  Polygonen  ist. 

Es  soll  nun  die  Anzahl  der  Ecken  und 
Linien  eines  solchen  Gebildes  gezählt  werden. 

An  das  Polygon  I  (Fig.  293),  welches  «, 
Ecken  und  Seiten  haben  möge,  sei  das  Poly- 
gon n  angeschlossen.  Nun  soll  das  Polygon  U  "'  *** 
mit  dem  Polygon  I  «,  Seiten  gemeinsam  haben  und   daher  (n,  -f  I) 
Eoken,     Sind  s^  diejenigen  Seiten  des  Polygonea  II,  welche  dasselbe 
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nicht  mit  I  gemeintwni  hat,  so  wird  das  aas  den  beiden  FolygoneB 
I  und  H  hergestellte  Gebilde  (s,  -f  s,)  Gerade  und 

s,  +  s,  -  1 
Ecken  besitzen.  Es  möge  nun  an  die  ans  den  beiden  Polygonen  I 
und  n  gebildete  Figur  ein  Polygon  III  angeschlossen  werden.  Diesem 
Polygon  m  soll  die  beiden  anderen  Polygone  in  n,  Seiten  berflhreii 
und  Bf  weitere  Seiten  haben.  Da  das  Polygon  HI  mit  den  beiden 
anderen  Polygonen  (n,  +  1)  Ecken  gemeinsam  hat,  so  treten  dntch 
'  das  Polygon  III,  da  dasselbe  (n,  +  s^)  Ecken  hat,  noch 

».-1 

Ecken  hinzu.  Die  aas  den  Polygonen  I,  U,  III  gebildete  Figur  wflrde 
daher 

St  +  «I  +  »g 
Seiten  und 

s,  +  (s,  _  1)  +  (s,  -  1)  -  s,  +  s,  +  s,  -  2 
Ecken  haben. 

Werden  in  dieser  Weise  (p  —  1)  Polygone  aneinander  gestoBen, 
so  wird  dadurch  ein  Gebilde  entstehen,  du  eine  TollstSndige  and  zu- 
sammenhängende Zerlegang  in  p  einfache  Polygone  gestattet  und 

«  — Ä,  +%  H 1-  Sj,_, 

Seiten  und 

fc  =  Ä,  +  a,  +  ■  ■  ■  +'Sp_j  —  (;»  -  2) 
Ecken  hat. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

oder 

Da  nun  fOr  ein  bestimmtes  Fachwerk  bei  £  Knotenpunkten  sich 

«-2i"3 
Stäbe  ergeben,  so  wird  fQr  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  k  Knoten- 
punkten, dessen  Seiten  sich  nicht  (iberschlagen,  folgen 

p  =  Jc~l, 
womit  der  obige  Satz  bewiesen  ist. 

~;_  Um  sich  nun  tou  der  ersten  Bedingung,  nach  welcher  bei  dem 
gegebenen  Fachwerke  eine  Tollständige  und  zusammenl^ngende  Zer- 
legung in  (k  —  1)  einfache  Polygone  möglich  sein  soll,  frei  zu  machen, 
ist  es  erforderlich,  das  gegebene  Fachwerk  in  ein  solches  zu  yer- 
wandeln,  bei  dem  sich  keine  Stäbe  überschneiden.    Zn  diesem  Zwecke 
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werden  von   F.  Schur   die   Schnittpunkte  von  zwei  Stäben  als   neue 
Knotenpunkte  {ideale  Knolenpuakte)  eingefilhrt. 

In  dem  beetimmten  Facbwerke  mit  den  acht  Knotenpunkten 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H  (Fig.  294)  schneiden  eich  die  beiden  Stäbe 
AD  nnd  CE  in  dem  Punkte  J,  und  zwar  ohne  daß  diese  Stabe  in  J 
durch  ein  Gelenk  rerbanden  sind.  Wird  nnn  dieser  Punkt  J  i\a 
idealer  Knotenpankt  eingeführt,  so  zerföllt  der  Stab  AD  in  die  beiden 
Stäbe  AJ  and  JD,  ebeuBo  der  Stab  CE  in  die  Sifibe  GJ  und  JE. 
Da  demnach  durch  den  idealen 
Knotenpunkt  sich  die  Zahl  der 
Stäbe  um  zwei  vermehrt ,  bo 
bleibt  die  Gleichung 


auch  nach  EinfiÜirung  des  ide- 
alen Knotenpunktes  bestehea 

Ee  ist  nnn  die  bo  ent- 
standene Figur  auf  die  sta- 
tische Bestimmtheit  zu  prüfen. 

Vor  Einführung  des  idealen  Knotenpunktes  sollen  sich  in  den  vier 
Knotenpunkten  A,  D,  C,  E  und  in  den  beiden  Stäben  AD  und 
CE  die  vier  Gelenkdrücke  S,,  S,,  5,,  S^  ergeben  haben,  wobei  ä, 
und  iSj  dieselbe  Größe  aber  eni^egengesetzte  Richtung  haben,  und 
ebenso  8g  und  S^.  Wird  nun  der  Punkt  J  als  idealer  Knotenpunkt 
eingeführt,  so  werden  in  J  vier  Gelenkdrficke  S,',  S,',  8^,  S^  folgen. 
Da  aber  auf  den  Punkt  J  keine  äußere  Kraft  wirkt,  so  werden  die 
vier  Gelenkdrücke  S^,  S,',  Sg',  S^  sowohl  unter  sich,  wie  S{  mit  S,, 
Ä,'  mit  5j,  5,'  mit  5,,  S/  mit  jS^  im  Gleichgewicht  stehen.  Nachdem 
so  die  statische  Bestimmtheit  bewiesen  ist,  folgt  der  Satz: 

Wird  hei  einem  bestimmten  Fachwerk  der  Sc}imtipunkt  zweier  Stäbe 
als  ideoier  Knotenpunkt  eingefüitrt,  so  bleibt  dadurch  das  Gelenksystem 
ein  bestimmtes  Fachierk.  Die  Spannung  in  jedem  der  beiden  Stäbe, 
in  welche  durch  den  idealen  Knotenpunkt  ein  Stab  eerfallen  ist,  ist  gleich 
der  Spannung,  wache  vor  Fjinfährang  des  idealen  Knotenpunktes  der 
ganze  Stab  besaß. 

Es  mßge  ein  bestimmtes  Fachwerk  gegeben  sein,  bei  welchem  an 
Terschiedenen  Stellen  sich  je  zwei  Stäbe  Oberschneiden  (der  Fall,  daß 
in  demBelben  Punkte  sich  mehr  als  zwei  Stäbe  Überschneiden,  sei 
zonäcbst  ausgeschlossen).  Nach  Einführung  aller  dieser  Punkte  als 
ideale  Knotenpunkte  ergibt  sich  ein   bestimmtes   Fachwerk,   welches 
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bei  Je  Knotenpunkt«!!  eine  vollständige  und  zosammenhängende  Zer- 
legosg  in  (ä  —  1)  einfache  Polygone  gestattet.  Werden  die  ErÜfte  in 
den  Eckpunkten  eines  einfachen  Polygonee  angreifend  angenommen^ 
BO  läßt  sich  fflr  das  Fachwerk  ein  Diagramm  nach  den  entwickelten 
It^^ln  zeichnen.  In  diesem  Di^;ramm  wird  natürlich  die  Spannung 
eines  Stabes,  auf  dem  ein  idealer  Knotenpunkt  liegt,  zweimal  enthalten 
sein,  entsprechend  der  Zerlegung  dieses  Stabes  in  zwei  Stäbe. 

Fig.  395  b  stellt  das  Diagramm  des  Fachwerkes  295a  mit  den 
sechs  Knotenpunkten  1,2,3,4,5,6  dar.  Die  anf  diese  Knotenpunkte 
wirkenden  Kräfte  sind  mit  P,,  P„  Pj,  Pj,  Pj,P,  bezeichnet  und  sind  den 
Gleichgewichtebedingungen  entsprechend  angenommen.  DasicUdie  beiden 
Stäbe  b  und  e  überschneiden,  ho  ist  deren  Schnittpunkt  J  als  idealer 
Knotenpunkt  einzuführen.  Es  wer- 
den somit  die  beiden  Spannungen 
in  den  Stäben  b  und  c  im  Diagramm 
doppelt    vorkommen.     Da   jedoch 


im  Diagramm  dem  idealen  Knotenpunkt  J  ein  Polygon  entsprechen 
mnfi,  so  bilden  die  beiden  doppelt  vorkommenden  Spumangen  der 
Stäbe  b  und  c  im  Diagramm  ein  ParaUelogramm.  Dem  idealen  Kno- 
tenpunkt J  entspricht  daher  im  DiBgramm  das  Parallelogramm, 
welches  dort  mit  J"  bezeichnet  ist  Die  Eckpunkte  I,  U,  m,  lY 
des  Parallelogrammes  J  in  Fig.  295b  werden  den  in  Fig.  29Öa  in 
gleicher  Weise  bezeichneten  Folygonflächen  entsprechen.  Von  diesen 
Eckpnnkt«n  I,  II,  III,  IV  gehen  die  Spannungen  in  den  Randstäben 
''it  ''i»  '"if  *■«  "iSj  sodann  vom  Punkte  lil  in  Fig.  295b  noch  die 
Spannung  in  dem  Stabe  a  usw.  Das  Diagramm  hat  somit  bei  W^ 
lassung  des  Poles  und  der  Polstrahlen  die  in  Fig.  295b  angegebene 
Gestalt. 
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Um  nun  das  Diagramm  zu  entwerfen,  ist  zanäohBt  das  Eräftepolygon 
zu  zeichoen,  tmd  zwar  in  der  Reihenfolge,  wie  die  Erilfte  1)ei  tJmgeliung 
des  Bandes  des  Fachwerkes  aufeinander  folgen.  Yon  den  Eckpunkten 
des  Bo  erhaltenen  Kräftepolygonea  ans  sind  dann  der  R^el  (2)  in 
§  83  entsprechend  Parallele  zu  ziehen  zu  den  Randstäben  des  Fach- 
werkes (dieselben  sind  in  Fig.  295b  in  derselben  Weise  bezeichnet, 
wie  die  betreffenden  Bands^be).  In  diese  Linien  wwden  die  Spannungen 
is.  d.9i>  Randstäben  zu  liegen  kommen.  Da  in  dem  Knotenpunkte  1 
des  Fachwerkes  nur  zwei  Stäbe  zuBammentrefTen,  so  wird  der  Schnitt- 
punkt der  Linien  r^  und  r,  in' Fig.  295b  schon  derjenige  Punkt  I  sein, 
der  der  Pdlygonfläcbe  I  des  Fachwerkes  entspricht.  Ebenso  wird  der 
Schnittpunkt  V  der  Linien  r,  und  r^  in  Fig.  395b  derjenige  Punkt 
sein,  der  der  Polygonfläche  Y  in  Fig.  295a  entspricht.  Die  Spannung 
in  dem  Stabe  a  des  Fachwerkes  muB  daher  in  der  durch  den  Punkt  V 
von  Fig.  295b  zum  8tabe  a  gezogenen  parallelen  L^nie  liegen.  Von 
der  Parallelogrammääche  J  in  Fig.  295b  ist  der  Eckpunkt  I  bekannt, 
die  anderen  drei  Eckpunkte  liegen  auf  gefundenen  Geraden.  Da  femer 
die  Richtungen  der  Seiten  gegeben  sind,  so  läßt  sich  das  Parallelo- 
gramm setchnen,  wobei  sich  eine  Eontrolle  fQr  die  Zeichnung  m^bt. 

In  Fig.  296  b  ist  in  gleicher 
Weise  das  Diagramm  f(lr  das 
Fachwerk  296a  entworfen,  das 
aus  einem  Sechseck  mit  den 
drei  Hanptdiagonalen  besteht. 
Da  die  drei  Hauptdiagonalen 
a,  b,  e  eich  in  den  drei  Punkten 
t'ir  <^ir  <^  schneiden,  so  sind 
diese  drei  Punkte  als  ideale  Kno- 
tenpunkte einzufahren.  Durch 
diese  drei  idealen  Knotenpunkte 
wird  jeder  der  drei  Stöbe  a,  b,  c 
des  Fachwerkes  in  drei  Teile  geteilt.  Infolge  davon  muß  die  Spannung 
jedes  dieser  drei  Stabe  im  Diagramm  dreimal  vorkommen. 

Der  Dreiecksääche  0  in  Fig.  296  a  wird  im  Diagramm  ein  Punkt  O 
entsprechen,  in  welchem  die  drei  Spannungen  der  Stäbe  JiJt,  J^Jj, 
JfJ^  zusammenkommen.  Diese  drei  Spannui^n,  welche  parallel  sind 
zu  den  drei  Stäben  a,  h,  c,  werden  dann  in  Fig.  296  b  die  drei  Fa- 
rallelogrammfläcben  tf^,  J^,  J^  bestimmen,  die  den  drei  idealen  Kno- 
tenpunkten (7^,  c7„  J^  in  Fig.  296a  entsprechen.  Es  ergibt  eich  hier- 
durch in  Fig  2Ö6b  ein  Sechseck  I,  II,  ÜI,  IV,  V,  VI,  dessen  Seiteu 
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paarweise  parallel  zu  den  drei  Stäben  a,h,c  sind.  Die  Eckpunkte  dieses 
SecheeckeB  sind  die  Pankte  des  Dii^rammes,  die  den  sechs  in 
gleicker  Weise  bezeichneten  Polygon&ächen  Ton  Fig.  296  a  ent- 
sprechen. Infolge  davon  werden  dieselben  auf  den  sechs  Geraden 
liegen,  die  von  den  Eck- 
punkten des  gezeichneten 
Kräftepoljgones  ausgehen, 
und  in  die  die  Bpsjmungeti 
der  Randstäbe  fallen. 

Um  nun  das  Diagramm 
zn  entwerfen,  ist  zunächst 
nach  Regel  1  von  §  83 
das  Kräftepolygon  zu  zeich- 
nen. Von  den  Eckpunkten 
desselben  aus  sind  darauf 
nach  Regel  2  TOn  §  83 
Fl«,  »sb.  die     Faralleleu    zu     den 

Randstäben  zn  ziehen,  in  welche  die  Spannungen  der  Randstäbe  &llen 
werden.  Von  dem  Sechseck  I,  II,  III,  IV,  V,  VI  sind  dann  sechs  Ge- 
rade gegeben,  auf  denen  die  Ecken  liegen  mflssen.  Da  aufierdem  die 
Richtungen  der  Seiten  bekannt  sind,  so  laSt  eich  das  Sechseck  nach 
dem  Steinerschen  Satz  bzw.  nach  der  Methode  „de  la  &usse  posi- 
tion"  konstruieren.  Da  sich  hier  ein  Sechseck  ergeben  ma&,  dessen 
gegenßberliegende  Seiten  nicht  nur  parallel  sind,  sondern  auch  gleich 
lang,  so  folgt  eine  Eontrolle  für  die  Zeichnung.  Wäre  die  sich 
hieraus  ergebende  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  würde  daraus  zu  schlie- 
ßen sein,  daB  die  äuBerea  Kräfte  in  falscher  Weise  angenommen  sind, 
bzw.  kein  Gleichgewichtesjatem  bilden,  sondern  sich  zu  einem  Kräfta- 
paar  zusammensetzen.  Nachdem  dieses  Sechseck  I,  II,  III,  IV,  V,  VI 
gefunden  ist,  kann  das  Diagramm  durch  die  drei  Linien  II 0,  IVO, 
VIO  leicht  TerroUstündigt  werden. 

Einer  besonderen  Untersuchung  bedarf  der  Fall,  bei  dem  sich  in 
«inem  Punkte  J  znfölliger  Weise  mehr  als  zwei  Stäbe  überschneiden. 
Schneiden  sich  q  Stäbe  in  J",  wo  ?>2,  so  würde,  wenn  man  den 
Punkt  J  als  idealen  Knotenpunkt  für  alle  q  Stäbe  betrachten  wollte, 
sich  die  Zahl  der  Knotenpunkte  um  1,  die  der  Stäbe  um  q  Tormebren, 
was  statische  Unbestimmtheit  zur  Folge  hätte.  Diese  Schwierigkeit 
wird  TOD  F.  Schur  umgangen,  indem  diese  Stäbe  zunächst  etwas 
auseinandergerückt  gedacht  werden,  so  daß  sich  stets  nur  zwei  der- 
selben in  einem  Punkte  schneiden.    Dann  würden  sich  ——„ — -  ideale 
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Knoteupankte  ergeben,  und  das  STstem  würde  statiscli  bestimmt  sein. 
Ist  fQr  diesen  Fall  das  Diagramm  gezeiclinet,  so  folgt  aus  dem- 
selben das  Dif^amm  für  den  Fall,  daß  alle  die  ^^  ■■  idealen  Ge- 
lenke in  einen  Ptrnkt  zusammenfallen,  sofort  durch  einen  Qrenzübergang. 

Durch  einen  solchen  Grenzabergang  wird  aber  nichts  anderes  er- 
Teicht,  als  dafi  die  beiden  anf  den  idealen  Knotenpunkt  wirkenden  und 
in  demselben  Stabe  liegenden  GelenkdrQcke  dieselbe  Größe  aber  ent- 
gegengesetzte Richtung  erhalten.     Es  kann  daher  der  GrenzObei^sug 
von  vornherein  durch  diese  Bedingung  bezüglich  der  Geleukdrücke 
ersetzt    werden.     £b    ist    daher    nnr   dafKr   zu   sorgen,    daB  einem 
idealen   Knotenpunkt  J,   in  welchem  sich  q  Stäbe  fibersohneiden,  im 
Diagramm  ein  geschlos- 
senes Polygon  von  2  g  h  /~~-^i_^C 
Seiten  entspricht,  dessen           \«        /                      e  /  \a 
gegenOberlit^ende  Sei-         ^l\j/  n                „,/  \ni 
ten    demselben    der   gr               /(^— — ^               \                      / 
Stäbe  parallel  sind  und         ^  /  \    ,,,                   "X                 /^ 
seine  Spannung  dsrstel-        /  IV  \                         i      J — -t/ 
len,  also  anch  die  näm-                      \ 

liehe    lÄnge    besitzen.  ««■  wt..  ng.  Mib, 

Außerdem  müssen  in  dem  dem  idealen  Knotenpunkte  entsprechenden 
Polygon  die  Seiten  in  der  durch  den  Drehnngssinn  der  Stäbe  be- 
dingten Reihenfolge  sich  an  einander  anschließen  (s.  Fig.  297a  nnd 
Pig.  297  b,  wo  das  Sechseck  gezeichnet  ist,  welches  einem  idealen  Kno- 
tenponkte  entspricht^  in  dem  sich  drei  Stäbe  überschneiden).  Den  2q 
Ecken  dieses  Polygones  entsprechen  in  dem  Fachwerksplan  die  2$  Poly- 
gonflächen,  welche  in  dem  betreffenden  idealen  Knotenpunkt  zusammen- 
stoßen. Durch  diese  Bedingungen  für  das  Diagramm  ist  tatsächlich 
die  statische  Bestimmtheit  wieder  erzielt. 

Fig.  298b  stellt  das  leicht  zu  verstehende  Di^ramm  dar  für  das 
Fachwerk  Fig.  298a  mit  den  sieben  Knotenpunkten,  1,  2,  ...  7, 
bzw.  unter  Weglassung  des  Poles  und  der  Polstrahlen.  Da  sich  in 
J^  die  Stäbe  a  nnd  b  und  in  J,  die  drei  Stäbe  h,  c,  d  überschneiden, 
so  sind  die  beiden  Pnnkrte  J^  und  J^  ats  ideale  Knotenpunkte  ein- 
zuführen nnd  zwar  der  Punkt  J^  als  mehrfacher.  Die  Stäbe  a,  e,  d 
sind  durch  die  idealen  Knotenpunkte  nur  in  zwei  Stäbe  zerlegt,  es 
werden  somit  deren  Spannungen  im  Diagramm  nur  zweimal  ent- 
halten sein.  Andererseits  kommt  die  Spannung  des  Stabes  b  dreimal 
.im  Diagramm  vor,  da  der  Stab  b  durch  die  idealen  Knotenpunkte  in 
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drei  Stäbe  zerlegt  wird.     Im  Qbrigen   bedarf  das  Di^ramm   infolge 
der   getroffenen   Bezeichnimg  keiner   weiteren  Urkürung.     Das    Snt- 


werfen  des  Diagrammes  bereitet  keine  Schwierigkeiten,  da  das  Fach- 
werk 298a  lediglich  dorcb  Anwendung  des  zweiten  Bildangegesetzes 
entstanden  ist. 


§  97.  Die  allgemeine  Hetbode  der  reiiproken  KrilftepUne  in  ihrer 
Brweiterong  duroh  F.  Sohnr.     Fortaetzang. 

Nachdem  aus  dem  bestimmten  Fachwerke  durch  Einfühning 
Ton  idealen  EjiotenptinkteR  ein  Fachwerk  hergeleitet  ist,  dessen  Stäbe 
sich  nicht  überschneiden,  ist  es  noch  erforderlich,  sich  Ton  der  Be- 
dingung frei  zu  machen,  nach  welcher  die  Kmfte  in  den  Eckpunkten 
eines  ein&chen  Polygones  angreifen  müssen.  Ist  dieses  erreicht,  so 
"wird  sich  ein  Diagramm  stets  entwerfen  lassen. 

Qreifen  die  Kräfte  an  vollständig  beliebigen  Knotenpunkten  an, 
80  tat  zunächst  ein  einlaches  Polygon  als  Kandpolygon  ao&u- 
michen,  auf  welchem  möglichst  yiele  der  Ängrifispankte  der  £riifte 
liegen.  Greift  nun  an  einem  Knotenpunkte  E,  der  sich  nicht  anf  dem 
Randpolygon  befindet,  eine  Kraft  P  an,  so  wird  von  F.  Schur  ein  wei- 
terer Stab  {idmler  Stab)  eingeführt,  der  in  die  Wirkongslinie  der  in 
E  angreifenden  Kraft  P  fällt,  and  den  Pnnkt  E  mit  dem  einen  Schitt- 
punkt  J  dieser  Wirknngslinie  mit  dem  Randpolygon  rerbiadet.  Dann 
wird  dieser  Punkt  J  als  idealer  Knotenpunkt  betrachtet  und  die  Kraft  P 
nach  J  als  Angriffspnnkt  Terschoben. 

In  dem  Fachwerk  Fig.  299a  mit  den  sechs  Knotenpunkten  A, 
B,  C,  D,  E,  F  sollen  Kräfte  wirken  auf  die  Knotenpunkte  A,  B,  C, 
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D,  E.  Das  Polygon  A,  B,  C,  D  ist  mIb  das  Randpolygon  betrachtet. 
Da  der  Pimkt  E,  auf  weißhen  die  Kraft  P  wirkt,  nicht  anf  dem  Rand- 
polygon liegt,  Bo  ist  der  Schnittpunkt  J  der  WirknugsUnie  von  P  mit 
der  Seite  AB  des  Bandpolygons  bestimmt  und  d«r  Punkt  J  als  ide- 


aler Knotenpunkt  and  EJ  als  idealer  Stab  eingeführt.  Anf  diese 
Weise  ist  das  Fachwerk  Fig.  299b  Ton  sieben  Knotenpunkten  ent- 
standen. Die  ursprSuglich  in  E  angreifende  Kraft  muß  dann  nach 
dem  idealen  Knotenpunkt  J  vei-schoben  werden. 

Durch  die  Einführung  des  idealen  Stabes  EJ  und.  des  idealen 
Knotenpunktes  J  hat  sich  die  Zahl  der  Stäbe  um  2,  die  der  Knoten- 
punkte am  1  rermehrt.  Die  fttr  die  bestimmten  Fachwerke  erfor- 
derliche Oleicfaung: 

S-2Ä--3 
bleibt  somit  erhalten. 

Es  mögen  jetzt  die  beiden  Oelenkdrflcke,  die  in  dem  Stabe  AB 
(Fig.  299ft)  vor  Einfflhmng  des  idealen  Stabes  EJ  und  des  idealen 
Knotenpunktet  J  vorhanden  waren,  mit  S^  und  S^  bezeichnet  sein, 
wobei  S^  und  S^  dieselbe  Größe  aber  entgegengesetzte  Richtung  be- 
sitzen. Wird  nun  der  ideale  Stab  EJ  nnd  der  ideale  Knoten- 
punkt J  eingeführt,  so  werden  in  J  drei  Qelenkdrflcke  S/,  8,',  S^' 
auftreten,  die  in  den  drei  Stäben  JA,  JB,  JE  liegen  (Fig.  299b). 
Infolge  der  Gleicbgewichtabedingnngen  massen  die  beiden  Gelenk- 
drficke  S/  und  S^  dieselbe  Größe  aber  entgegengesetzte  Richtung  er- 
halten. Ebenso  mOssen  S^^  und  S^  sich  aufheben,  sowie  S^  und  S^. 
Da  ferner  die  beiden  Kräfte  P,  und  £>,'  sich  aufheben  müssen,  so  wird 
sich  im  Punkte  E  ein  Gelenkdruck  S,  von  der  Größe  and  Richtung 
der  Kraft  P  ergeben. 

Es  folgt  daraus,  daß  bei  Einfilhrung  des  idealen  Stabes  JE 
und  des  idealen  Knotenpunktes  J  die  statische  Bestimmtheit  er- 
halten bMbt,  and  daß  das  Spannungsproblem  durch  Verschiebui^; 
der  Kraft  P  nach  J  keine  Änderung  erfährt.  ^  , 
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Hierdnrcli  ist  tatsächlicli  eine  Methode  gegeben,  um  die  AngriSE- 
pankte  der  Kräfte  &n  das  Bandpolygon  zn  bringen  und  sich  so  tos 
der  gemachten  Voraossetzimg  ßrei  zu  machen.  Sollte  es  sich  ereignen, 
daß  der  zur  Yerwendang  gekommene  ideale  Stab  andere  Stäbe  (ab- 
gesehen von  dem  Raudstabe)  schneidet,  so  würden  diese  Schnittpunkte 
als  ideale  Enotenponkte  einzufahren  sein.  Ebenso  ist  mit  den  etwa- 
igen Schnittpunkten  von  zwei  idealen  Stäben  zu  verfahren. 

Ist  nun  ein  ToUslündig  beliebiges  bestimmtes  Fachwerk  gegeben, 
bei  dem  an  beliebig  vorgeschriebenen  Knotenpunkten  die  Kräfte  eines 
Oleichgewicbtssjstemes  angreifen,  so  wird  man  zunächst  die  Schnitt- 
punkte der  einzelnen  Stäbe  als  ideale  Knotenpunkte  einfahren.  Dann 
hat  man  das  Kandpolygon  zu  wählen  imd  durch  ideale  Siäbe  nnd 
Knotenpunkte  sämtliche  Angriffspunkte  der  Kräfte  an  den  Rand  des 
Fachwerkes  zu  bringen.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  stets  ein  Fach- 
werk, ffir  welches  sich  ein 
Di^ramm  entwerfen  ^t.  Es 
kann  daher  der  Satz  ange- 
sprochen werden: 

Jedes  hestimmte  Fa<^irert 
läß  gick  für  jedes  bdiebige 
Gieickgewidilss^tem  durdi 
^5  Einführung  von  idealen  Kno- 
tenpunkten und  idealen  Släbeit 
in  ein  bestimmies  Fadiirerk 
verii-anddn,  für  tcdtAes  süA 
ein  Diagramm  teidtnen  läßt- 
Durch  Bestimmung  dessdbm 
ist  das  SpatmvngsprMem  ßr 
das  gegebene  Farhicerk  wtd 
GleidigeioiaKtsagstem  gelöst. 

Bei  dem  Fachwerk  Fig. 
30Oa  ist  als  Randpolygon  das 
Polygon  1,  2,  3,  4,  5,  1  ge- 
wählt. Da  auf  die  beiden 
Knotenpunkte  €  und  7,  die 
nicht  auf  dem  Randpolygon  liegen,  auch  noch  Kräfte  wirken,  so  ist 
Fig.  300a  durch  das  Fachwerk  300b  mit  den  beiden  idealen  Kno- 
tenpnnkten  S  und  9  zu  ersetzen.  Die  frfiheren  Eiäfte  P,  und  P,  sinü 
hierbei  nach  den  Punkten  8  und  9  zu  verschieben: 

_-d,L.oogle 
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Fig.  300  c  stellt  das  zugehörende  Diagramm  bei  W^lassong  des 
Poles  and  der  PobtraUeD  dar.  Da  der  Stab  a  darch  die  beiden 
idealen  Knotenpunkte  in  drei  Teile  zerlegt  ist,  so  kommt  in  dem 
Diagramm  die  Spannung  in  diesem  Stabe  dreimal  vor.  Im  Kräfte- 
polygon ist:  Y 

P^-Öl,  P,-12, 

P,-23,  Pt~äl, 

P5-45,  P9-56, 

Pg  =  6Ö. 
Im  Qbrigen  bedarf  das  Dia- 
gramm infolge  der  gewählten 
Bezeichnang  keiner  weiteren 
ErkUrui^. 

Die  Herstellung  dieses 
Diagrammes  ist  eine  sehr  ein- 
fache, wenn  beachtet  wird, 
daß  aus  dem  Knotenpunkt  2 
sich  die  Spannung  in  dem  Stabe 
2  6  und  dann  aus  dem 
Paukt«  6  die  Spannung  in  IQ  "*■  '*"°- 

ergibt.  Das  Diagramm  kann  somit  gezeichnet  werden  lediglich  durcli 
Anwendung  der  Poljgonalmethode,  auch  die  Schnittmethode  ist  nicht 
erforderlich. 

Was  die  Bedeutung  dieser  Erweiterung  der  Methode  der  rezi- 
proken Kraftepläne  betrifft,  so  genllgt  es,  auf  die  ÄusfOhrungen  auf 
S.  579  (1.  Absatz)  zu  Terweiseo.  Als  eine  allgemeine  Methode  fQr  die 
Spanuungsbestinmiung  ist  diese  Methode  der  allgemeinen  reziproken 
Kräftepläne  nur  in  Verbindung  mit  anderen  Methoden  anzusehen,  die- 
es  ermöglichen,  das  Di^ramm,  dessen  Gestalt  von  romherein  bekannt 
ist,  in  allen  Fällen  zu  konstruieren. 

§  98.    Die  irQtersaohmig  eines  OelenkarstemeB  auf  seine   statisch» 
Bestdmmtlieit.     Der  Ctrenxfall. 
Es  soll  zusammenfassend   noch  ausfOhrlicher   auf  die  Methoden 
eing^^gen  werden,  die  zur  Untersuchung  eines  gegebenen  Oelenk- 
systemes  auf  seine  statische  Bestimmtheit  dienen  können. 

Zuiütchst  wird  es  zweckmäßig  sein  za  prüfen,  ob  die  erforder- 
liche Gleichung: 

s  =  2Ä  -  3  ,^  , 
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erfallt  ist  oder  nidil;.  Dieses  kum  geschehen  darch  Ab^hlen  der 
Knotenpankte  nod  Stäbe.  In  Fällen,  bei  denen  es  möglich  ist,  durch 
wenige  StabTertamchaogen,  bei  denen  die  Zahl  der  Knotenpunkte 
sich  nicht  ändert,  daa  System  auf  eine  bekannte  Form  za  bringen 
oder  auf  eme  Form,  die  genügend  Überblickt  wird,  so  daß  man  sofort 
erkennt,  ob  das  System  die  richtige  Zahl  von  Stäben  hat  oder  nicht, 
kann  dieses  Abzahlen  uoterbleihen,  wie  W.  Schlink  aasgefOhrt  hat. 

SdbsiTerständlich  wird  man  jedoch  vorher  sämtliche  ein&chen 
Ksotenpaiikte  der  Reibe  nach  wegnehmeQ  und  die  TTntersuchong 
lediglich  auf  das  Übrigbleibende  Grundeck  eretrecken.  Zeigt  es  sich 
hierbei,  daß  schließlich  ein  Dreieck  übrig  bleibt,  also  das  System  aus 
einem  Dreieck  durch  das  zweite  Bildungsgesetz  het^^tellt  ist,  so  ist 
dadurch  die  Frage  der  statischen  Bestianntheit  von  Tomherein  ent- 
schieden. 

Hat  das  gegebene  Gelenksystem  die  richtige  Zahl  rou  Stäben, 
so  sind  folgende  Fälle  möglich: 

1.  Das  Gelenksystem  ist  ein  bestimmtes  Fachwerk, 

2.  das  Gelenksystem  ist  kein  bestimmtes  Fachwerk,  es  ist  also 
sowohl  statisch  wie  kinematisch  unbestimmt. 

Liegt  der  zweite  Fall  vor,  so  kann  es  sein: 

a)  daß  das  Gelenksystem  nicht  die  für  die  bestimmten  Fachwerke 
erforderliche  Struktur  besitzt, 

b)  daß  das  Gelenksystem  die  für  die  bestimmten  Fachwerke  not- 
wendige Struktur  hat,  daß  aber  infolge  der  besonderen  Lage  der 
Knotenpunkte  der  Greoizfall  vorliegt. 

Sollte  nachgewiesen  sein,  daß  das  vorliegende  Gelenksystem  kein 
bestimmtes  Fachwerk  ist,  obgleich  es  die  richtige  Zahl  von  Stäben 
hat,  so  würde  dasselbe  als  bewegliches  System  sich  in  einem  prak- 
tischen Falle  nicht  für  eine  Trägerkonstruktion  verwenden  lassen. 
Trotzdem  ist  es  wichtig  zu  entscheiden,  ob  der  Fall  a)  oder  h)  vor- 
liegt. Tritt  nämhch  der  Fall  a)  ein,  so  hat  mau,  um  ans  dem  Ge- 
lenksystem ein  bestimmtes  Fachwerk  und  so  eine  brauchbare  Tiäger- 
konstmktion  zu  erhalten,  Stabvertauschungen  vorzunehmen,  wählend 
im  Falle  b)  die  Andernng  der  Lage  einzelner  Knotenpunkte  genflgeu 
würde. 

Für  die  Entscheidung  der  Frage  der  statischen  Bestimmtheit  ist 
zunächst  die  Untersuchung  der  Struktur  von  Wichtigkeit.  Diese  Unter- 
suchung der  Struktur  wird  auch  dann  eich  ah)  zweckmäßig  ergeben, 
wenn  von  vornherein  die  statische  Bestimmtheit  des  Gelenkaystemes 
feststeht,  da  sich,  wie  nachgewiesen  ist,  durch  die  Untersuchung  der 
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Struktur  Änbaltspankte  für  die  Bestimmaiig  der  Spannungen  ergeben. 
Die  StmktumntersuehuDg  hat  auf  Grund  der  Bildangegesetze,  wie 
dieses  oben  angefahrt  ist,  zu  erfolgen.  Bevor  jedoch  bei  einem  Qe- 
lenksyetem  ein  zweifacher  Knotenpunkt  weggenommen  und  dafSr  der 
betreffende  Ereaizetab  eingeschaltet  wird,  ist  es  immer  zweckmäßig 
au  prfifen,  ob  sich  dem  ersten  Bildungsgesetze  entsprechend  nicht 
Schnitte  durch  das  Gelenksystem  legen  lassen,  die  nur  drei  nicht  durch 
denselben  Pnnkt  gehende  Stäbe  treffen,  da  dann  nur  die  beiden  Teile 
für  sich  zu  nntersuchen  wären.  Ist  nachgewiesen,  daß  das  Oeleak- 
system  die  ffir  die  bestimmten  Fachwerke  erforderliche  Struktur  be- 
sitzt, 80  wtirde  damit  der  Fall  a)  unter  2.  ausgeschaltet  sein.  Wenn 
demgemäß  das  Geleoksystem  kein  bestimmtes  Fachwerk  ist,  so  mltßte 
der  Grenzfall  vorliegen. 

Infolge  des  Satzes,  daB  die  statisch  bestimmten  Oelenksjsteme 
identisch  sind  mit  den  kinematisch  bestimmten,  kann  die  weitere 
Untersuchung  des  Oelenksystemes,  von  dem  die  fQr  die  bestimmten 
Fachwerke  erforderliche  Struktur  nachgewiesen  ist,  sowohl  auf  stati- 
schem, wie  auf  kinematischem  Wege  erfolgen, 

SüUische  Untersuchung:  In  Berücksichtigung  des  oben  herleiteten 
Satzes,  nach  welchem  ein  Geleuksystem  von  {2k  —  3)  Stäben  statisch 
bestimmt  ist,  sobald  fOr  ii^end  ein  beliebig  gewähltes  Gleicl^e- 
wichtssystem  von  Kräften  sich  sämtliche  Spannungen  als  eindeutig  und 
endlich  ei^eben,  ist  es  nur  erforderlich,  fQr  ii^end  ein  beliebig  ge- 
wähltes Qleichgewichtssystem  die  Spannungsbestimmnng  durchzufahren. 
Wenn  dann  die  Spannungen  sich  als  endlich  und  eindeutig  erweisen, 
so  ist  das  Gelenksystem  ein  bestimmtes  Fachwerk.  Werden  dingen 
die  Spannungen  nicht  endhch  oder  nicht  eindeutig,  so  liegt,  richtige 
Struktur  des  Gelenk  System  es  vorausgesetzt,  der  Grenzfall  vor.  Was 
hierbei  fQr  eine  analytische  oder  graphische  Methode  zur  Benutzung 
kommt,  ist  gleichgültig.  Bei  dieser  Untersuchung  wird  das  Gleichge- 
wichtssystem niSglichst  einfach  zu  wählen  sein,  damit  die  Spannnngsbe- 
stimmung  sich  rasch  ergibt.  Am  gweckmäßigslen  ist  es,  sämüiche 
äußeren  Kräße  ais  Null  aneunehmen,  da  man  diesen  Fall  am  leichtesten 
übersieht.  Dann  müssen  sämtliche  Spannungen  eindeutig  gleich  Null 
werden,  wenn  das  Gelenksystem  ein  bestimmtes  Fachwerk  ist. 

Es  soll  die  Methode  an  einigen  einfachen  Beispielen  durch- 
geführt werden. 

Beispid.  Fig.  301  stellt  das  schon  mehrfach  betrachtete  Fach- 
werk von  sechs  Knotenpunkten  dar,  das  aus  einem  Sechseck  und  den 
drei  Hauptdiagonalen  besteht.     Wenn  das   System  Fig.  301,  welches 
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die  richtige  Struktur  besitzt,  kein  bestimmtes  Fachwerk  ist,  wenn 
also  der  Grenzfall  vorläge,  so  mOSten  Spannangen  mSglich  sein,  aacb 
veim  keine  äußeren  Kräfle  Torhanden  wären. 

Ea  sei  angenommen,  daß  anf  die  Knotenpankte  dea  Fachwerkes 
keine  änBeren  Kräfte  wirken,  und  daß  sicli  trotzdem  in  den  beiden 
Stäben  ÄD  und  CF  Spannangen  ergeben  hätten.  Die  Gelenkdrücke 
des  Stabes  AD  seien  mit  iS,,  S^',  diejenigen  des  Stabes  CF  mit  S^, 
Sf'  bezeichnet. 

Ans  dem  Schnitt  M  . . .  M  und  dem  Drehpunkt  P  folgt,  daß  die 
Snmme  der  Momente  der  Gelenkdrücke  S,  und  £f,  fDr  P  als  Dreh- 
j.  pnnkt  gleich  Null  sein  muß, 

was  zur  Folge  hat,  daß  die 
Besultant«  B  der  Kräfte  S, 
und  Sf  in  der  Linie  PL  hegt. 
In  gleicher  Weise  ergibt  sich 
ans  dem  Schnitt  N . . .  N 
'•^  und  dem  Drehpunkt  Q,  ia& 

^^^  die  Resultante  R'  der  Kräfte 
,.,.---*  S,'  und  S,'  in  die  Gerade  i^ 
fällt.  Da  aber  die  beid^  6e- 
lenkdröcke  Sj,  S^'  «ch  auf- 
heben und  ebenso  die  Ge- 
lenkdrflcke  S,  und  8,',  so 
mfisseu  auch  die  beiden  Kräfte  R  und  S'  sich  aufheben.  Dieses 
aber  ist  nur  möglieb,  wenn  S  and  B'  in  dieselbe  Gerade  fallen,  weon 
also  die  drei  Punkte  P,  L,  Q  ä\  einer  Geraden  Ii^;en. 

Liegen  nun  die  Punkte  P,  L,  Q  nicht  auf  derselben  (Jeraden,  so 
ist  ein  Widerspruch  vorhanden,  der  nar  verschwindet,  wenn  in  den 
beiden  Stäben  AD  und  CF  keine  Gelenkdrficke,  also  auch  keine 
Spannungen  auftreten.  Sind  aber  in  AD  und  CF  keine  Spannungen 
vorhanden,  so  mfissen  auch  die  anderen  Stäbe  spannnngslos  sein. 

Sind  daher  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  und  liegen  die  drei 
Punkte  P,  h,  Q  nicht  auf  einer  Geraden,  so  werden  sämthehe 
Spannungen  notwendig  gleich  NuU.  Das  Gelenksystem  ist  daher 
statisch  bestimmt,  also  ein  bestimmtes  Fachwerk. 

Li^en  aber,  wie  in  Fig.  302,  die  drei  Punkte  P,  L,  Q  ia  ein«- 
Geradeu,  so  tritt  kein  Widerspruch  auf  Es  kann  daher  die  Spannung 
in  einem  Stabe,  z.  B.  in  AD,  beliebig  angenommen  werden.  Nach 
Annahme  derselben  lassen  sich  die  Spannungen  in  den  sämtlichen 
Stäben  des   Gelenksystemee  sofort  angeben.     Das   Spannnngsproblem 
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bat,  auch  wenn  gar  keine  Kräfte  vorhtpideD  sind,  infolge  der  willkfir- 
lichen  Wahl  der  Spannung  des  Stabes  AD  nnendlicb  viele  endliche 
LSenngen.  Es  wird  df^er  bei 
dem  GelenkB7Btem  der  Grenz- 
&11  vorliegen. 

Liegendie  drei  Punkte  P,         ,,-''' 

L,  Q  auf  einer  Qeradan,  Hoi^^— 7  --\ -^^(z\ V "■>*^ 

ist  daB  Sechseck^JBCFEi)^        ■'-•.., 

ein    Pascalscbes    Sechseck, 

d.  h.  die  sechs  Knotenpunkte 

dea     Gelenksystemes     liegen 

auf  einem   Kegelschnitt.     Es  ^«-  •**■ 

ergibt  eich   somit  der   Ton  H.  Müller-Breslau    gefundene  Satz.') 

Em  Gdenksyatem,  das  aus  einem  Sechsech  und  den  drei  Haupt- 
diagorudea  best^,  wobei  nur  die  Ecken  des  SeeJiseeJcs  Knotenpunkte 
sein  sollen,  ist  ein  leäimmtes  Fachwerk,  sobald  die  Ecke»  des  Sechs- 
eckes ni<At  auf  einem  K^elschniä  liegen.  Liegen  dagegen  die  Ecken 
des  Sechseckes  auf  einem  Kegelschnitt,  so  tritt  der  OrensfaU  imf. 

Einen   Bpezieilen   Fall   bildet    dos    Gel^ikaystem   Fig.  303.     Bei 
demselben  liegen  die  Eckpunkte  d^  Sechs- 
eckes auf  einem  io  zwei  parallele  Gerade 
zerfallenden  Kegelschnitt.     Es  ist    somit 
der  Orenzfall  vorhanden. 

Selbstverständlich  ist,  daÖ  bei  sämt- 
lichen Gelenksystemen  von  richtiger  Struk- 
tur der  Grenzfall  vorli^en  wird,  bei  denen  *^**  *"*■ 
sich  ein  Teil  absondern  läßt,  welcher  die  ftlr  die  bestimmten  Fachwerke 
erforderliche  Struktur  besitet,  bei  dem  aber  der  Grenzfall  vorliegt;  wie 
ja  auch  jedes  System  von  (2ft—  3)  Stäben  beweglich  sein  muß,   bei 
dem  Knotenpunkte  an  ein  beweg- 
liches System  angeschlosseß  sind. 
So  wird  bei   den    Getenkeystemen 
Fig.  304  und  Fig.  305  der  Grenz- 
fall vorliegen,  da  bei  beiden  Figuren 
der  innere   Teil  derselben   ein  im 
Orenz&U  befindliches  Qelenksystem 
bildet. 
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Beispiel.  Dae  Gelenksystem  Fig.  306  von  14  KnoteopankteD 
hat  die  för  die  bestimmten  Fachwerke  erforderliche  Struktur.  Wirken 
gar  keine  Kräfte  auf  die  Knotenpunkte,  so  ergibt  sich  aus  dem 
Knotenpunkte  2,  daß  die  Spannung  in  dem  Stabe  2  11  gleich  Null 
sein  muß,  irährend  die  Spannongen  in  den  Stäben  1 2  und  2  3 
dieselben  werden.  Infolge 
davon  kann  far  die  Span- 
nungsbestimmung der 
Stab  2  11  weggelassen 
und  an  die  Stelle  der 
beiden  Stäbe  12  und 23 
ein  einziger  die  Knoten- 
punkte 1  and  3  verbin- 
dender Stab  gesetzt  wer- 
den. Das  Gleiche  ergibt 
sich  filr  die  Knoten- 
punkte 6,  9,  13  und  die 
Stäbe  6"ri,  9~4,  r3  4. 
Werden  aber  die  vier 
Stäbe 2TT,6ir, 9" 4, 13  4 
weggelassen,  so  kommen 
in  dem  Knotenpunkt  4 
nur  die  beiden  horizon- 
talen Stäbe  3  4  und  4  ö 
und  der  vertikoJe  Stab 
4  11  zusammen.  Da  auf 
4  keine  Kraft  wirkt,  so  muß  die  Spannung  in  dem  Stabe  4:  11 
^eich  Null  werden,  während  die  Spannungen  in  den  Stäben  34  und 
45  denselben  Wert  erhalten.  Es  kann  daher  in  gleicher  Weüe 
der  Stab  4  11  w^gelaesen  und  dann  die  beiden  Sl»be  34  und  45 
durch  einen  Stab  ersetzt  werden.  Auf  diese  Weise  folgt  aus  Fig.  306 
das  Gelenksystem  Fig.  307. 

Wenn  nun,  falls  keine  Kräfte  vorhanden  wären,  in  den  Stäben 
von  Fig.  306  keine  Spannungen  auftreten  würden,  so  müßte  dieses 
auch  mit  Fig.  307  der  Fitll  sein.  Daß  aber  Fig.  307  jedenfalls  statisch 
unbestimmt  ist,  folgt  schon  daraus,  daB  Fig.  307  bei  acht  Knoten- 
punkten nicht  13,  sondern  14  Stäbe  besitzt.  Es  kann  die  Spannung  in 
einem  Stabe  von  Fig.  307  beliebig  angenommen  werden,  dann  ergeben  sich 
die  Spannungen  in  den  anderen  Stäben  eindeutig.  Bei  dem  anlSng- 
liehen  Gelenksjstem  Fig.  306  liegt  somit  jedenfiüls  der  Orens&U  vor. 
D,:i_d     COCH^IC 
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Seispiel.  Fig.  308  ist  ein  Gelenksjstem  von  richtiger  Struktur 
mit  acht  EDotenpunkten,  unter  denen  sich  kein  einfEicber  Knoten- 
punkt befindet 

Es  seien  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden.  Um  daa  Oelenksystem 
auf  die  statische  Bestimmtheit  bzw.  auf  den  Grenzfall  hin  zu  unter- 
sudien,  sei  die  Spannung  in  einem  Stabe  angenommen  und  daraus 
die  übrigen  Spannungen  hergeleitet 
Ist  statische  Bestimmtheit  vor- 
handen, so  wird'  sich  ein  Wider- 
spruch Blieben,  der  nur  verschwin- 
det, wenn  sämtliche  Stabspannungen 
Null  werden. 

Es  sei  die  Spannung  a  in  dem 
Stabe  1 5,  also  die  beiden  gleich 
groSen,  aber  eni^^egengesetzt  gerich- 
teten Gelenkdrficke  dieses  Stabes  *^'' 
augenommen.  Aus  dem  Knotenpunkte  1  folgen  dann  die  Spannungen 
b  und  c,  aus  dem  Knotenpnnkt  5  die  Spannungen  n  und  t.  Dann 
ergeben  sich  aus  dem  Enotenponkte  2  die  Spannungen  d  und  e  und 
ans  4  die  Spannungen  f  und  h.  Die  so  in  den  Stäben  4  3  and  3  2 
erhaltenen  und  auf  den  Punkt  3  wirkenden  GelenkdrQcke  massen 
sich  dann  zusammensetzen  zu  einer  Kraft,  die  in  den  Stab  3  7  iäHtf 
und  die  in  das  Gleichgewicht  gesetzt  würde  durch  den  iu  diesem 
Stabe  liegenden  und  auf  den  Funkt  3  wirkenden  Gelenkdrnck.  Ist 
dieses  der  Fall,  so  ist  kein  Widerspruch  vorhanden,  es  müßte  daher 
der  Gren£&ll  vorliegen.  Setzen  sich  dagegen  die  beiden  in  den 
Stäben  43  uud  32  liegenden  und  auf  den  Punkt  3  wirkenden  Ge- 
lenkdrDcke  nicht  zusammen  zu  einer  resultierenden  Kraft  in  dem 
Stabe  37,  so  liegt  ein  Widerspruch  gegenQber  der  gemachten  An- 
nahme vor.  Dann  ist  das  System  Fig.  308  stabil,  also  ein  beBtimm* 
tes  Fachwerk.  Die  Untersuchung  der  einzelnen  Knotenpunkte  erfolgt 
am  besten,  indem  die  einzelnen  Ki^fte^olygone  bezw.  Kräftedreiecke 
gezeichnet  werden. 

Beispid.  Das  Gelenksystem  Fig.  309  besitzt  die  richtige  Struktur. 
Es  sei  wieder  angenommen,  daß  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  sind. 

£s  sei  zunächst  der  durch  die  Knotenpunkte  1,  2,  3,  4,  b,  6 
gebildete  äußere  Ring  betrachtei  Da  auf  jeden  Knotenpunkt  des 
Sechsecks  1,  2, . . .,  6  drei  Gelenkdrücke  wirken,  die  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  in  jeder  Seite  dieses  Sechseckes  zwei  Gelenk- 
drücke liegen,  die  sich  aufheben,  so  müßte,  falls  Spannungen  in   den 
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Seiten  dieses  Sechseckes  TOrhanden  wären,  dieses  Sechseck  d&s  ge- 
schlossene Seilpolygon  sein  fOr  ein  GleichgewichtsBystein  von  secha 
Kräften  in  den  Wirkungslinien  II',  2  2", ...  6  6'.  Soll  aber  ein  n-Eck 
dos  geschlossene  Seilpolygon  sein  für  ein  Gleichgewichtesystem ,  so 
dürfen  nui  (n  —  1)  der  Richtungen  der  dnrch  die  Ecken  des  n-Gckes 
gehenden  Wiibrngslinien  der  Kräfte  beliebig  angenommen  werden; 
dann  ist  die  Eichtting  der  n-ten  Kraft  eindeutig  bestimmt.  Indem 
ein  Pnnkt  O  uls  Pol  des  Kräftepolygones  angenommen  wird  und  die 
Polstrahlen  parallel  zn  den  Seiten  des  Sechseckes  1,  2,  3...  6  ge- 
zogen werden,  läßt  sich  durch  Einzeichnen  eines  Eiäftepolygones, 
dessen  Selten  parallel  den  Linien  11', ...66'  sind,  leicht  prOfen,  ob 
tatsächlich  diese  spezielle  Lage  der  Linien  11',  ...66'  vorliegt,  bei 
der  das  Sechseck  das  geschlossene  Seilpolygon  sein  kann  fOr  sechs 
Kräfte  mit  den  Wirkungslinien  1 1' ...  6  6',  die  ein  Oleichgewichta- 
system  bilden.  Liegt  diese  spezielle  Lage  vor,  so  tritt  in  dem  System 
Fig.  309  der  Orenzfall  auf. 

Ist  dag^en,  was  im  allgemeinen  der  Fall  sein  wird,  das  Sechseck 
1, 2, ...  6  kein  Seilpolygon  för  sechs  Kräfte  in  den  Linien  11',  2  2', ...  6  6', 
die  ein  Gleichgewichtssystem  bilden,  so  sind  jedenfalls  die  Spannnngen 
in  den  sämtlichen  Stäben  des  Sechseckes,  wie  in  di-n  Stäben  1 1',...66' 
gleich  Null.  Es  kann  daher  das  Sechseck  1 ,  2, ...  6  wie  die  Stäbe 
.1 1', ...  6  6'  w^gelassen  werden. 

Jetnt  wtirde  der  zweite  Ring  der  dorch  das  Sechseck  r,2',...G' 
gebildet  ist,  in  Reicher  Weise  zu  untersuchen  sein.  Erweist  es  sich, 
daß  das  Sechseck  1',  2', . . .  <>' 
das  geschlossene  Seilpolygoo 
ist  far  Kräfte  eines  Gleicli- 
gewichtssyatemes  mit  den 
Wirkungslinien  l'l",  2'2", 
...  6'  6",  so  würde  hierdurch 
der  Grenafall  in  dem  ganzen 
System  von  Fig.  309  ein- 
treten. Zeigt  es  sich  da- 
gegen,  daß  das  Sechseck 
1',  2', . . .  6'  kein  Seilpolygon 
ist,  fQr  sechs  Kräfte  eine« 
Gleichgewi  ob  tssystemea  mit 
den  Wirkungslinien  l'l",  .  .  .  6' 6",  so  müßten  die  Spatmungai  in 
den  sämtlichen  Seiten  des  Sechseckes  l',2',  3',  . .  .  6',  wie  in  den 
Stäben   l'l",.  .  .  6' 6"  eindeatig  Null  sein.      Dann  könnte  auch  der 
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Bing  1',  2', . . .  6'  mit  den  Stuben  1'  1",  2'  2", ...  6'  0"  weggenommen 
werden. 

Es  bleibt  nun  der  innere  Kern  der  Figur  übrig,  der  fflr  sich  ein 
System  mit  den  sechB  Knotenpunkten  1",2", ...6"  bildet.  Erweist  sieb 
dea«elbe  als  im  Grenz&ll  befindlich,  so  würde  bei  dem  ganzen  System 
4er  OrenEfall  eintreten.  Zeigt  ea  eich  dagegen,  daß  dieser  innere  Kern 
stabil  ist,  also  fOr  sich  ein  bestimmtes  Facbwerk  bildet,  was  in  Fig.  309 
der  Fall  is^  so  würde,  faUa  die  Spannungen  in  den  Stäben  der  beiden 
Ringe  sic^  als  Null  erwiesen  haben,  das  ganze  System  Fig.  309  ein 
bestimmtes  Facbwerk  sein. 

Liegt  ein  komplizierteres  Gelenksystem  als  bei  den  gegebenen 
Beispielen  vor,  so  ist  ea  unter  Umständen  erforderlich,  bei  der  Unter- 
suchung des  Gelenksystemes  die  allgemeinen  Methoden  für  die  Span- 
nungsbestimmung zn  verwenden,  wobei  sowohl  graphisch  wie  ana- 
lytisch Torg^angen  werden  kann. 

Kinematisdie  UnterauchaHg.  Aus  den  kinematischen  Betrachtungen 
von  §93  ei^ben  eich  sofort  die  beiden  folgenden  von  H.  Müller- 
Breslau  herrührenden  Methoden. 

1.  Man  Tersncht  das  gegebene  Gelenksystem  nochmals  zn  zeichnen 
und  zwar  unter  Beibehaltung  der  Struktur  und  der  Richtung  der 
einzelnen  Stabe.  Wenn  dann  nach  Annahme  eines  Stabes  in  der 
durch  das  gegebene  Gelenksystem  TOrgeschriebenen  Richtung  sich  nar 
ein  einziges  ganz  bestimmtes  Gelenksystem  zeichnen  läßt,  das  dieselbe 
Struktur  und  dieselben  Stabrichtungen  hat  wie  das  gegebene  Gelenk- 
system, so  ist  das  letztere  stabil  und  somit,  die  richtige  Zahl  der  Stäbe 
Torausgesetzt ,  ein  be- 
stimmtes Fachwerk.  Im 
anderen  Falle  d^egen 
würde  bei  dem  gegebenen 
Gelenksystem,  falls  das- 
selbe die  richtige  Struk- 
tur besitzt,  der  Grenzfall 
vorli^en. 

Das  Gelenksystem  Fig.  310s  hat  die  für  die  bestimmten  Fach- 
werke Torgeschriebene  Struktur. 

An  die  Stelle  des  Stabes  ÄS  ist  der  parallele  Stab  A^B^  gesetzt 
und  von  diesem  Stabe  als  Ausgang  ist  versucht,  das  rerlangte  zweite 
Oelenksystem  Fig.  310b  zu  zeichnen.  Durch  den  Schnitt  der  beiden 
Linien  A^^Di  ond  B^D^,  wo 

A^D,  II  AD    und    B^D^  \\  BD, 
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ist  der  Punkt  D,  bestimmt.  In  gleicher  Weise  folgt  der  Punkt  E^ 
und  darch  die  Verbindung  der  ^nkte  D,  und  E^^  die  zu  DE  parallele 
Seit«  AJ?,.  Jetzt  würde  noch  die  zu  CF  parallele  Gerade  C^F^  in 
Fig.  310b  einzuzeichnen  sein.  Dabei  stellt  es  sich  heraus,  daß  der 
Punkt  C,, beliebig  anf  der  Linie  -B,I>,  gewählt  werden  kann,  stets 
ergibt  sich  ein  Oelenksystem ,  welches  die  verlaogten  Eigenschaften 
besitzt.  Das  Gelenksyetem  Fig.  310a  befindet  sieh  daher  im  Gh-eozfall, 
was  tlbrigens  bei  der  „statischen  Untersuchung"  schon  nachgewiesen  ist. 

3.  Man  zeichne  nach  Wegnahme  eines  Stabes  AB  den  Plan  der 
normalen  Geschwindigkeiten.  Sind  A^  und  B^^  die  Endpunkte  der 
normalen  Geschwindigkeit  der  Knotenpunkte  Ä  und  B,  so  ist  da» 
Gelenksyetem  stabil  und  daher  ein  bestimmtes  Faebwerk,  wenn  der 
Geschwindigkeitsplan  nach  Annahme  der  normalen  Geschwindigkeitea 
zweier  Punkte  vollständig  bestimmt  ist,  und  wenn  die  Geraden  AB 
nnd  A^B^  nicht  parallel  sind.    Im  anderen  Falle  li^  der  Grenzfall  Tor. 

In  Fig.  811  ist  das  Faebwerk  Ton  sechs  Knotenpunkten  an- 
genommen, das  aus  einem  Sechseck  und  den  drei  Hauptdiagonalen 
besteht.     £a  ist  der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  nach  Weg- 


nahme des  Stabes  AB  und  Festhaltnng  des  Stabes  EF  konstmiert. 
Hierbei  kann  der  Endpunkt  Bi  der  normalen  Geschwindigkeit  dea 
Punktes  D  auf  der  Geraden  DE  beliebig  gewählt  werden.  Nach  ent- 
sprechender Wahl  Ton  D^  ist  der  Geschwindigkeitsplan  bestimmt,  wobei 
es  sich  ergeben  bat,  daß 

Ji-B,  n  AS. 

Es  liegt  somit  bei  dem  Gelenksystem  Fig.  311  der  Grenzfall  vor. 

Wird  nun  der  Punkt  Di  anf  DE  verschoben,  so  bewegen  sich 
die  Ecken  des  Viereckes  A^^B^CiD^  auf  g^ebenen  Geraden,  währeud 
die  drei  Seiten  JS,  Cj,  C,D,,  D^A,   des  Viereckes   sich   parallel   Ter^ 
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schieben.  Infolge  davon  muß  auch  die  Gerade  AiS^  eine  parallele 
Verschiebung  erleiden  and  der  Schnittpunkt  P  der  C^raden  Ä^JB^  and 
C^  Dl  wird  sich  auf  einer  ganz  bestimmten  Geraden  p  bewegen.  Diese 
Gerade  p  läßt  sich  finden  dnrch  spezielle  Annahmen  bezüglich  der  Lage 
der  Punkte  D^  und  C,.  Fällt  D^  mit  D  zusammen,  so  fällt  P  nach  M-^ 
wird  Cj  in  L  angenommen,  so  kommt  auch  P  nach  dem  Schnittpunkt 
der  Linien  BE  nnd  CF  zu  liegen,  fällt  d^egen  D^  nach  N,  so  fällt 
auch  P  nach  dem  Punkte  N.  Die  drei  Punkte  L,  M,  N  liegen  in 
einer  Geraden,  d.  h.  die  sechs  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  liegen 
auf  einem  Kegelschnitt,  wie  oben  schon  bewiesen  ist.*) 

Eine  weitere  kinematische  Methode  ist  von  tS.  Grfibler  gegeben.*) 
Bei  derselben  wird  das  Gelenksystem  als  eine  übei^eschlossene  kine- 
matische Kette  betrachtet,  und  es  werden  dann  die  Drehnngszentra 
der  einzelnen  Glieder  unter- 
sucht. Li^^n  nämlich  die 
Drehnngszentra  der  Relativ- 
bewegung  irgend  dreier  nicht 
in  einem  Knotenpunkte  zu- 
sammenkommenden Glieder 
auf  einer  Geraden,  so  ist  das 
Gelenksystem  beweglich,  es 
liegt  somit,  richtige  Stmktnr 
Toransgesetzt,  der  Grenzfall 
vor.  Liegen  dagegen  diese  drei 
Drehnngszentra  nicht  auf  einer 
Geraden,  so  ist  das  Gelenk- 
sjstem  ein  bestimmtes  Fachwerk.  So  ist  z.  B.  das  Gelenksjstem 
Fig.  312  ein  bestimmtes  Fachwerk,  da  die  drei  Drehnngszentra  Ä,  B,  G 
der  Glieder  I,  II,  III  nicht  auf  einer  Geraden  liegen. 

Weitere  Methoden  ffir  die  Untersuchung  eines  Gelenksystemes 
lassen  sich  nach  Feststellung  der  Struktur  ans  dem  Grenzkegeleclmitt 
herleiten,  doch  möchten  derartige  Methoden  der  Konstruktion  des 
Grenzkegelschnittes  wegen  kaum  einen  praktischen  Wert  besitzen. 

Welche  statische  oder  kinematische  Methode  bei  der  Untersuchung 
eines  gegebenen  Gelenksystem  es  bevorzi^  wird,  ist  an  und  für  sich 
gleichgültig,  da  alle  diese  Methoden  bei  richtiger  DurcMilhrung  das 
gleiche  Ergebnis  liefern  müssen.     Es  wird  diejenige  Methode  zu  wählen 


1)  Schweiz.  Bauz.  IX  (1SB7)  p.  1S3. 

2)  Riga.    Ind.  Zeitg.  14  (l^^^),  p.  2T9. 
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sein,  die  am  raschesten  und  fibersichtlictisteii  die  Fr^e  entscheidet 
Dieses  aber  hängt  ganz  von  dem  vorliegenden  speziellen  Fall  ab,  so 
dafi  sieh  dar&ber  keine  Regeln  geben  lassen. 


Neunzehntes  Kapitel. 
Die  gestntzten  ebenen  Facliwerke. 

§  99.    DeflnltdoneD.     IiRgerpunkte. 

In  den  bisherigen  Untersuchungen  ist  auf  die  Lagerungen  der 
Fnchwerke,  die  notwendig  sind,  sobald  das  Fachwerk  einem  praktischen 
Zwecke  dienen  soll,  gar  keine  Rücksicht  genommen.  Demgemäß  sind 
bisher  die  durch  die  Lagerungen  hervorgerufenen  La^erreaktionen 
-gleich  den  sonstigen  äußeren  Kräften  als  bekannt  vorausgesetzt,  und 
es  sind  als  P'achwerke  nur  solche  Gelenksjsteme  eingeführt,  die  aoch 
iiadi  Weglassang  cUler  Lagerungen  keine  gegenseitigen  Bew^^gen 
der  Knotenpunkte  gestatten.  Da  jedoch  bei  den  Ingeoieurhocbbanten 
auch  Gelenksysteme  zur  Verwendung  gelangen,  die  nach  Weglassang 
aller  Lagerungen  beweglich  sind,  die  aber  durch  die  .Art  der  Leerung 
zu  UD beweglichen  gemacht  worden  sind,  so  ist  die  Untersuchung  auch 
auf  solche  Systeme  zu  erstrecken. 

Im  Gegensatze  zu  den  bisher  behandelten  Fadiwerken,  die  als 
freie  Fachwerke  bezeichnet  werden,  seien  Gelenksysteme,  die  nach  Weg- 
lassung aller  Lagerungen  relative  Bewegungen  der  einzelnen  Enoteo- 
punkte  zulassen,  die  aber  durch  die  Art  der  Lagerungen  zu  unbeweglichen 
gemacht  worden  sind,  als  gemutete  Fackwerke  oder  Fachwerksträger 
bezeichnet').  Wie  bei  den  freien  Fa(Awerken  soll  femer  ancb  bei  den 
geatzten  das  Fachwerk  als  hestimmi  bezeichnet  werden,  sobald  die 
Spannungen  eindeutig  und  endlich  bestimmt  sind  durch  die  auf  di? 
Knotenpunkte  des  Fachwerkes  wirkenden  äußeren  Kräfte,  die  beliebig 
gegeben  sein  dürfen. 

Es  sollen  zunächst  die  Lc^i^er  der  Fachwerke  untersucht  werden. 

Um  irgend  ein  Gelenksystem  als  Trägerkonstmktion  verwendeD 
zu  können,  muß  dasselbe  gegenüber  der  festen  starren  Erde  in  geeigneter 
Weise  festgelegt  werden.  Dies  geschieht  gewöhnlich  durch  Lagtr. 
Es  sind  demgemäß  die  Li^er  zu  untersuchen 

1)  Siebe  C,  FCppl,  Theorie  des  Fachwerk»,  Leipzig,  1880.  p.  18.  Föprl 
nennt  derartige  Sriteme  auch  unvollständige  FKchweike,  später  getlültte  Fx^- 
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Da  die  Kräfte  nur  in  Knotenpunkten  angreifen  soUen,  so  sei  an- 
angenommen, daß  die  Lagerung  stets  in  Knotenpunkten  des  eu  lagernden 
Gdenks^stemes  erfolgt. 

Ea  werden  feste  and  bewegliche  Lager  unteiBchieden. 

Ein  festes  Auflager  im  Knotenpunkte  A  rerbindet  diesen  Punkt 
A  Tollkommen  fest  mit  der  Erde,  wahrend  das  bewegliche  Lager  noch 
die  Bew^ping  des  gelagerten  Knotenpanktes  in  einer  Kurve  {Gleit- 
bahn) gestattet.  Diese  beiden  Arten  von  Lagern  werden  scbematisch 
wie  in  Fig.  313  dai^estellt,  wo  A  ein  festes,  B  ein  bewegliches  Lager 
bedeutet. 

Ein  Punkt  A  kann  auch  gegenüber  der  Erde  featgel^  werden, 
indem   er  durch  StSbe  mit  der  Erde   in  Verbindung  gebracht  wird. 


Handelt  es  sich  um  ein  festes  L^r  A,  so  sind  hierzu  zwei  Stäbe 
fSt^gungsstähe)  erforderlich,  die  von  zwei  festen  Punkten  A^  und  A^ 
der  Erde  nach  dem  Punkt  A  gehen,  so  diesen  Punkt  A  festlegen  und 
das  feste  L^er  im  Punkte  A  ersetzen  (Fig.  314). 

Es  möge  nun  ein  bew^Iiches  Lager  B  betrachtet  werden.  In 
dem  Augenblicke,  in  welchem  gerade  Gleit^ewicht  vorhanden  ist, 
kann  die  Oleitbahn  C,  in  der  sich  der  Punkt  B  bewegen  kann, 
durch  eine  beliebige  Kurve  ersetzt  werden,  welche  die  Gleitbahn  in 
S  berdhrt,  somit  insbesondere  durch  einen  berfihrenden  Kreis.  Daraus 
folgt,  daß  an  die  Stelle  eines  beweglicheo  Lagers  B  ein  StUtzongsstab 
treten  darf,  der  den  Lagerpnnkt  B  mit  einem  festen  Punkte  B^  der 
Erde  verbindet,  und  der  in  die  Normale  der  Gleitbahn  C  im  Punkte  B 
faUen  maß  (Fig.  314). 

Aus  dem  Satze,  daß  zwei  starre  Systeme,  von  denen  im  vor- 
liegenden Falle  das  eine  die  Erde,  das  andere  das  Fachwerk  wäre, 
gegeneinander  durch  drei  nicht  durch  einen  Punkt  gehende  Stäbe 
festgelegt  werden  können,  folgt  för  die  &eien  Fachwerke  sofort  der 
Satz : 

Zur  Fesüegui^  eines  freien  Fachweries  gegeni3»er  der  Erde  sind 
drei  Stäbe  (Stützungsstäbe)  erforderlich,  die  niclit  durck  densähen  Punkt 
gehen  und  drei  Knotenpunfde  des  Paehwerhes  mit  drei  Punkten  der 
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JErde    verbinden.     Hierbei   können   atich    zuei   der   Stützungsstäbe  vm 
demselben  Knotenpui^äe  des  Fachwerkes  ausgehai. 

Eb  dürfen  aber  auch  nur  drei  derartige  Stfitzungsstäbe  vorbanden 
Bein,  wenn  es  Bicb  um  die  FeBtlegung  eines  freien  Fachwerkea  handelt 
und  keine  kinematische  tjherbestimmtheit  eintreten  boU.  Wird  die 
kinematische  Uberbeatimmtheit  ausgeschlossen,  so  ergeben  sich  (Hr 
die  Festlegung  eines  freien  Fachwerkes  folgende  Höglichkeitea: 

1.  Das  freie  Facbwerk  ist  fes^el^  durch  ein  festes  und  ein 
bewegliches  Lager,  wobei  die  Normale  der  Gleitbahn  des  beweg- 
licbeu  Lagers  nichti  durch  den  Lagerknotenpunkt  des  festen  Lagers 
gehen  darf. 

2.  Das  freie  Fachwerk  ist  festgelegt  durch  drei  bewegliche  Lager, 
wobei  die  drei  Normalen  der  Gleitbahnen  nicht  durch  denselben  Punkt 
gehen  dUrfeu. 

Li  beiden  Fällen  sind  die  Lagerreaktionen  durch  die  Bedingnngei) 
des  Gleichgewichtes  eindeutig  bestimmt  In  dem  ersten  Falle  wäre, 
um  die  Lt^^erreaktionen  zu  erhalten,  die  Resultante  R  der  gegebenen 
und  auf  die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  wirkenden  Kräfte  in  das 
Gleichgewicht  zu  setzen  mit  zwei  Kräflen,  tou  denen  die  eine  in  der 
Normalen  der  Gleitbahn  dcB  beweglichen  L^ers  liegt,  irährend  die 
zweite  durch  den  Lagerknotenpnnkt  des  festen  Lagers  geht.  In  dem 
Falle  Tou  drei  beweglichen  Lagern  mQßten  drei  Kräfte  gefunden 
werden,  die  in  den  drei  Normalen  der  Gleitbahnen  liegen  und  mit 
der  Kraft  R  im  Gleichgewicht  stehen,  oder  mit  anderen  Worten: 

2t«-  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  sind  drei  Kräfte  t»  den  drti 

Stiitzungsstaben  su  bestimmen,  die  mit  den  äußeren  auf  die  Knok»- 

punkte  des  Fachicerkes  wirkenden  Kräften  ein  Gleichgewiditssystem  bilden. 

Werden    die    Lager    taf^äcJdich    durch    die 

Siiiteungssläbe  ersetzt,  so  liefern  die  drei  » 

gefundenen    Kräfte   die   Spannungen   in  rf» 


Handelt  es  sich  di^egen  darum,  em 
bewe^ches  System  durch  die  Art  der  La- 
gerung festzulegen,  so  sind  jedenfalls  nelir 
als  ein  festes  nnd  eis  bewegliches  Lsigeft 
bzw.  mehr  als  drei  bewegliche  Lager,  mit  anderen  Worten,  mehr  als 
drei  Sttttzungsstöbe  erforderlich.  Daß  aber  ein  bewegliches  System 
durch  die  Art  der  Lagerung  festgelegt  und  so  zu  einem  unbew^ 
liehen  gemacht  werden  kann,  ei^bt  sich  schon  aus  Fig.  315,  to 
zwei    Stabe   AB   und   SO,   die  in  B  durch    ein   Gelenk   Terbosden 
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sind,  festgelegt  sind  durch  Änbringuiig  ron  zwei  festen  L^ern  in  A 
und  a 

Nachdem  die  Lager  in  der  ang^ebenen  Weise  durch  Stützungs- 
etäbe  ersetzt  sind,  die  von  den  Lagerknotenpunkten  nach  einzelnen 
Punkten  der  £rde,  den  Stützpunkten,  gehen,  besteht  der  Einfluß  der 
Erde  auf  das  Gelenksystem  nnr  darin,  daß  durch  dieselbe  die  Stütz- 
paukte  gegeneinander  festgelegt  sind.  Es  kann  daher  itlr  die  Zwecke 
der  Untersuchung  des  Oelenksystemes  an  die  St^e  der  Erde  irgend 
ein  anderes  starres  System  gesetzt  werden,  durch  welches  eine  gegen- 
seitige Bewegung  der  Stützpunkte  oomögUch  gemacht  wird.  Insbe- 
sondere darf  an  die  Stelle  der  Erde  ein  Fachwerk  treten,  welches  nur 
der  einen  Bedingung  zu  gen^en  hat,  daB  dasselbe  die  Stützpunkte,  von 
denen  die  Stützungsstsbe  ausgehen,  zu  Enotenpunkteo  hat.  Dieses 
an  die  Stelle  der  Erde  tretende  Fachwerk,  das  stets  als  hestimmt 
vorausgesetzt  sein  möge,  somit  bei  k  Knotenpunkten  (2k  —  3}  Stäbe 
hat,  sei  das  Erdfadiwerk  genannt.^)  Dasjenige  System,  welches  sich 
aus  -dem  gestützten  System  (Ausgangssystem),  den  an  die  Steile  der 
L^er  tretenden  Stützimgsstäben  und  dem  Erdfachwerk  zusammen- 
setzt, sei  als  das  erweiterte  System  bezeichnet.  Ist  das  erweiterte  System 
stabil,  also  ein  freies  Fachwerk,  so  sei  dasselbe  das  erweiterte  Fach- 
uerh  genannt. 

Durch  die  Einführung  des  Erdfachwerkes  und  des  erweiterten 
Systemes  ist  die  Untersuchong  des  gestützten  Syatemes  auf  diejenige 
des  erweiterten  Systemes  zurückgeführt,  insbesondere  die  Untersucbung 
des  gestützten  Fachwerkes  zurückgeführt  auf  die  eines  freien  Fach- 
werkes, nämlich  auf  diejenige  des  erweiterten  Fachwerkes. 

Es  ergeben  sich  sofort  folgende  Sätze*): 

Jedes  gesHitste  System  läßt  sich  als  Teil  eines  freien  Systemes,  des 
erweiterten  Systemes,  betrachten,  dessen  anderer  Teil  aus  einem  bestimmten 
freien  Fachwerke,  dem  Erdfachwerke,  und  den  an  die  Stelle  der  Lage- 


1)  DaB  man,  wie  dieBee  im  folgenden  geschieht,  die  Erde  durch  ein  Fa«h- 
weik  eraetzan  kann,  ist  länget  bekannt.  Vgl,  A.  Füppl,  Graph.  Statik,  Leipzig 
1900,  p.  2ib  D.  873.  Ton  MQlLer-Bieelau  iet  bemerkt,  daß  man  sich  nach 
Eraetznng  der  Erde  durch  ein  Fachwerk  gestützte  Systeme  herstellen  kann  mit 
Hilfe  der  TOn  Henneberg  für  freie  Systeme  gefundenen  StniktnrgeBCtie ,  Zen- 
tralblatt d.  Banverw.  11  (1891)  p.  440,  Vgl.  fetner  Handbuch  der  Ingenienr- 
wiseenschaften  B,  8.  Aufl.  Leipzig  1901,  Kap.  8  (Theorie  der  eisernen  Brflcken 
von  F.  Steiner),  p.  202—204,  sowie  G.  Lang,  Rig.  Ind.  Zeitnng  lü  (1B89)  p.  86. 
li.  Lang  hat  hier  in  speziellen  Fällen  die  Stabilitätsnntersochnng  durchgeführt. 

2)  Siehe  d.  Abhandlung  des  Verfasser«,  Zeitscbr.  f.  Arch.-  und  Ingeoieui- 
weaeu  49  (nene  Folge  8)  1903,  p.  167.  Hier  finden  sieb  diese  S&tae  ansge- 
sprochen. 
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nmgen  des  gestiiteten  Systemes  trdenden  Stüteungastäben  besteht.  Jsi 
hferhei  das  gestütete  System  stabil,  also  ein  gestiitgtes  Faehtcerk,  so  ist 
das  enceHerte  System  auch  sUünl,  somit  ein  freies  enceitertes  Faehtceri. 

Ist  ein  freies  Farhuerk  g^eben,  von  dem  ein  Teil  als  ein  freies 
Fachicerk  für  sich  brachtet  werden  kann,  so  kann  der  andere  Teil  täs 
ein  gestiitetes  Faehwerk  nebsi  den  Stütsungsstäben  anges^n  ttierdea. 

Ist  das  durch  die  Stüteungsstäbe  mit  dem  Erdfaehicerk  verbundene 
gestutzte  Fackwerk  stcUisch  bestimmt,  also  ein  bestimmtes  gestütetes  FaA- 
urerh,  so  ist  das  erweiterte  Fachwerk  aw^  statisch  bestimmt,  somit  ein 
freies  bestimmtes  Faehtcerk. 

Ist  das  erweiterte  Fachwerk  ein  bestimmtes  Fachwerk,  so  ist  das 
gestutzte  Faehtcerk  statisch  bestimmt,  somit  ein  betiimmtes  gestätdes 
Fachwerk. 

DuTcli  diese  Sätze  ist  die  TTiit«rBDcliung  der  Stmktnr,  sowie  die 
Stabilitatsuntersncliuiig  des  gestützten  Systemes  auf  die  eines  iräea 
Systemes,  nämlich  des  erweiterten  Systemes,  znrUckgeföbrt  and  daber 
als  erledigt  anznselieD. 

Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  folgt  sofort  die  Ton  O.  Mohr 
gegebene  Qleichang  für  die  Anzahl  der  Stabe  einra  bestimmten  ge- 
stützten Fachwerkes. 

Es  möge  ein  bestimmtes  gestütztes  Fachwerk  K,  einschlieBlich 
der  L&gerknotenpimkte,  k  Knotenpunkte  haben,  und  in  p  featm  und 
q  beweglichen  Lagern  gelagert  sein.  Die  Zahl  der  Stäbe  des  ge- 
stützten Fachwerkea  sei  mit  s  bezeichnet. 

Zum  Ersätze  der  p  festen  und  q  beweglichen  Lager  sind 
f  =  2 j.  +  j 
Stfltznngsetäbe  erforderlich.    Das  Erdiachwerk  K',  mit  welchem  das 
gestutzte   Fachwerk  K  durch   diese  r  Stabe   Terbunden   ist^   m^e  * 
Knoteupuiikte  und  somit  (3n  —  3)  Stäbe  besitzen.    Dann  hat  das  er- 
weiterte Fachwerk 

J?=A-|-n 
Knotenpunkte  und 

jM  =  s  +  r  +  2n  —  3 

Stäbe.  Da  aber  das  erweiterte  Fachwerk  ein  bestimmtes  freies  Faeh- 
werk ist,  so  folgt  die  Gleichung: 

JIf=2.V-3, 

aus  welcher  sich  bei  Einsetzung  der  Wnie  von  M  und  N  e^bt: 

s-\-r  =  2k 
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Damit  ein  gestüteles  Fachwerk  von  k  Knote^iunkien  und  s  Stäben 
statisch  bestimmt,  also  ^n  iesHmmtes  gestütetea  Fachmerk  sein  kann, 
müssen  (2k  —  s)  Stüteungsstabe  vorhanden  sein.  Ist  die  Zahl  der 
SüUeungsstäbe  größer  als  {2k  —  s),  so  ist  das  gestiäete  Fachtcerk  Statist 
unbeäimmi  und  hinematiseh  überbestimmt 

§  100.    Die  SpunnongsbaaMminnTig  Im  bestimmten  gestfltaten 
Faehwerke. 

Wie  sich   die  Untersuchung   des  gestützten   Systemes  in  bezog 
anf  Struktur  und  Stabilität  zurttckßlhreii  lä&t  auf  die  entsprechende 
Untersuchung  für  das  erweiterte  System,  so  ist  dieses  auch  mit  der 
Spannaogsbestimmung 
der  FaU.») 

Aus  einem  bestimm- 
ten gestützten  Fach- 
werke  iT  (Pig.316)  möge 
nach  Ersetzung  der 
festen  und  beweglichen 
Lagert,  £;  G... durch 
Stützui^;Bst&be  und  nach 
Bestimmung  des  be- 
stimmten Erd&chwer- 
kes  K'  das  bestimmte 
erweiterte      Faehwerk, 

welches     symbolisch 
durch   (K-i-K')  bezeichnet  werde,  hergeleitet  sein.     Auf  die  Knoten- 
punkte des  gestutzten  Fachwerkes  K  sollen  irgend  welche  gegebenen 
Kräfte  Pf  wirken,    die  fQr  sich   nicht   im    Oleichgewicht    zu    stehen 

1)  Die  Beziehung  iwiBchen  der  Anzahl  dei  Enotenpankte,  der  Stäbe  und 
der  testen  und  beweglichen  Lager  ist  gleichzeitig  hergeleitet  worden  Ton 
O.  Mohi  und  M.  Levj.  Siebe  0.  Hohr,  Zeitachx.  d.  Aich.-  n.  Ing.-Ver.  zu. 
HannOTec  20  (1874)  p.  I>09,  sowie  H.  Leij,  La  statiqne  gnphique,  Paris  1871, 
p.  60,  93—96. 

2)  Die  folgenden  allgemeinen  Stltze  tind  Methoden  für  die  Spannang^be- 
■timinuDg  in  dem  geetfützten  Pachwerke  Bind  von  dem  Verfasser  gegeben  worden. 
Siehe  Zeitschr.  f  Arch.  u.  Ingenieurwesen  19  (neae  Folge  3)  1903,  p.  167.  In 
den  Büchern  fOr  Bankonatniktionalehre  wird  tüi  die  Spannangsbeetimmuag  in 
jedem  einzelnen  gestützten  Fachweike  eine  besondere  Uethode  hergeleitet.  Siehe 
z.  B.  das  Ausftlhrliohe  Werk  von  Cl.  Mehrtens,  Vorlesungen  über  Statik  der 
Baakonstniktionslebre  und  Festigkeitslehre.  ^~>  i 
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brauchen,  da  das  Gleichgewicht  durch  die  nnbekanaten  Lagerreaktionen 
hergestellt  irird. 

In  beliebigen  Elnotenpunkten  des  Erdfachwerkee  K'  seien  Kräfte 
Qf  augenommenf  die  mit  den  auf  die  Knotenpunkte  des  gestfitzten 
Fachverkes  K  wirkenden  und  gegebenen  i^ften  P^  im  Qleichgewicfat 
stehen,  im  (Ihrigen  aber  roUkommen  beliebig  gewählt  sein  dOrfen. 
Diese  Kräfte  Q^  treten  gewissermaßen  an  die  Stelle  der  unbekannten 
Z/agerreaktionen. 

Da  das  erweiterte  Fachwerk  (£^+  K"^  ein  bestimmtes  Fachwerk 
ist  und  auf  dasselbe  nach  EinfQhnmg  der  Kraft«  Q^  ein  ßleichgewichts- 
system  von  Kräften  wirkt,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  hergeleiteten 
Methoden  die  Spannungen  in  rämtlichen  Stäben  des  erweiterten  Fach- 
werkes finden,  die  sich  info^e  der  Kräfte  'P^  und  Qj  ei^ben,  und 
zwar  bekommt  die  Spannung  in  jedem  einzelnen  Stabe  einen  ganz 
bestimmten  Wert, 

Es  sei  in  dem  erweiterten  Fachwerk  zweimal  die  Spannungs- 
bestimmnng  durchgeführt  fQr  dasselbe  gegebene  Kräftesystem  V^, 
jedoch  fQr  zwei  rerscbiedene  Systeme  der  Kräfte  Q^.  Demgemäß  seien 
die  Spannungen  in  den  Stäben  des  erweiterten  Fachwerkes  bestimmt: 

1  wenn  auf  die  Knotenpunkte  des  gestützten  Fachwerkes  die 
gegebenen  Kräfte  P^  wirken  und  auf  die  Knotenpunkte  des  Erdfach- 
werkee ein  System  von  Kräften  Q^,  das  mit  den  Kräften  P^  ein 
Gleichgewicbtseystem  bildet.  Hierbei  möge  sieb  in  einem  Stabe  a 
des  gestützten  Fachwerkes  bzw.  in  einem  StUtzungsstabe  eine  Spannung 
S'  ergeben  haben; 

2.  wenn  auf  die  Knotenpunkte  des  gestützten  Fachwerkes  wieder 
die  gegebenen  Kräfte  'P^  wirken,  auf  die  Knotenpunkte  des  Erdfach- 
werkes dagegen  ein  anderes  System  von  Kräften  Q",  das  ebenfalls  mit 
den  Kräften  P,  ein  Gleicbgewichtssystem  bildet.  Hierbei  möge  sich  in 
dem  Stabe  a  eine  Spannung  S"  ergeben  haben. 

Läßt  man  nun  auf  das  erweiterte  Faobwerk  die  Differenz  der 
beiden  Kräftesysteme  P^Öj'  ^^^  ^iQt'  wirken,  so  wird  die  Spannung 
in  ii^end  einem  Stabe  gleich  der  Differenz  der  beiden  fQr  diesen  Stab 
erhaltenen  Spannungen  sein.  Insb^ondere  bekommt  die  Spannung  in 
dem  Stabe  a  den  Wert: 

8=^8'-  S". 

Wenn  aber  die  Differenz  aus  den  Kräften  der  beiden  Kräfte- 
Systeme  gebildet  wird,  so  fallen  die  Kräfte  Pj,  die  in  beiden  Kräfte- 
systemen vorkommen,  heraus,  und  es  ergibt  sich  ein  Gleichgamchtssystem 
der  Kräfte  Ql  und  (—  §/'),  das  nur  auf  die  KnotenpunUe  des  Erd- 
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faditcerks  toirH.  Da  aber  das  Erdfachwerk  für  sich  als  ein  bestimmtes 
freies  Fachwerk  betrachtet  werden  kann,  so  lassen  sich  nach  W^- 
uahme  der  Statzongsstäbe  die  Spannungen  in  dem  Erdfachwerk  ^n- 
datüg  finden,  die  sich  infolge  des  Oleichgewichtfisystemea  der  Kräfte 
^j'  nnd  (—  Qf")  ei^eben.  Werden  nun  die  Stützungsstäbe  wieder  be- 
rflcksichtigt  und  das  erweiterte  Fachwerk  betrachtet,  so  ist  in  dem- 
selben fQr  die  Spatmuugen  eine  mögliche  Lösung  vorhanden,  bei 
welcher  in  sämtlichen  Stützungsstäbes  und  in  sämtlichen  Stäben  des 
^estfitzten  Faehwerkes  die  Spannung  Null  auftritt,  während  in  den 
Stäben  des  Erdfachwerkes  diejenigen  Spannungen  vorhanden  sind,  die 
sich  in  demselben  nach  Wegnahme  aller  Stützungsstäbe  infolge  der 
Klüfte  Qf'  and  (—  Q,")  ergeben  haben.  Da  aber  das  erweiterte  Fach- 
werk selbst  wieder  ein  statisch  bestimmtes  ist,  so  kann  es  anch  fUr 
die  Spannungen  in  demselben  keine  andere  Lösung  geben  als  diese. 
Es  folgt  daher 

oder 

S'-S" 

Es  et^bt  sich  Bomit  der  Satz: 

Die  Spannungen  in  de»  Stäben  des  gestützten  Faehwerkea  und 
in  den  Stüteungsstäben  sind  vollkommen  unabhängig  von  der  speei^en 
Wahl  der  Kräfte  Q^.  Von  den  Kröten  Q^  hängen  nur  die  Span- 
nungen in  den  Sti&en   des  Erdfachwerhes  ab. 

Da  das  Erdfachwerk  nur  ein  Hilfsmittel  bildet  für  die  Unter- 
suchung des  gestützten  Fachwerkes,  so  kommen  die  Spannungen  in 
ilen  Stäben  des  Erdfachwerkes  nicht  weiter  in  Betracht.  Es  ist  daher 
für  die  gestellte  Aufgabe  der  Spanuungsbestimmnng  In  den  Stäben 
des  geststzten  Faehwerkes  vollkonunen  gleichgültig,  wie  die  Kräfte 
Qf  gewählt  werden.  Die  Spannungen,  die  sich  in  den  Stäben 
des  gestützten  Faehwerkes,  sowie  in  den  StOtzungsstäben  ergeben 
haben,  sind  unter  allen  Umständen  die  richtigen,  wie  auch  die 
Kräfte  Qf  angenommen  sind,  sobald  dieselben  nur  mit  den  Kräften 
P,  ein  Gleichgewichtsejstem  bilden.  Sodann  sind  die  gesachten 
LagerTedkUonen  durch  die  erhaltenen  Spannungen  in  den  Stiitgungs- 
siäben  besHtnmt. 

Durch  die  Zurikkführung  der  Spanmmgsbestimmung  im  gestützten 
FachwerJce  auf  diejenige  des  enceiierten  Fackzcerkes  ist  eine  allgemeine 
Methode  gewonnen,  sowohl  für  die  Bestimmung  der  Spannungen  im  be- 
stimmten gestutzten  Fachw&le,  irie  für  die  Bestimmung  der  Lager- 
reaktionen. 

HlBBBbarg,  GmpliUoli«  Sutlk.  [^*'l  z=(l  sy  COOQIC 
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■  §  101.    Die  AnOTdnnng  dea  ErdfaohwerkeB. 

Bei  der  Bestimmung  der  Spatmuigen  in  den  Stäben  des  ge- 
stützten Fachwerkes  anf  Gmnd  der  liei^eleiteten  Methoden  sind  in 
doppelter  Hinsidit  WillkOrliclikeiten  gestattet') 

Zunächst  können  für  dieselbe  Trägerkonstraktion  verachiedene 
Erdfacbwerke  zur  Yenrendniig  gelangen;  dann  ist  es  immer  noch 
möglieb,  die  in  den  Knotenpunkten  des  Erdfacbwerkes  angreifenden 
Kräfte  Q^  in  mannigfaltiger  Weise  zu  wäblen,  In  beiden  Ricbtongen 
wird  man  bei  der  speziellen  Wahl,  die  man  für  die  gegebene  Tröger- 
konstruktion  trifft,  sich  wesentlich  Ton  dem  äedanken  leiten  lassm, 
solche  Annahmen  zu  machen,  durch  welche  alsdann  die  Bestimmimg 
der  Spannungen  in  dem  erweiterten  Facbwerke  zu  einer  m^licbst 
einfachen  wird.  Was  die  Krilfte  Q^  betrifft,  so  möchte  es  in  der 
Regel  zweckmäßig  sein,  nur  in  zwei  Knotenpunkten  des  Erdfacb- 
werkes Kräfte  Qi  nnd  Q^  angreifen  zu  lassen,  die  sich  dann  auf  der 
Resultante  B  der  Kräfte  Pf  schneiden  und  mit  derselben  im  Öleich- 
gewicht  stehen. 

Größere  Uherlegni^en  erfordert  in  jedem  einzelnen  Falle  die 
Wahl  des  Erd&chwerkes.  Man  wird  hierbei  jeden&Us  bemOht  sein, 
das  Erdfachwerk  zu  einem  möglichst  ein&chen  zu  machen,  also  ia 
erster  Linie  zu  erreichen,  daß  dasselbe  nur  wenige  Knotenpunkte  und 
Stäbe  hat. 

Sind  zur  Festlegung  des  gestQtzten  Systemes  bei  der  Ersebung 
der  Lager  r  StUtzungsstäbe  nötig,  so  kann  es  stets  erreicht  werden, 
daß  das  Erdfachwerk  auch  nur  r  Knotenpunkte  hat,  Ton  denen  dann 
die  r  Stützungsstäbe  ausgehen.  Unter  Umständen  laßt  sich  die  Zahl 
der  Knotenpunkte  des  Erdfachwerkes  noch  weiter  verringern. 

Hat  das  gestützte  Fachwerk  ein  bewegliches  Lager  £,  so  ist 
durch  die  Normale  g  der  Gleitbahn  ein  Stütznngsstab  gelben,  der 
an  die  Stelle  des  beweglichen  Lagers  tritt.  Auf  dieser  Genulen  g 
darf  der  Knotenpunkt  des  Erdfachwerkes,  von  dem  der  StfitzungBstab 
nach  B  geht,  beliebig  gewählt  werden.  Wenn  nun  zwei  bewef^che 
Lager  B  und  C  vorhanden  sind,  für  welche  die  Normalen  g  und  l 
der  Gleitbahnen  sich  in  einem  Punkte  D  schneiden,  so  kann  dieser 
Punkt  D  als  Knotenpunkt  des  Erdfachwerkes  eingeführt  werden  und 
dann  als  Stützpunkt  filr  die  beiden  nach  B  und  C  gehenden  StatzongE- 


1)  Die  folgenden  Regeln  fflr  die  Hentellnng  dea  Erdüchwerkw  aüid  voa 
dem  Terfsuei  gegeben  worden.    Siebe  die  schon  uigefOhrte  Abhandloi^. 
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gtäbe  zur  Yerweiidniig  kommeii.    Hierdarch  würde  sich  die  Zahl  der 
Knotenpunkte  des  Erdfachwerkes  nm  einen  Terringeni. 

Ist  dagegen  ein  festes  Lager  A  vorhanden,  das  also  zwei  StQtzongs- 
stäbe  erfordert,  so  sind  die  Richtungen  dieser  Stfltznngsstäbe  nnd 
auf  denselben  wieder  die  beiden  Knotenpunkte  D  und  E  des  Erd- 
fachwerkes,  von  denen  diese  Stützungsaläbe  ausgehen  sollen,  toU- 
ständig  beliebig,  bzw.  nur  durch 
die  Bedingung  beschränkt,  daß 
die  Punkte  Ä,  D,  E  nicht  auf 
einer  Geraden  liegen  dQrfen.  Es 
wird  demgemäfi  m5^ch  sein, 
diese  Ponkte  D  und  E  in  solchen 
Knotenpunkten  des  Erdfachwerkes 
anzunehmen,  von  denen  schon 
andere  StfiteongsstÄbe  ausgehen, 
woraus  sich  abermala  eine  Ver- 
ringerung der  Zahl  der  Knotenpunkte  des  Erdfschwerkes  ergibt.  Es 
kann  übrigens  bei  einem  festen  Lager  A  auch  in  der  Weise  Terfahren 
werden,  daß  man  den  Punkt  A  selbst  als  Knotenpunkt  des  Erdfach- 
werkes einfahrt  (Fig.  317),  so  daß  die  beiden  sonst  zur  Festlegung  von 
A  erforderlichen  Stützungsstäbe  in  Wegfall  kommen. 

Ist  bezQglich  der  Knotenpunkte  des  Erdiachwerkes  eine  Wahl 
gdtroGFen,  so  wird  man  im  flbrigen  ffir  dasselbe  ein  einfaches  Drei- 
eckssjstem  zugrunde  legem. 

Es  m9ge  z.  B.  ein  gestfltetns  Fachwerk  gegeben  sein,  welches 
ein  festes  Lager  A  und  zwei  bewegliche,  B  nnd  C  besitzt,  wobei  die 
Normalen  g  nnd  l  der  Gleitbahnen  der  bew^licheu  Lager  sich  in 
einem  Punkte  D  schneiden.  Die  beiden  Punkte  A  und  D  können 
dann  als  Knotenpunkte  des  Erdfachwerkes  zur  Verwendung  gelangen, 
so  daß  das  Dreieck  ADE  |„ 

als  Erdfachwerk  zugrunde 
gelegt  werden  darf  (Fig. 
317). 

Da  die  beiden  Stäbe 
AE  und  DE  lediglich  zur 
Festlegung  des  Punktes  E 
dienen,  der  nicht  weiter 
in  Betracht  kommt,  so 
können  dieselben  auch  weg- 
genommen    werden,    wo- 
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dorcli  sich  eine  weitere  YereiDfachung  ergibt.  Eb  ist  um  so  mehr 
gestattet,  diesen  einüben  Knotenpunkt  E  wegznnebmeu,  als  die 
beiden  Stäbe  ÄE  ond  DE  spannungsloB  sind,  wenn  es  so  einge- 
richtet wird,  dafi  die  beiden  Kräfte  Q^  und  Q^,  die  auf  die  Knoten- 
punkte des  Erdfachwerkes  wirken,  in  A  und  D  angreifen.  Hierdurch 
ist  daa  Erdfacbwerk  auf  einen  einzigen  Stab  AD  zorOckgefahrt 
(Fig.  318). 

Allgemein  kann  der  Satz  ausgesprochen  werden: 

Ist  es  mogUch  sämäiche  Stüteutigsstäbe  von  den  nämlidieH  beiden 
Pi^aen  aus  eu  führen,  ao  kann  stets  ein  einxiger  diese  beiden  Ptmkle 
verbindender  Stab  als  Erdfachwerk  mir  Verv?endung  gdangen. 

Auch  in  anderer  Richtung  können  vielfach  durch  entsprechende 
Wahl  der  Stiltzungsstähe  VorfceUe  erzielt  werden. 

Es  sei  eine  Trägerkonstruktion  mit  einem  festen  Lager  A  nnd 
zwei  beweglichen  Lagern  B  und  C  gegeben,  wobei  jedoch  die  Nor- 
malen g  uud  l  der  Gleitbahnen  parallel  sein  sollen.    Daa  einfadiste 


Erdfachwerk  wQrde  ein  Dreieck  ADE  sein  (Fig.  319),  bei  welchem 
die  Punkte  D  und  E  auf  g  und  l  beliebig  angenommen  werden  dürfen. 

Es  sei  nun  der  Punkt  D  so  auf  g  gewählt,  daß  die  Linie  AD 
durch  0  geht  (Fig.  320). 

Dadurch  ist  eiTeicht,  daß  der  Schnitt  S .  . .  S  vier  Stäbe  triA. 
TOn  denen  drei  durch  denselben  Punkt  0  gehen.  Somit  läßt  sich 
durch  Anwendung  der  Schnittmetbode,  indem  der  Drehpunkt  nach  0 
gelegt  wird,  sofort  die  Spannung  in  dem  Stabe  AE  ermitteln.  Aus 
derselben  ergeben  sich  in  leichter  Weise  die  Spannungen  in  sämt- 
lichen Stäben  des  Fachwerkes  und  insbesondere  dutcb  die  Spannongen 
in  den  Stäben  CE,  BD,  AD,  AE  die  durch  die  Lager  bedrogten 
Lagerreaktionen.     Durch   die  besondere  Wahl  des  Erdfachwerkes   ist 
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es  möglich  geworden,  bei  der  SpannnDgsbestimmiiiig  mit  den  gewöhn- 
lichen Methoden  aaazukommen  and  nicht  anf  allgemeinere  Methoden 
ai^evieseD  zu  sein,  was  jedenfaÜB  Ton  Torteil  sein  dürfte. 

%  10^.    FortsetBimg  der  allgemeinen  Theorie  und  Beispiele  von 
gestütsten  Faohwerken. 

Durch  die  Einführung  des  erweiterten  Fachwerkes  sind  für  die 
Untereuchong  des  gestfitzten  Fachwerkes  und  deeeen  Spannungsbe- 
stimmoi^;  in  doppelter  Weise  Vorteile  erreicht 

Während  man,  wenn  das  Erdfachwerk  und  das  erwetterte  Faoh- 
werk  nicht  eingeführt  wird,  in  jedem  einzelnen  Falle  eines  gestützten 
Fachwerkes  die  Lagerreaktäonen  bzw.  die  weiteren  Bedingungen  fßr 
dieselben  durch  beaoadere  Überl^nngeu  finden  muB,  die  eich  in  jedem 
einzelnen  Falle  aas  der  speziellen  Struktur  des  gestützten  Systemes 
ergeben  mfissen,  hat  man  in  der  Einführung  des  Erdfachwerkes  eine 
allgemeine,  nie  vers^ende  Methode  f^  die  Bestimmung  der  unbe- 
kannten Lagerreaktionen  und  der  Spannungen.  Durch  die  Willküi-lich- 
keiten,  die  bezüglich  der  Wahl  des  Erdfachwerkea  und  der  Stütz- 
punkte vorhanden  sind,  lassen  sich  weitere  Yerein&chungen  herleiten. 

Andere  Vorteile  ergeben  sich  durch  die  Einführung  des  Erdfach- 
werkes für  die  Stabilitätsuntersuchung  und  die  Herstellung  von  neuen 
gestOtzten  Systemen.  Sind  die  Lager  durch  StützungsslÄbe  ersetzt, 
die  nach  den  Ejiotenpunkt«n  des  Erdfachwerkes  gehen,  und  ist  so  das 
^ie  erweiterte  System  hergestellt,  so  kann  man  das  gestützte  System 
besser  als  bei  Beibehaltiing  der  Lager  übereehen  und  so  leichter  ent- 
scheiden, ob  das  erweiterte  System  und  damit  auch  das  gestützte 
System  die  iQr  die  bestimmten  Fachwerke  erforderliche  Stmktor  be- 
sitzt uod  ob  nicht  der  Grenzfall  vorliegt.  Die  diesbezügliche  weitere 
Untersuchung  ifit  natürlich  genau  dieselbe,  wie  bei  den  fireien  Systemen 
und  somit  als  erledigt  anzusehen. 

um  gestützte  Fachwerke  zu  erhalten,  kann  man  in  der  Weise 
ver&hren*),  daß  man  von  einem  zu  stützenden  System  ausgeht,  wobei 

1)  Dieie  folgenden  Uethoden  für  die  Heratellnng  und  ümwaDdlnng  einet 
gestützten  SyatemaB  aiud  von  W.  Sehlink  gegeben  worden.  Siehe  Zeitschr,  f. 
Arch.  -a.  IngenienrweBeD  49  (neue  Folge  8)  1908,  p.  10.  Wie  W.  Schlink  aus- 
gefölirt  hat,  ist  es  KweckmUig  bei  der  Herstellung  der  geBtStEten  Sjateme  stete 
das  Erdfacbwerk  zu  verwenden,  da  sich  auf  diese  Weise  eine  grOfiere  Sicherhut 
bezQglich  der  richtigen  HerBtellnng  dieser  Sjsteme  ergibt.  In  der  erwUmten 
Arbeit  von  W.  Sohlink,  sowie  in  der  weiteren  Arbeit  Zeitschr.  f.  Aich.  und 
Ingenieorwesen  49  (neue  Folge  8)  ISOS,  p.  B9T  sind  eine  große  Zahl  von  ge- 
stfitzten Fachwerken  mit  Hilfe  des  Eidfachwerkes  in  sjatevatiBcber  Weise 
Unterpacht. 
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natürlich  innerhalb  iee  zu  stützenden  SjBtemes  keine  fiberzähligea 
Stäbe  Torkonunen  dürfen,  da  es  sich  ja  nm  die  Herstellung  eines 
bestimmten  gestützten  Fachwerkes  handelt.  Dann  ist  aus  der  Anzahl 
der  Knotenpunkte  und  der  Stäbe  die  Zahl  r  der  Stütznngsstäbe  ra 
berechnen.  Ist  das  Erdfachwerk  gewählt  nnd  durch  die  r  Stützungs- 
slÄbe  mit  dem  zu  stützenden  System  verbunden,  so  würde  durch 
Stabilitätsunterauchung  festzustellen  sein,  ob  die  r  Stützungsstäbe 
in  der  richtigen  Weise  angeordnet  sind  und  ob  nicht  der  Grenzfall 
Torli^. 

Aus  einem  so  erhaltenen  bestimmten  gestützten  Fachwerke  können 
dann  durch  Stabrertaueohung  neue  bestimmte  gestützte  Fachwerke 
hergeleitet  werden.  Solche  Stabvertauschungeu  lassen  sich  in  ver- 
schiedener Weise  vornehmen: 

1.  Es  kann  an  die  Stelle  eines  Stabes  des  gestützten  Fachwerkes 
ein  neuer  Stab  im  gestützten  Fachwerke  eingezogen  werden. 

2.  Ea  darf  an  die  Stelle  eines  Stabes  des  gestützten  Fachwerkes 
ein  weiterer  Stütznngestab  treten  oder  umgekehrt  an  die  Stelle  eines 
Stützungsstabes  ein  weiterer  Stab  im  gestützten  System. 

3.  Es  darf  ein  Stfltzungsstab  durch  einen  anderen  StÜtzungsstab 
ersetzt  werden. 

Bei  jeder  solchen  vorgenommenen  Stabvertauschung  ist  natürlich 
zu  prüfen,  ob  durch  dieselbe  nicht  die  Stabilität  gestSrt  wird,  ob 
also  die  Struktur  die  richtige  bleibt  und  nicht  etwa  der  Grenzfall 
eintritt 

Andererseits  lassen  sich  gestutzte  Systeme  auch  finden,  indem 
von  einem  Ireien  Systeme  ausgegangen  und  nach  EinfQhruDg  des 
Erdfachwerkes  Stahvertauschungen  vorgenommen  werden. 

Insbesondere  ergibt  sich  stets  aus  einem  freien  bestimmten  Pach- 
werke  ein  bestimmtes  gestütztes  Fachwerk,  wenn  ein  Stab  des  freien 
Fachwerkes  als  Erdfachwerk  betrachtet  wird.  Mit  anderen  Worten 
heißt  dieses:  ein  Stab  des  freien  Fachwerkes  wird  weggelassen  nach 
Anbringung  von  festen  Lagern  in  den  Endpunkten  desselben.  Ist 
allgemein  ein  freies  bestimmtes  Facbwerk  gegeben,  von  dem  ein  Teil 
ein  starres  System  fBr  sich  bildet,  so  kann  an  die  St«lle  desselben 
das  Erdfachwerk  gesetzt  werden,  wodurch  der  andere  Teil  ein  be- 
stimmtes gestütztes  Faohwerk  wird. 

Yor  der  Untersuchung  von  speziellen  gestützten  Fachwerken  soll 
durch  Einführung  des  Erdfachwerkes  bei  den  freien  Fachwerken  gezeigt 
werden,  daß    die    hergeleiteten   sich   auf  die   Kräfte    Q,  beziehenden 
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Sätze   iii   derselben  Weise   für   dasjenige   Erd&chwerk   gelten,   durch 
welches  ein  ireies  Fachwerk  festgel^  ist. 

Fig.  321a  stellt  ein  freies  Fachwerk  dar,  welches  in  A  durch 
«in  festes  Lager  und  in  B  durch  ein  bewegliches  festgelegt  ist.  Die 
Normale  der  Gleitbahn  des  beweglichen  Liters  B  möge  in   die  Oe- 


Flg.  Min.  Flg.  Illb. 

r&de  g  fallen.  Die  Resultante  R  sämtlicher  äußeren  auf  das  Fach- 
werk wirkenden  Kräfte  soll  in  der  Geraden  l  liegen  und  die  in 
Fig.  321b  angegebene  Grdße 

B-Öl 
besitzen. 

Ist  0  der  Schnittpunkt  der  Geraden  g  und  l,  so  werden  die 
lifl^erreaktionen  Ii^  in  A  und  .ß,  in  .S  in  den  beiden  Geraden  AO 
und  BO  liegen.  Dnrch  das  gezeichnete  Kiäflepolygon  ei^bt  sich 
dann 

Bi=i¥,   Ü,-2Ö. 

Es  sei  nun  statt  der  L^er  in  A  und  B  das  Erd&chwerk  ein- 
gefUhrt.  Die  einfachste  Annahme  fSr  dasselbe  wird  sich  ergeben, 
wenn  der  Lagerkuotenpunkt  A  als  Knotenpunkt  des  Erdfachwerkes 
angenommen  wird,  so  daö  dasselbe  nur  aus  dem  Stab  AB^  besteht, 
dessen  Endpunkt  B^  auf  g  hegt  und  dann  mit  dem  Punkte  B  durch 
«inen  in  g  fallenden  Stützungsstab  zu  verbinden  wäre. 

Dem  hergeleiteten  Satze  entsprechend  dürfen  die  beiden  auf  die 
Knotenpunkte  A  und  B^  des  Erdfachwerkes  wirkenden  Kräfte  Q^  und 
^,  der  Gleichgewichtsbedingung  gemäß  beliebig  gewählt  werden.    Da 
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Eiich  die  WirkungBÜnien  tod  Q^  und  Q^  auf  l  Bchneiden  mBBaen,  so 
Bei  deren  Schnittpunkt  S  auf  I  gewählt,  so  daß  Q,  und  Q^  in  den 
Geraden  AS  und  B^^S  liegen.  Durch  das  Kräftepolygon  ergibt  sieh 
dann 

Da  aber 

22' MS, 
(fliehe  §  26),  so  kann  die  Kraft  Q,  im  Eräftepolygon  zerlegt  werden 
in  die  in  A  auf  das  gegebene  Facbwerk  wirkende  Kraft  £,  und  in 
eine  Kraft  Ton  der  Größe  nnd  Richtung  22',  welche  in  dem  Stabe 
AB^,  somit  im  Erdiachwerk,  liegt  und  den  anf  B^  wirkenden  Gelenk- 
druck liefert.  Ebenso  zerlegt  sieb  die  Kraft  ^,  m  die  anf  das 
gegebene  Facbwerk  wirkende  Reaktion  B^  und  in  eine  Kraft  2'2, 
welche  den  in  A  aich  ergebenden  Gelenkdmck  des  Stabes  AB^  dar- 
stellt. 

Es  bat  sich  hier  dem  obigen  Satze  entsprechend  ergeben,  daß 
von  der  Annahme  der  Kräfte  Q,  und  Q,  nicht  die  Lagerreaktionen, 
sondern  nur  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Erdfacbwerkes  selbst 
abhängig  sind  (bzw.  hier  die  Spannung  in  dem  Stabe  XS,). 

In  derselben  Weise  läßt  sich  der  Fall  durchfObren,  bei  dem  das 
freie  bestimmte  Fachwerk  durch  drei  bew^licbe  Lager  festgelegt  ist. 

Da  zur  Festlegung  eines  treien  Fachwerkes  drei  Stützungsst&be 
erforderlich  sind,  falls  nicht  ein  Knotenpunkt,  in  dem  ein  festes  Lager 
Torbauden  ist,  auch  als  Knotenpunkt  des  Erdfacbwerkes  angenommen 
werden  soU,  so  wird  das  einfachste  gestützte  Faehwerk  Tier  StQtzongs- 
stäbe  besitzen.  Diese  Zahl  kann  natürlich  reduziert  werden,  wenn 
ein  festes  Lager  A  Torbauden  ist  und  der  Punkt  A  auch  zum  Knoten- 
punkt des  Erdfacbwerkes  gewählt  wird. 

Seispi^  von  gestützten  FachtcfTken. 
Bei  gestützten  Fachwerkeu  mit  rier  SiUtzungsetäben  sind  folgende 
Fälle  möglich.    Das  System  ist  festgelegt: 

1.  durch  zwei  feste  Lager, 

2.  durch  ein  festes  und  zwei  bewegliche  Lager, 

3.  durch  vier  bew^liche  L^^r. 

Das  bestimmte  gestützte  Fachwerk  mit  zwei  festen  Lagern  Ufit 
sich  aus  einem  freien  Fachwerke,  das  durch  ein  festes  Lager  A  and 
ein  bewegliches  B  festgelegt  ist,  erhalten,  indem  an  die  Stelle  dt& 
beweglichen  Lagers  B  ein  festes  Lager  gesetzt  und  darauf  in  richtiger 
Weise  ein  Stab  des  Fachwerkes  weggenommen  wird.     Das  einfachste 
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ErdfaclLwerk  wird  dann  durch  einen  die  beiden  Punkte  A  und  S  ver- 
bindenden Stab  gebildet  sein.  Ist  bei  dieser  Herstellung  dea  ge- 
stützten  Facbwerkes  ein  Ireiea  bestimmtes  Facbwerk  von  der  Form 
Fig.  216  zugrunde  gelegt  und  ist  bei  der  Ersetzung  des  bewegltcben 
Lagers  B  ein  Grurtungsstab  weggenommrai,  so  entsteht  ein  gestfltztes 
Facbwerk,  welches  die  G^estalt  von  Fig.  333  besitzt. 

Das  80  erhaltene  Fachwerk  wird  der  Dreigelenkbogen  genannt. 
Derselbe  besteht  aus  zwei  starren  Systemen  K^  und  E^  (Schüben), 
die  durch  ein  Gelenk  C  miteiniuider  verbunden  sind,  während  jede 
der  Scheiben  noch  ein  weiteres  Gelenk  {A  und  B)  hat,  bzw.  in  A 
und  B  durch  fest«  Li^er  unbeweglich  gemacht  ist. 

Um  die  Spannungen  nach  der  hei^eleiteten  Theorie  zu  ermitteln, 
sind  in  A  und  B  irgend  zwei  Kräfte  Q^  und  Q^  anzunehmen,  die 
der  Resultante  B  der  auf  das  Fachwerk  wirkenden  Kräfte  das  Gleich- 


gewicht halten.  Dann  wfirde  fSr  das  erweiterte  Fachwerk  Fig.  332 
die  Spannungsbestimmung  durcbzufähren  sein.  Dieselbe  ei^bt  sieb 
aber  in  leichter  Weise,  wenn  zunächst  durch  den  Schnitt  S . . .  8  und 
den  Drehpunkt  C  die  Spannung  in  dem  Stabe  AB  ermittelt  wird. 

Die  gewöhnliche  Methode,  die  in  den  technischen  Lebrbfichem 
ftlr  den  Dreigelenkbogen  gegeben  wird,  ist  dagegen  die  folgende 
.  (Fig.  323).  Es  werden  die  auf  die  Scheibe  K,  wirkenden  Kräfte  zu 
einer  Resultanten  B,  vereinigt,  ebenso  die  auf  £,  wirkenden  Kräfte 
zu  einer  Kraft  B^,  wobei  eine  etwa  in  C  angreifende  Kraft,  sowohl 
den  auf  K^  wie  den  auf  Z,  wirkenden  Kräften  zugefügt  werden  kann. 
Infolge  des  Gelenkes  in  C  werden  sich  in  C  zwei  gleich  große  aber 
entgegengesetzte  Gelenkdrücke  i)^  und  Z),  ei^ben.  Schneidet  die 
gemeinsame  Wirkungslinie  von  Dj  und  JD,  die  Kritfte  ü,  und  B,  in 
Ai  und  A^,  so  wfirde  bei  Zerlegung  von  ü,  in  zwei  Komponeutea 
in  AAi  und  AjC  die  Komponente  in  AAi  den  L^erdruck  in  A,  die 
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Kompoaente  in  A^C  den  Oelenkdruck  D^  in  C  liefern,  -während  ebenso  ■ 
bei  Zerlegung  von  jR,  die  Komponente  in  A^S  den  Lagerdruck  in  B 
und  die  Komponente  in  ÄfC  den  Oelenkdruck  D,  ergeben  würde. 
Um  daher  den  Linienzug  AAiCA^B  und  damit  die  LagCTdrücke  bzw. 
■die  Li^erreaktionen  in  A  und  B  zu  erhalten,  ist  es  nnr  erforderlich, 
fElr  die  beiden  Kräfte  ü^  und  i^  ein  Seilpolygon  zu  zeichnen,  dessen 
erste  Seite  durch  A  geht,  dessen  zweite  durch  C  und  dessen  dritte 
durch  B.  Hierdurch  ist  die  Beatimmong  der  Lagerreoktionen  und 
damit  der  Spannungen  im  Fachwerk  auf  eine  bekannte  Aufgabe 
zniflckgefahrt 

Um  die  Konstruktion  dieses  Seilpolygones  zu  vermeiden,  wird 
vieUtich  in  der  Weise  verfahren,  daß  man  zunächst  durch  Zerlegung 
von  £,  in  zwei  Komponenten,  von  denen  die  eine  durch  A  geht  und 
die  andere  in  BC  liegt,  und  ebenso  durch  Zerlegung  von  Sj  in  zwei 
(Fig.  324)  Komponenten,  deren  eine  durch  S  geht,  während  die  andere 
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in  AC  liegt,  die  beiden  Li^erdrficke  in  A  and  B  ermittelt,  wctlcbe 
jede  einzelne  der  beiden  Kräfte  fQr  sich  hervorrufen  wQrde,  und  dann 
diese  Li^erdrücke  in  A  und  in  B  zusammensetzt. 

Wäre  bei  der  Herstellung  des  Trägers  ans  einem  Fachwerk  von 
der  Form  von  Fig.  215  kein  Gurtungsstab  weggenommen,  sondern 
statt  dessen  eine  Dia^^onale,  so  hätte  sich  ein  Träger  von  der  Form 
von  Fig.  325  ergeben.  Bei  demselben  sind  die  beiden  Scheiben  £, 
und  Kf  nicht  durch  ein  Gelenk,  sondern  statt  dessen  durch  zwei 
Stäbe  MiM^  und  Nj^N,  verbunden.  Die  Konstruktionen  erüahren 
keine  Änderung,  wenn  an  die  Stelle  des  früheren  Gelenkes  C  nun 
der  Schnittpunkt  C  der  Stäbe  MiM^  und  NiN^  als  sog.  imagmärea 
Gelenk  gesetat  wird. 

Um  aus  einem  gestutzten  Fach  werke  mit  zwei  festen  L^ern  A 
und  B  andere  geatützte  Fachwerke  mit  vier  StOtzungsstäben  zu  er- 
halten,  wird   es   zweckmäßig   sein,   zunächst   dem    Erd£tchwerk  eine 


,Coot;^lc 


§  102.    Forts,  dei  allgem.  Theorie  u.  Beispiele  v.  gestützten  Facbweiken.    619 

atlgemeinere  Gestalt  tu  erteilen  und  inabesondere  daf^  za  soi^n, 
dafi  die  Paukte  Ä  und  S  keine  Knotenpunkte  des  Erdfncliwerkes 
sind,  sondern  daß  tob  jedem  dieser  Punkte  zwei  StützungsstÄbe  nach 
zwei  EuoteiipnDkten  des  Erd&chwerkes  gehen.  Dann  würde  ea  nur 
nßtig  sein,  die  vier  Stfltznngsstabe  in  anderer  Art  anzuordnen. 

In  dieser  Weise  ist  aus  einem  Dreigelenkbogen  ein  gestUztes 
F&cbwerk  mit  vier  beweglicbeu  Lagern  A,  B,  C,  D  entstanden 
(Fig.  326).     Das   Erd-  0 

factwerk  ist  hierbei  das 
Dreieck  EFG.  Um  die 
Spannnngsbestimmung 
leidit  durchfahren  zu 
können,  wird  es  zweck- 
mäßig sein,  die  Knoten- 
punkte des  Erdfachwer- 
kes auf  den  Stfitzunge- 

stäben  so   zu    wShlen,    r  , —  n^  : 

daß  die  eine  der  Linien  Js^^  ^ 

EFvoiAEG  z.  B.  die  "«■  *" 

Linie  £F  durch  den  Punkt  0  geht.  Dann  ergibt  sich  sofort  die 
Spannung  in  dem  Stabe  EG  durch  einen  Schnitt  and  den  Dreh- 
punkt 0  (siehe  Fig.  320). 

Werden   die   beiden   Stäbe  g^   und  jr,  tatsächlich  auagefOhrt,  so 
kann  an  die  Stelle  der  beiden  beweglichen  Lager  A  und  B  ein  festes 
Lager  in  E  treten.     Schneiden  sich  die  beiden  Stützungsstäbe  j,  und 
g^  in  einem  Punkte  H,  so  könnte  nach  Auafahrung   dieser  Stäbe  an 
die  Stelle  der  beiden 
beweglichen  Lager  in 
C   und  D   ein   festes 
in  S  treten,   und   es 
hätte  sich  somit  wie- 
der   ein     Dreigelenk- 
bogen   mit   den    drei 
tJelenken  E,  0,  H  er- 
geben. 

Als  Beispiel   ffir  Fig.  s«. 

ein  gestütztes  Fachwerk,  welches  mehr  als  vier  Stützungsstäbe  er- 
fordert, falls  nicht  ein  Knotenpunkt  des  Erdfachwerkes  in  einen 
Knotenpunkt  des  gestützten  Fachwerkes  gelegt  wird,  in  dem  aich 
«in    festes    Lager    heEndet,    möge   das    Fachwerk    Fig.  327    gegeben 
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werden.  Es  sind  zwei  feste  L^er  A  und  B  Torhanden  nnd  ein 
bewegliches  C  mit  horizontaler  Gleitbahn.  Das  Erdfadiwerk  ist  das 
Dreieck  ADB,  wobei  vom  Punkte  2>  der  nach  C  gehende  nnd 
in  die  Vertikale  hineinfallende  Stützungsstab  geht  Der  Punkt  D  des 
Erdfacbwerkes  ist  so  gewählt,  daß  der  Stab  AD  durch  E  und  infolge 
der  SymmetriererhältnisBe  der  Stab  BD  durch  £,  geht  Danu  er- 
gibt sich  die  Spannung  in  dem  Stabe  AB  des  Erd&chwerkes  durch 
den  Schnitt  S  .  .  .  S  und  den  Drehpuukt  E.  Um  die  Spannungeo 
in  den  Stäben  des  gestützten  Systemes  zu  erhalten,  kann  in  verschie- 
dener Weise  verfahren  werden.  Wird  z.  B.  der  zweifache  Knoten- 
punkt Fl  wef^nommen,  so  werden  jeden&lls  zwischen  den  beiden 
Knotenpunkten  A  und  E  Bewegungen  möglich  sein,  da  nach  Weg- 
nahme Ton  Fl  gegeuseitige  Bewegungen  zwischen  den  drei  Punkten 
A,  Fj,  B  vorhanden  sind  and  die  Punkte  A  und  F^  und  ebenso  F^ 
und  E  keine  solchen  gestatten.  Wird  aber  nach  Wegnahme  des 
zweifachen  Knotenpunktes  i^j  der  Stab  AE  eingeschaltet,  so  kann 
durch  den  Schnitt  S^. . .  S^  und  den  Drehpunkt  E  die  Spannung  in 
dem  Stabe  AF^  ermittelt  werden,  was  zur  Folge  hat,  daß  die  Be- 
stimmung der  Spannungen  in  den  fibrigen  Stäben  des  Fachwerkes 
keine  weiteren  Schwierigkeiten  bereitet.  Katflrlich  wQrde  bei  dem 
nach  W^nahme  des  Knotenpunktes  F^  entstandenen  Fachwerk  die 
Spannungsbestimmung  zweimal  durchzufilbren  sein. 

§  103.  Anwendung  auf  die  Spannungabestlmmung  bei  Creien 
bestimmten  Fach  werken. 
Da  die  Sätze  in  §  100  vollkommen  unabhängig  davon  sind,  ob 
das  Erdfachwerk  nur  ein  gedachtes  fUr  die  Zwecke  der  TJaterauchimg 
von  gestützten  Systemen  eingeführtes  Fachwerk  ist,  oder  ob  es  tat- 
sächlich ausgeführt  wird,  so  kfinnen  diese  Sätze  dazu  benutzt  werden, 
um  Methoden  für   die   Spannungsbestimmung  bei  Ireien  Fachwerken 


Wird  das  Erfachwerk  K'  tatsächlich  angeführt,  so  entsteht  eis 
bestimmtes  Fachwerk  {K-\-K'),  das  bisherige  erweiterte  Fachwerk, 
bei  welchem  ein  Teil,  nämlich  K',  nach  Wegnahme  des  anderen 
Teiles  K  für  sich  ein  freies  bestimmtes  Fachwerk  bildet,  da  ja  das 
Erdfachwerk  als  bestimmt  vorausgesetzt  ist  Die  hergeleiteten  ^tze 
werden  sich  somit  zu  Spannungsbestimmungen  bei  allen  freien  be- 
stimmten Fachwerken  verwerten  lassen,  bei  denen  sich  ein  Teil  £' 
absondern  läßt,  welcher  auch  nach  Wegnahme  des  anderen  Teiles  ein 
starres  System,  Scheibe,  für  sich  bildet     Da  gezeigt  worden   ist,  dtft 
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die  Spannungen  in  den  Stäben  des  geetStzten  SjBtemes  ToUkommen 
anabhängig  sind  ron  den  auf  das  Erdfachwerk  wirkenden  Etäfteu  Q„ 
sobald  dieselben  nur  mit  den  auf  das  gestützte  System  wirkenden  und 
gegebenen  KnLften  P,  ein  Gleichgewichtasyatem  bilden,  so  wird  sich 
sofort  der  Satz  ansaprechen  lassen: 

Laß  sich  bei  einem  freien  bestimmten  Fackteerk  eine  Scheibe  K' 
absondern,  so  sind  bei  einem  gegebenen  Kräflesy^eme  die  Spannungen 
in  dem  andern  TeUe  K,  der  durdt  die  nicht  eur  Scheibe  gärenden 
Stäbe  g^ädet  wird,  vollkammen  unabhängig  davon,  was  für  Kräfte  auf 
die  Scheibe  K'  wirken,  sobald  diesdben  nw  mit  den  auf  die  Knoten- 
punkte des  Teiles  K  wirkenden  Kräften  ein  Gleichgewichtssifstem  bilden. 

Wenn  demgemäß  bei  einem  bestimmten  Fachwerke  sich  eine 
Scheibe  K'  absondern  lä&t,  so  ist  -es  gestattet,  für  die  Spannungs- 
bestimmung der  nicht  zur  Scheibe  gehörenden  Stäbe,  an  die  Stelle 
der  auf  die  Scheibe  wirkenden  Kräfte  ii^endwelche  anderen  Kräfte 
zu  setzen,  die  die  nämliche  Resultante  besitzen. 

Da  femer  die  Wahl  des  Erdfachwerkes  nur  durch  die  durch  die 
Lagerungen  vorgeschriebene  Lage  der  Stfltzungsstäbe  beschränkt  war, 
so  folgt  der  Satz: 

Läßt  sidt  bei  einem  freien  bestimmten  Faehwerk  eine  Scheibe  K' 
absonda^,  so  werden  bei  einem  gegebenen  Kräftesy^em  die  Spannungen 
in  den  Stäben  des  andern  Teües  K  sich  nicht  ändern,  wenn  an  die 
Stäle  der  Seh^>e  K'  eine  andere  Scheibe  K"  gesdzt  wird,  sobald  nur 
die  Lage  der  Geraden  sich  nickt  ändert,  in  udche  die  von  der  Scheibe 
K'  ausgehenden  und  so  den  Teil  K  fesäegenden  Stäbe  fielen. 

Daß  durch  diese  hergeleiteten  Sätze  in  speziellen  Fällen  sich 
Vorteile  für  die  Spannungsbestimmung  bei  einem  freien  bestimmten 
Fachwerke  ergeben,  ^t  sich  leicht  aus  Beispielen  erkennen. 

Ein  Beispiel  bietet  hierzu  das  bestimmte  Fachwerk  Fig.  32Sa 
Dasselbe  besteht  aus  zwei  Scheiben  K  und  K',  die  durch  das  ge- 
meinsame Gelenk  A  und  den   Stab   s  gegeneinander  festliegt  sind. 

K . K 


Da  in  Fig.  328  a  kein  einfacher  Knotenpunkt  vorhanden  ist,  so  würde 
die  Polfgonalmethode  zur  Spannungsbestimmung  nicht  ausreichen, 
während  die  Schnittmethode  die  Spannung  in  dem  Stabe  s  liefert. 
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Um  in  den  Stäben  der  Scheibe  S  die  Spananngsbestimmane  zu 
ertnöglichen,  ist  die  Scheibe  f  ersetzt  darch  einen  Stab,  der  den 
Punkt  Ä  mit  einem  beliebigen  Punkt  B  Ton  s  verbindet.  Es  ent- 
steht Bo  das  Fachwerk  Pig.  328b.  Dann  sind  in  den  Punkten  A 
und  B  zwei  Ktäfte  Q^  und  Q^ 
angenommen,  die  abgesehen  von 
der  Bedingung,  daß  sie  der  Re- 
sultante B  der  auf  die  Scheibe 
K  wirkenden  Kräfte  das  Gleich- 
gewicht halten  mSssen,  beliebig 

ft^'- '~~'~>7  "77^  wählbar    sind.     In    dem    Fach- 

■^    \  ,ir    //7  \\  werk    Fig.  328b  läßt    eich    die 

Spannung  nach  der  Polygonal- 
methode durchfahren.  Die  so 
erhaltenen  Spannungen  in  den 
Stäben  der  Scheibe  K  wie  in 
dem  Stabe  s  sind  diejenigen,  die 
sich  in  diesen  Stäben  auch  bei  dem  Fachwerke  Fig.  328  a  ergeben 
wfirden.  Xach  Bestimmung  dieser  Spannungen  lassen  sich  in  Fig.  328a 
die  Spannungen  in  den  Stäben  der  Scheibe  K'  ebenfalls  nach  der 
Polygonalmethode  finden. 

Wäre  in  Fig.  328  b  die  Kraft  Q,  in  den  Stab  s  hineingelegt,  so 
würde  die  Konstruktion  aaf  die  Scbnittmetbode  in  der  Cnlmann- 
echen  Ausführung  hinauslaufen. 

Durch  das  beschriebene  Verfahren  ist  allerdings  bei  dem  Fach- 
werk Fig.  328  a  kein  eigentlicher  Vorteil  erzielt,  da  dasselbe  die  Ver- 
wendung der  Scbnittmetbode  gestattet.  Dag^en  lassen  sich  leicht 
Beispiele  geben,  bei  denen  weder  die  Polygonalmethode  noch  die 
Schoittmethode  anwendbar  ist,  während  die  hergeleitete  Methode  die 
Spannuugsbeetimmung  ermöglicht.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  Fig.  339a. 
Da  kein  einfacher  Knotenpunkt  vorhanden  ist  und  sich  auch 
keine  Schnitte  legen  lassen,  die  drei  nicht  durch  einen  Punkt  gehende 
Släbe  treffen,  so  würde  die  Spannnngsbestimmung  weder  nach  der 
Polygonal methode  noch  nach  der  Schnittmethode  durchfQhrbar  sein. 
In  dem  Fachwerk  Fig.  329  a  läßt  sich  eine  Scheibe  K  absondentr 
von  welcher  dann  die  vier  Stäbe  s,,  s,,  s,,  s^  auegeben. 

Wird  aber  die  Scheibe  K  ersetzt  durch  einen  Stab  AB,  welcher 
den  Schnittpunkt  A  der  Stäbe  s^  und  s,  mit  dem  Schnittpunkt  B 
der  Stäbe  s,  nnd  s^  verbindet,  so  entsteht  das  bestimmte  Fachwerk 
Fig.  329  b,   welches   die    Anwendung   der    Scbnittmetbode    gestattet. 


§  108.   Anwend.  auf  d.  SptumnugBbeHtimiiiQag  b.  fireien  best.  F&chweiken.    623' 

Sind  nach  Annahme  zweier  in  A  und  B  angreifenden  Kr&fte  Q^  and 
Q,,  die  den  Qbrigen  Kräften  Aas  Gleichgewicht  halten,  die  Spannungen 
in  den  Stäben  des  Fachwerkea  329b  gefunden,  so  würden  damit  di& 


Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben  des  Faohwerkee  Fig  329  a  be- 
stimmt sein,  welche  nicht  zur  Scheibe  K  gehören.  Bie  Spannongs- 
bestimmung  in  den  Stäben  der  Scheibe  K  kann  dann  nach  der  Po- 
Ijgonalmethode  erfolgen.*) 

1}  Weitere  derartige  Beispiele  liefern  die  von  Sariotti  hergeBtellten  Fach- 
werke,  die  aog  einem  gegebenen  Faohwerk  qrhalten  sind  durch  ErsetEong  eines- 
Stabes  dnrcb  ein  beitimmteB  Fachwerk  (nehe  §  86). 
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Fünfter  Abschnitt. 

Das  bestimmte  räumliclie  Fachwerk. 

Zwanzigstes  £&pitel. 

Die  firnndBiifj^abea  der  Theorie  der  rfimnliclieii  Faehwerke. 

§  104.   B&Tunliohe  Oelenksyateme.    EUtBsiflkation  und  Definitionen. 

Entsprechend  dem  ebenen  äelenksyst^n  wird  unter  einem  röwm- 
lichen  Gelenkst/stem  ein  System  von  starren  Stäben  zu  verstehen  sein, 
die  in  ihren  BndpankteQ  durch  Gelenke  (Knotenpunkte)  miteinander 
verbanden  sind,  wobei  jedoch  die  i^r  das  ebene  Gelenksystem  ge- 
mtichte  Bedingung,  daß  das  ganze  System  in  einer  Ebene  liegen  soll, 
in  Wegfall  kommt.  Da  jedoch  jeder  Stab,  der  zwei  Gtelenke  Ä  and 
B  miteinander  verbindet,  nur  die  eine  Folge  haben  soll,  diese  beiden 
Gelenke  Ä  und  B  gegeneinander  festzulegen,  so  sind  beim  räum- 
lichen Gelenksystem  diese  Qelenke  als  Kttgeigdenke  au&n&ssen.  Hier- 
aus ergibt  sich  schon,  daß  beim  räumlichen  (Jelenksystem  zur  Fest- 
legung eines  Knotenpunktee  nicht  zwei,  sondern  drei  Stäbe  erforderlich 
sind.  Gingen  nämlich  von  einem  Knotenpunkte  C  nur  zwei  Stabe 
aus  nach  zwei  festkeilten  Punkten  A  und  B,  so  würde,  da  die  Be- 
dingung, daß  die  drei  Punkte  A,  B,  Cm  einer  ganz  bestimmten 
Ebene  liegen  sollen,  in  Wegfall  kommt,  der  Punkt  G  nicht  festgelegt 
sein,  sondern  sich  noch  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene  senkrecht  zor 
Linie  AB  ist,  bewegen  können. 

Nachdem  so  der  Begriff  des  räumlichen  Gelenksystemes  fest- 
gelegt ist,  wird  man,  wie  bei  den  ebenen  Gelenksystem en,  ünematiadt' 
tiiibesiimmte,  kinematisch  bestimmte  und  Jiinem(U%3(A  ÜberbesOmniie  räum- 
liche Gelenksysteme  unterscheiden  können.  Die  kinematisch  bestimmten 
wie  die  kinematisch  überbestimmten  räumlichen  Gelenksysteme  werden 
als  räumliche  FacJmerke,  bzw.  als  kinemaüsch  bestimmte  und  als  Um- 
matisck  überbestimmte  räumliche  Fachwerke  bezeichnet  Wie  bei  den 
ebenen  Fachwerken   lassen  sich   dann  freie  räwHliiAe  Fa^werke  und 


§  lOfi.   Änaljtiacbe  Kennzeichen  füi  die  vencbiedeuen  Arten  usw.      t)25 

gesliitete  räumliche  Fctchwerlte  bzw.  räumliche  FadtwerJcsträger  unter- 
scheideu. ') 

Da  wie  bei  den  ebenen  Facliwerken  die  gestützten  ränmlichen 
Fachwerke  sicli  auf  freie  räumliche  Fachwerke  znrfickfahren  lassen, 
SD  sollen  zonächst  nur  die  freien  räumlichen  Fachwerke  betrachtet 
werden.  Die  Untergachnng  hat  in  derselben  Weise  wie  bei  den  ebenen 
Fachwerken  zu  erfolgen,  abgesehen  Ton  den  Änderungen,  die  sich 
durch  das  Hinzutreten  der  dritten  Koordinate  der  Knotenpunkte  er- 
geben. 

§  105.   Analytische  Kennseiolien  für  die  verBOhiedenen  Arten  von 
T&nmliohen  GelenksTstemen. 

Es  sei  ein  raomliches  Gelenks;stem  von  h  Knotenpunkten  nnd  s 
Stäben  gegeben.    Die  Koordinaten  von  zwei  Knotenpunkten,  die  durch 
einen  Stab  miteinander  verbunden  sind,  seien 
x,ifiZ,    und    x^y,,z^. 
Dann  wird  zwischen  diesen  Koordinaten  die  Gleichung  bestehen: 
(1)  (i,  -  x^i*  +  {y,  -  y,?  +  {e,  ~  ^J»  -  l,^, 

wenn  Z,,  die  Länge  des  betrefifenden  Stabes  ist.    Derartige  Gleichungen 
sind  ebenso  vid  vorhanden  wie  Stäbe,  also  $. 

Da  das  ränmliche  Gelenksystem  ein  freies  Gelenksjstem  sein  soll, 
□nd  es  sich  nnr  um  die  Untersuchung  der  etwaigen  gegenseitigen 
Betregnug  der  Knotenpunkte  bandelt,  so  kann  das  Koordinatensystem 
gegenüber  dem  Gelenksystem  festgelegt  werden.  Dies  ist  erreicht, 
wenn  eiu  Knotenpunkt  3:fy,e^  zum  Nullpunkt  des  Koordinatensystemes 
gemacht  wird,  durch  einen  zweiten  Knotenpunkt  XjJ/jJr,  die  x-Achse 
und  durch  einen  dritten  x^y^Zf  die  Koordinatenebene  ü  =  0  gelegt 
wird.     Damit  ist 

x^  -  0,  y,  =  0,  ^,  =-  0,  y,  =  0,  e^  -  0,  e,  =  0, 
und  die  Gleichungen   (1)  enthalten    nur  noch   (Sk  —  6)  Koordinaten 
von  Knotenpunkten. 

Daraus  daß  diese  Gleichungen  (1)  im  Falle  'des  kinematisch  be- 
stimmten räomlichen  Gelenksystemes  nach  Festlegung  des  Koordina- 
tensystemes gegenüber  dem  Gelenksystem  für  die  Koordinaten  sämt^ 
lieber  Knotenpunkte  bestimmte  Werte  liefern  müssen,  ergibt  sich, 
daß  die  Zahl  s  der   Gleichungen   übereinstimmen  muß  tnit  der  Zahl 

1)  Dm  lÄuniliche  Fachwerk  irt  wesentlich  von  Ä.  Föppl  eingeführt: 
A.  FOppl,  Theorie  des  Facbwerke,  Leipzig  (1880). 

Hannabarg,  OnphlHh«  StaHk.  10  .-,  , 
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der  (Zk  —  Q)  unbekannten  Koordinaten,  daß  also  die  Zahl  s  der 
Stäbe  eines  kinematisch  bestimmten  freien  rSnmlichen  Gelenksystem  es 
(3i-  — 6)  beträgt: 

(2)  s  "  3A-  -  6. 

Femer  milsaen  bei  dem  kinematisch  bestimmten  räumlichen  Gelenk- 
sjstem  diese  (3k  —  6)  Gleichungen  (1)  voneinander  nnabhängig  sein. 
Hierdurch  wird  auch  für  das  räumliche  kinematisch  bestimmte  6e- 
lenksjstem  eine  ganz  bestimmte  Struktur  festgelegt,  auf  deren  nähere 
UnterBuchung  weiter  unten  eingegangen  werden  soll. 

Da  auch  eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  bei  dem  kinematisch 
bestimmten  räumlichen  Gelenk system  ansgeschlossen  sein  soll,  so 
können  die  (5h  —  6)  Gleichungen  (1)  durch  ihre  Differentialrelationen : 

(3)  (Xt  -  x^  (dx,  -  Sx^)  +  0<  -  y J  (Sy^  -  äy^) 

ersetzt  werden,  in  denen  Sx;,  dy^,  Ö£^ . . .  die  virtuellen  YerrKckungen 
der  Knotenpunkte  bedeuten. 

Infolge  der  Festigung  dea  Koordiuatensyetemes  gegenüber  dem 
Gelenksystem  ist: 

dx,  =  0,  (Syi  =  0,  dz,  =  0,  dy,=  0,  d^,=  0,  d^,  -0. 
Es  kommen  somit  in  den  (3Ä  —  6)  Gleichungen  (3)  nur  noch  (Bk  —  6) 
virtuelle  YerrUckungen  dxp  Sy^,  Sx^  von  Knotenpunkten  vor  und 
zwar  linear  und  homogen.  Da  keine  Beweglichkeit  des  Gelenksystemes 
vorhanden  sein  soll,  so  maß  verlangt  werden,  daß  sämtliche  virtuellen 
YerrUckungen  der  Knotenpunkte  gleich  Null  sind.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  die  (3A  —  6)  Gleichungen  (3)  nur  erfüllt  sind,  falls  auch  die 
Übriggebliebenen  (Zk  —  6)  Größen  Sx^,  Sy^,  Se^  sämtlich  gleich 
Null  sind. 

Man  ordne  also  die  Gleichui^en  (3)  nach  diesen  Sx^,  Sy^,  Öe^ 
und  bilde  die  Koei^zientendeterminante  D,  Die  dx„  tfy,,  dZf  sind 
dann  notwendig  alle  gleich  Null,  wenn 

Damit  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafSr,  daß 
ein  räumliches  Gelenkeystem  als  ein  freies  kinematisch  besHmmtes  räum- 
liches Fackwerk  betrachtet  werden  kann,  diese:  es  muß  die  Zahl  s 
der  Stäbe  bei  k  Gelenken  (Ktiotmpunkien)  (34  —  6)  hetragen  und  die 
obige  Determinante  D  einen  von  NuU  versckiedetien   Wert  haben. 

Ist 

s<Bk-6, 


>y  Google 


g  106.   ÄnaljtiBche  Kennzeichen  für  die  TerBcbiedcnen  Arten  nsw.      627 

Bo  können  die  Gleichungen  (1)  durch  unendlich  viele  Werte  der 
Koordinaten  befriedigt  werden.  Das  räumliehe  Gelenksystem  ist  unter 
aüen  Umständen  kinematisch  unbestimmt.  Hierbei  kann  ee  jedoch  ein- 
treten, daß  ein  Teil  des  Gelenksjstemes  fSr  sich  als  kinematisch  be- 
stimmt oder  sogar  als  kinematisch  überbestimmt  zu  betrachten  ist. 

Hat  ein  räumliches  QelenkBygt«m  mehr  als  (äk  —  6)  Stäbe,  so 
ist  es  entweder  kinematisch  überbestimmt  oder  kinematisch  unbestimmt. 
Bei  der  Entscheidung  dieser  Frage  kommt  es  darauf  an  zu  unter- 
suchen, ob  das  System  der  Gleichungen  (1)  sich  auf  (3ft  —  6)  Ton- 
eioander  unabhängige  Gleichungen  zurückführen  läßt  oder  auf  weniger 
als  (3Ä  —  6).  Werden  solche  Stäbe,  die  Bjiotenpunkte  miteinander 
verbinden,  deren  gegenseitige  Lagen  schon  durch  die  Übrigen  bestimmt 
sind,  oder  mit  anderen  Worten,  solche  Stäbe,  die  in  dem  System  der 
Gleichungen  (1)  auf  Gleichungen  führen,  die  eine  Folge  der  übrigen 
sind,  wie  bei  dem  ebenen,  so  anch  jetzt  bei  dem  räumlichen  Gelenk- 
system  als  üiensählige  oder  überflüssige  Släbe  bezeichnet,  so  läßt  sich 
der  Satz  aussprechen: 

Ein  räumliches  Gdenksystem  von  h  Knotenpunkten  und  mehr  als 
(3i-  — 6)  Stäben  ist  ein  kinematisch  überbesiimmtes  Fachwerk,  sobald 
nach  Wegnahme  aUer  überzähligen  Stäbe  sich  ein  kinematisch  bestimmtes 
räumliclies  Fachwerk  ergibt,  es  ist  dagegen  ein  kinematisch  unbestimmtes 
räumliches  Gelenksystem,  sobald  nach  Wegnahme  aUer  überzähligen 
Stäbe  ein  kinematisch  tmbestimmtes  System  entsteht.  Ein  kinematisch 
überbestimmtes  räumliches  Fachuerk  von 

U  —  e+p 
Stäben  hat  daher  p  überzählige  Släbe  und  nicht  mehr. 

Hat  das  ränmliche  Gelenksystem  Ton  k  Knotenpunkten  (Zk  —  6) 
Stäbe  und  ist  trotzdem  kinematisch  unbestimmt,  was  eintritt,  wenn 
die  Bedingung  D^O  nicht  erfüllt  ist,  so  sind  zwei  Fälle  möglich: 

a)  Ee  kann  sein,  daß  die  für  die  kinematische  Bestimmtheit  er- 
forderliche Struktur  nicht  vorhanden  ist.  Dieses  tritt  ein,  wenn  das 
System  überzählige  Stäbe  besitzt. 

b)  Es  kann  aber  auch  sein,  daß  die  erforderliche  Struktur  des 
Gelenksystemes  vorliegt  und  daß  trotzdem  D  —  0  ist.  Dieser  bei 
den  räumlichen  wie  bei  den  ebenen  Gelenksystemen  auftretende  Fall 
möge  in  gleicher  Weise  als  der  GrenzfaU  bezeichnet  werden.  Die 
kinematische  Unbestimmtheit  ist  nur  hervorgerufen  durch  die  spe- 
ziellen Werte,  welche  die  Längen  der  einzelnen  Stäbe  besitzen. 

Es  läßt  sich  daher  der  Satz  aussprechen: 

Hai  ein  räumliches  Gelenksystem  von  k  KnotenpurUden  und  (31;  —  6} 
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Stäben  diejenige  Struliur,  tceldie  für  die  kinematisiA  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerke  erforderlich  ist,  so  ist  es  entweder  ein  solches,  oder 
es  liegt  der  GrenzfaU  vor. 

Befindet  sich  ein  räumliches  (Jelenksystem  im  Grenz&U,  bo  wird 
bei  demBelben  im  allgemeinen  nur  eine  anendlich  kleine  BewegUchknt 
möglich  sein ;  in  speziellen  Fällen  geht  diese  unendlich  kleine  B^ 
weglichkeit  in  eine  endliche  Über. 

§  106.    Das  atatiBohe  Qrundproblem  für  die  freien  r&amlioben 

Faohwerke.     Bestinunte  ränmllolie  Faofawerke. 

Die  auf  die  Knotenpunkte  x„y„Zi  eines  räumlichen  Gelenksysteme! 

von   k    Knotenpunkten    und   s   Stäben   vrirkenden    Kräfte  seien  mit 

Xf,  T„  Zi  bezeichnet.    Dann  mQssen,  da  die  Ki^fte  im  Gleichgewicht 

stehen  sollen,  die  sechs  Bedingungen  erfQllt  sein: 

1^x^=0,  ^r,=o,  ^Z,=  0, 

Diesen  sechs  Gleichungen  gemäß  sind  die  äußeren  Kräfte  zn  vshlen, 
bzw.  aus  denselben  die  Lageire&ktionen  zu  bestimmen. 

Es  seien  nun  wieder  mit  iS,j  die  Spannungen  in  einem  iw« 
Knotenpunkte  i  und  h  verbindenden  Stabe  bezeichnet  und  zwk  sem 
diese  Spannungen  positiv  eingefQhrt  bei  Zug  und  negaiiv  bei  Jimi- 
Dann  sind: 

gj,  —  J,-  y^  —  yt  ^M—   S/ 

"'^^'  "'~'hr~'  "-"^w 

die  Komponenten  desjenigen  Gelenkdruckes,  der  in  dem  SttW  f|. 
liegt  und  auf  den  Knotenpunkt  i  wirkt.  Da  nun  im  Knotenpniikt ' 
die  süßere  Kraft  X^,  Y^,  Z^  im  Gleichgewicht  stehen  soll  mit  allen  »al 
diesen  Knotenpunkt  wirkenden  Gelenkdrtlcken,  so  ergeben  eich  in 
Gleichungen : 

-.-    ,   'V        «i  —  X, 


Digitized^yGOOgle 


§  106.   Dm  statische  Grnndproblem  ubw.    Beatimmte  lAuml.  Fachwerke.    629 

wobei  die  Sammen  auf  den  rechten  Seiten  der  OleicliuDgen  (2)  Über 
alle  Knotenpunkte  h  za  erstrecken  sind,  die  mit  dem  betreffenden 
Knotenpunkte  i  durch  einen  Stab  l^^  verbunden  eind. 

Jeder  der  k  Knotenpunkte  liefert  drei  Gleichungen  (2).  Die  so 
sich  ei^ebenden  3A;  Gleichungen  werden  eich  jedoch  infolge  der  sechs 
Gleichungen  (1)  auf  {äk  —  6}  Gleichungen  reduzieren.  Zur  Bestimmung 
der  s  Stsbspannungen  hat  man  daher  (3/:  —  6)  Gleichungen  (2),  in 
welchen  diese  s  Stabspanqungen  iS^^  linear  vorkommen.  Für  die  Be- 
stimmung der  StabBpanuungen  wird  die  Auflösung  dieses  Systemea 
von  (3Ä  —  6)  linearen  Gleichungen  mit  s  Unbekannten  erforderlich 
sein.  Damit  aber  die  Gleichungen  (2)  sich  aaflösen  lassen  und  für 
jedes  Gleiehgewichtssystem  X^,  Yf,  Z^  der  äußeren  Kräfte  endliche  und 
eindeutige  Werte  fijr  sämtliche  Stabspannungen  liefern,  müeeeu  fol- 
gende Bedingungen  erfüllt  sein: 

1.  Die  Zahl  der  Gleichungen  (2)  muß  Qbereinstimmen  mit  der 
Zahl  der  Unbekannten,  d.  h.  das  vorliegende  Gelenksystem  hat  bei  h 
Knotenpunkten 

s-3it-6 

Stäbe,  also  ebenso  viele  Stäbe,  wie  das  kinematisch  bestimmte  räum- 
liche Fachwerk  von  )t  Knotenpunkten; 

2.  die  Determinante  A  aus  den  Koeffizienten  der  Unbekannten  der 
Gleichungen  (2)  muß  einen  von  Null  verachiedeuen  Wert  besitzen. 

Wie  bei  den  ebenen  Gelenk  Systemen  möge  jetzt  bei  den  räum- 
lichen ein  freies  räumliches  Gelenksyetem  als  statisch  iesHnimt  be- 
zeichnet sein,  wenn /Ör  Jedes  Gleiehgewichtssystem  von  Kräften  X^,T^,Z^ 
sieh  die  Spannungen  in  sämtlicben  Stäben  als  endlich  und  eindeutig 
ergehen.     Dann  folgt  der  Satz: 

Ein  freies  räumliches  Gdenksysteyn  ist  statisch  bestimmt  und  nur 
dann,  wenn  dasselbe  hei  }c  Knotenpunkten 

s=U~Q 

Stäbe  hat,  und  wenn  die  Delermittante  aus  den  Koeffizienien  der  Unbe- 
kannten der  Gleidiungen  (2)  einen  von  Null  verschiedenen   Wert  hesitgt. 
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Da  infolge  von 


',.-VW-  !.)'+  (>/,-  M'+  (',-  '.)■ 


sicli  die 

Gleichungen  (2)  achreiben 

»1,. 

Der  in  §  79  g^ebene  Beweis  der  Identität  der  kinematisch  be- 
stimmten ebenen  Fachwerke  mit  den  statisch  bestimmten  ebenen  Oe- 
lenksystemen  läflt  sich  daher  ohne  weiteres  auf  ränmliche  Systeme 
übertragen.  So  ergibt  sich  für  die  räumlichen  Oelenksysteme  der 
Satz  TOn  A.  Föppl: 

Die  freien  kinematisch  hestimmten  räumlichen  Faehtverke  und  die 
freien  statisch  hestimmten  räumlichen  Gelenksysteme  sind  identisch.^) 

Infolge  dieses  Satzes  werden  die  &eien  kinematisch  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke  kurzweg  als  freie  bestimmte  räumliche  Fach- 
iierke  bezeichnet. 

In  Rücksicht  auf  den  hergeleiteten  Satz  kann  die  Eutscfaeidiing 
der  Frage,  ob  ein  räumliches  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten 
und  (Sk  —  6)  Stäben  als  ein  freies  bestimmtes  räumliches  Fachwerk 
bezeichnet  werden  darf,  wie  bei  den  ebenen  Gelenksystemen  in 
doppelter  Weise  erfolgen:  einerseits,  indem  geprüft  wird,  ob  das 
räumliehe  System  unbeweglich  ist  oder  nicht,  andererseits  durch 
Untersuchung  der  statischen  Bestimmtheit. 

Soll  die  Frage  der  Stabilität  eines  freien  räumlichen  Gelenk- 
systemes   von  k  Knotenpunkten   und   {5k  —  6)   Stäben   durch   Unter- 

1)  Dieier  Satz  iat  wie  für  die  ebenen  fachwerke  eo  auch  für  die  räum- 
lichen Fachwerke  zuerst  tod  A.  Füppl  auageepiochen  mit  einer  kurzen  Angabe. 
wie  der  Beweis  aich  führen  läflt.  Siehe  FCppl  «Pachwerke*.  Der  ipäter  ge- 
gebene ausfilhrliche  Beweis  findet  eich:  Schweiz.  Baus.  9  (1387)  p.  42. 
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snchang  der  statischen  Bestimm  theit  entachieden  werden,  so  wird  es 
darauf  ankommen,  festzustellen ,  ob  die  Determinante  A  der  Glei- 
chungen (2)  einen  von  Null   verschiedenen  Wert  besitzt  oder  nicht. 

Nun  ist  aber  die  Determinante  A  unabhängig  von  dem  ge- 
wählten Eräftesystem,  da  die  äußeren  Kräfte  X„  Y„Z,  nur  in  den  ab- 
eolnten  Gliedern  der  Gleichungen  (2)  vorkommen.  Es  folgt  daraus, 
daß  die  Determinante  der  Koeffizienten  der  Gleichungen  (2)  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  besitzen  muß,  sobald  fUr  irgend  ein  beliebig 
gewähltes  Gleichgewichtssjstem  von  äußeren  Kräften  sich  sämtliche 
Stabspannungen  Sf^  endlich  und  eindeutig  ergeben.  Daraus  folgt  der 
SatzM: 

Wenn  bei  einem  freien  räumlichen  Gelenkaystem  von  k  Knoten- 
punlilen  und  (3A  —  6)  Stäben  für  irgend  ein  beliebig  gewäMtes  Gleich- 
gewichtssjfstem  von  äußeren  Kräften  sich  sämtliche  Stabspannungen  end- 
lich und  einaktig  ergeben,  so  ist  die  Determinante  A  der  Gleichungen  (2) 
von  Null  verschieden,  die  Spannungen  werden  endlich  und  eindeutig  für 
jedes  Gleichgewichtssgstem  von  äußeren  Kräften  und  das  räumliche  Ge- 
lenksyslem  ist  statisch  bestimmt,  also  ein  bestimmtes  räumliches  Fachueri 

Insbesondere  folgt: 

Wenn  bei  einem  freien  räumlichen  Gelenksystem  von  k  Knoten- 
punkten und  (3k  ~  6)  Stäben  sämtliche  Stabspannungen  eindeutig  gleich 
NuU  sind,  sobald  auf  das  Gelenksystem  gar  keine  äußeren  Kräfte 
wirken,  so  ist  dasselbe  ein  freies  bestimmtes  räumliches  Fachwerk. 

Die  statische  Untersuchung  eines  räumlichen  Gelenksystemes  von 
k Knotenpunkten  und  (ßk  ~  6}  Stäben,  kann  daher  wie  bei  den  ebenen 
Gelenksystemen  in  der  Weise  vorgenommen  werden,  daß  falls  gar  keine 
äußeren  Kräfte  auf  die  Knotenpunkte  wirken,  die  Spannungsbestim- 
mang  nach  irgend  einer  Methode  tateächlich  durchgeführt  wird.  Er- 
geben sich  sämtliche  Spannungen  eindeutig  als  Null,  so  ist  das  Ge- 
lenksystem ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk,  während  im  anderen 
Falle  kinematische  Unbestimmtheit  des  Gelenksystemes  vorliegen  würde. 

Zweckmäßig  wird  es  jedoch,  wie  bei  den  ebenen  Gelenksystemen, 
so  auch  hier  bei  den  räumlichen,  in  allen  solchen  Fällen  sein,  auch 
die  Stmktumntersuchung  auf  Grund  der  noch  herzuleitenden  Methoden 

1)  Diese  weiteren  SchluQfotgemngea  sind  ebeiiBO  für  dme  lünmliche  vrie 
fSr  das  ebene  Fachwerk  erst  von  dem  Verfasser  gezogen  und  zur  Entacheidung 
der  Stabilität  bei  einem  vorliegenden  Gelenkajetem  verwandt.  Siebe  „Jahresber. 
d.  deutsch.  Math, -Ter.  (189S}  p.  69S."  DaB  jedoch  bei  einem  bestimmten  Fach- 
werke alle  Spannungen  =  0  werden  müssen,  wenn  keine  Kräfte  wirken,  hat 
A.  FSppl  schon  1880  »osgesprochon,  ohne  jedoch  diesen  Satz  umzukehren  und 
die  weiteren  Folgerungen  daraus  zu  ziehen.  ^^  . 
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durchzu^liren,  da  durch  die  StmktumDtersncbimg  sich  Anhaltspunkte 
für  die  Bestimmung  der  Spannungen  ergeben.  Außerdem  wird  im 
Falle  der  kinematischen  Unbestimmtheit  erst  durch  die  Untersuchung 
der  Struktur  entschieden,  ob  die  kinematische  Unbestimmtheit  eine 
Folge  unrichtiger  Struktur  oder  eine  solche  des  eintretenden  Grmi- 
faUes  ist.  Dies  ist  aber  wichtig  zu  wissen,  wenn  ee  sich  dämm 
huidelt,  aus  einem  kinematisch  unbestimmten  System  durch  Ab- 
änderungen ein  bestimmtes  i^umliehes  Fadiwerk  herzuleiten. 

Da  die  Methoden  für  die  Stabilitätsuntereucbung  eines  räumlichen 
Gelenksy^temes  von  h  Knotenpunkten  und  (3^  —  6)  Stäben  gedanklich 
übereinstimmen  mit  den  Methoden,  die  für  das  ebene  Gelenksvstem 
gegeben  sind,  eo  wird  es  nicht  nötig  sein,  diese  Methoden  nun  fQr 
das  räumliche  Gelenksystem  weiter  auszuführen.'^) 

g  107.    Die  Lagerungen  des  ifiumliohen  FaoliwerkeB. 

Bevor  auf  die  weitere  Untersuchung  der  freien  bestimmteu  räum- 
lichen Fachwerke  eingegangen  wird,  sollen  zunächst  die  Lagerungen 
des  Gelenksystemes  untersucht  und  die  gestützten  räumlichen  Systeme 
auf  freie  Systeme  zurückgeführt  werden. 

Um  irgend  ein  räumliches  Gelenksystem  fttr  einen  praktischen 
Zweck  als  Trägerkonstruktion  verwenden  zu  können,  ist  dasselbe 
gegenüber  der  Erde  durch  geeignete  Lagerungen  festzulegen.  Es  sei 
angenommen,  daß  diese  Lager  nur  in  Knotenpunkten  des  rinnilicheii 
Gelenksystemes  angebracht  sind. 

Wie  bei  den  ebenen  Gelenksystemen,  kSooen  auch  bei  den  räum- 
lichen feste  und  bewegliche  Jjager  unterschieden  werden.  Hierbei  wird 
wieder  Unter  einem  beweglichen  Lager  ein  solches  Terstanden,  das 
sich  noch  auf  einer  Gleitbahn  bewegen  kann.  Im  Räume  müssen 
jedoch  zwei  Arten  von  beweglichen  Lagern  unterschieden  werden,  je 
nachdem  die  Gleitbahn  aus  einer  Kurve  oder  aus  einer  fläche  besteht. 
Demgemäß  können  bei  der  P'estlegung  eines  räumlichen  Systemes 
drei  verschiedene  Arten  von  Lagern  zur  Verwendung  gelangen: 

1.  Festes  Au/Iager.  Dasselbe  ist  ein  solches,  das  im  Raum  foll- 
kommen  festgelegt  ist,  also  keine  Bewegung  erleiden  kann.  Die 
Festlegung  eines  solchen  Lagers  A  kann  auch  erfolgen  durch  drei 
Stützungsstabe,  die  von  dem  Punkte  A  nach  drei  festen  Punkten  I). 
E,  F  der  Erde  gehen,  wobei  nur  die  eine  Bedingung  erfilllt  sein 
muß,  daß  diese  drei   Stäbe  nicht  in   einer  Ebene  liegen.     Durch  du 

1)  Es  ist  dkher  nicht  nötig,  später  nocbmaU  auf  die  Kriterien  ffir  d«B 
GrenzfäU  einzugehen  (siehe  %  98). 

;i:>:,  Google 


g  107.   Die  Lagerungen  dea  räumlichen  Fachwerkcs.  633 

feste  Lager   sind    die   drei  Koordinaten    des  LagerknoteupuakteB  be- 
stimmt.   Das  feste  Lager  entspricht  somit  drei  Lagerbedingungen. 

2.  Beuegliches  Lager,  bei  dem  der  Lagerknotenpunkt  sich  nur  auf 
einer  Kurve  bewegen  kann.  (Beioegliches  Lager  mit  Gleitkurve.  Kurven- 
lager.) Ist  ein  solches  Lager  B  vorhanden,  so  kann,  da  es  sich  nur 
um  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  handelt,  an  die  Stelle  der 
Gleitknrve  deren  Tangente  treten,  oder  auch  irgend  eine  andere  Eurre, 
welche  durch  den  Punkt  B  geht  und  dieselbe  Tangente  besitzt  In- 
folge davon  darf  ein  bewegliches  Lager  B  mit  Gleitturve  ersetzt 
werden  durch  zwei  StOtzungsstabe,  die  von  dem  Punkte  B  nach 
zwei  festen  Paukten  D  und  E  der  Erde  gehen,  uod  beide  in  der 
Normalebene  der  Gleitkurve  im  Punkte  B  liegen  und  natfirlieh  auch 
nicht  zusammenfallen  dürfen.  Durch  ein  bewegliches  Lager  mit 
Gleitkurve  sind  fQr  die  Koordinaten  des  Lagerknotenpunktes  zwei 
Bedingungen  gegeben,  die  aua  den  Gleichungen  der  im  Räume  lie- 
genden Gleitkurve  folgen.  Das  Lager  mit  Gleiäcarve  entspricht  zwei 
Lagerbedingu  ngen. 

3.  Bewegliches  Lager,  bei  dem  der  Lagerknotenpunkt  sich  auf  einer 
Fläche  bewegen  katm.  (Bewegliches  Lager  mit  Gleüflät^.  Flächeniager.) 
Da  es  sich  wieder  nur  um  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  bandelt, 
30  kann  ein  solches  Lager  ersetzt ,  werden  durch  einen  einzigen 
Stützungastab,  der  vom  Lagerknotenpunkt  C  nach  einem  festen  Punkt 
der  Erde  geht  und  in  der  Normalen  der  Gleitääche  liegt.  Dnrch  ein 
solches  bewegliebes  L^er  mit  Gleitßäclie  ist  eine  Bedingung  fiir  die 
Koordinaten  des  Lagerknotenpunktes  gegeben,  die  aus  der  Gleichung 
der  Gleiiääche  folgt.  Das  Lager  mit  Gleitfläche  liefert  eine  einzige 
Lagerbedingung.  In  jedem  dieser  drei  Fälle  ist  die  Anzahl  der  Lager- 
bedingungen durch  die  Zahl  der  Stiitzungsstäbe  gegeben,  die  das 
Lf^er  ersetzen. 

Soll  ein  starres  räumliches  System  festgelegt  werden,  so  sind 
hierzu  sechs  Lagerbedingnngeu  erforderlich.  Bei  weniger  als  sechs 
Lagerbedingnngen  ist  jedenfalls  noch  Beweglichkeit  vorbanden. 
Bei  mehr  als  sechs  Lagerbedingungen  würde  dagegen,  falls  durch 
dieselben  überhaupt  Unbeweglichkeit  hervorgerufen  ist,  kinemati- 
sche "OberbeBtimmtheit  eintreten.  Wenn  es  sieb  daher  darum 
handelt,  das  freie,  ein  starres  Sjstem  bildende,  Fachwerk  im  Raum 
ohne  Hervormfung  von  kinematischer  Überbestimmtheit  festzu- 
legen, so  müssen  die  Lager  derartig  beschaffen  sein,  daß  sich  die- 
selben durch  sechs  Stützungsstäbe  ersetzen  lassen.  Daraus  et^eben 
sich    bei    der   Vermeidung    von   kinematischer  Überbestimmtheit   bei 
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der   Li^riing   eines   freien    räumlichen    Fachwerker    fo^nde    M^- 
lichkeiten : 


Zahl  der  be-  !  Zahl  der  be- 

feateu   Lager        Lager    mit          Lager   mit 
Gleitkurve      1     ßleitfläcbe 

1.  F»U 
a.  Fall 
8.  Fall 

4.  Fall 

5.  Fall 

6.  Fall 

I                            1              1               1 
10                           3 
0                           3                           0 
0                           S             1              2 
0             1              1                            4 
0                            0                            6 

Es  iet  klar,  daß  es  nicht  genügt,  daß  Bechs  StQtzungsstäbe  zur 
Ersetzung  der  Lager  dienen  können,  sondern  es  werden  noch  weitere 
Bedingungen  erfüllt  sein  mQssen,  damit  die  sechs  Stütz ungsstäbe  das 
System  im  Räume  festlegen.  Daß  solche  weiteren  Bedingungen  vor- 
handen sind,  ei^ibt  sich  sofort  daraus,  daß  bei  zwei  festen  Lagern  A 
und  JS,  die  ja  auf  sechs  Stützungsstäbe  fahren,  das  System  noch 
nicht  festgelegt  ist,  da  dasselbe  noch  um  die  Yerbindungslinie  Aß 
der  beiden  L^erknotenpunkte  gedreht  werden  konnte.  Ans  diesem 
Qrnnde  mußte  in  der  obigen  Tabelle  der  Fall  von  zwei  festen  L^m 
von  vornherein  ausgeschlossen  werden. 

Diese  weiteren  Bedingungen,  die  zu  erfüllen  sind,  damit  durch 
die  vorgenommene  Lagerung  das  starre  i^umliche  System  tatsächlicb 
festgelegt  ist,  lassen  sich  am  besten  durch  statische  Betrachtnngen 
finden. 

Die  Lt^erreaktionen,  die  an  die  Stelle  der  Lc^er  bei  der  weiteren 
Untersuchung  gesetzt  werden  dürfen,  müssen  den  übrigen  auf  das  Fach- 
werk wirkenden  Kräften  das  Gleichgewicht  halten  und  sind  aus  den 
sich  ergebenden  Bedingungen  des  Gleichgew ichtee  zu  bestimmeiL 
Infolge  des  Satzes  von  A.  Föppl,  nach  welchem  die  kinemstisrhe 
Bestimmtheit  übereinstimmt  mit  der  statischen  Bestimmtheit,  wird 
das  Fachwerk  durch  die  vorgenommenen  Lagerungen  tatsächlich  fest 
gelegt  sein,  sobald  die  Lagerreaktionen  durch  die  Gleichgewicht^b«- 
dingungen  mit  den  äußeren  auf  die  Knotenpunkte  wirkenden  Kräften 
eindeutig  und  endlich  bestimmt  sind. 

Ist  ein  festes  L^er  A  vorhanden,  so  muß  die  L^erreaktion 
durch  A  gehen,  kann  aber  im   Obrigen  jede   beliebige   Richtung  be- 
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sitzen.  Wird  das  feste  Lager  durch  die  drei  Stützungsstäbe  ersetzt, 
so  läßt  sich  die  Lagerreaktion  eindeutig  in  die  drei  Stütznogsstäbe 
zerlegen. 

Ist  ein  bewegliches  Lager  S  mit  Gleitkurve  vorhanden,  eo  wird 
die  L^erreaktion  durch  JB  gehen  und  in  der  Normalebene  der  Gleit- 
kurve  liegen,  kann  somit  auch  in  eindeutiger  Weise  in  die  beiden, 
das  Lager  ersetzenden,  Stützungsetäbe  zerlegt  werden. 

Bei  einem  beweglichen  Li^er  C  mit  Gleitfläche  muß  die  durch 
C  gehende  Lagerreaktion  in  der  Normalen  der  GleitSäche,  also  eben- 
falls in  dem  Stützungsstabe  liegen. 

Sind  die  äußeren  auf  die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  wirkenden 
und  gegebenen  Kräfte  zu  zwei  sieb  kreuzenden  Kräften  .ßj  und  it, 
zusammengesetzt,  so  würde  die  Bestimmung  der  Lagerreaktionen 
darauf  zurückgeführt  sein,  sechs  Kräfte  zu  finden,  die  in  den  sechs 
Stützungsstäben  liegen  und  den  beiden  Kräften  ü,  und  B^  das  Gleich- 
gewicht halten.  Diese  Aufgabe  kann  aber  leicht  nach  den  Methoden 
Ton  Kapitel  14,  sowie  auch  auf  analytischem  Wege  gelöst  werden. 
Soll  nun  durch  die  voi^nommene  Lagerung  das  Fachwerk  tatsächlich 
festgelegt  sein,  so  müssen  sich  die  sechs  Reaktionen  in  den  Stützunga- 
stähen  eindeutig  und  endlich  ergeben,  was  für  Kräfte  i^  und  R^ 
such  vorbanden  sind.  Es  dürfen  daher  die  sechs  Stützungsstäbe 
nicht  die  spezielle  Lage  besitzen,  bei  welcher  sechs  Kräfte  in  den 
sechs  Stützungsstäben  ein  GleichgewichtsBjstem  bilden  können.  Oder 
mit  anderen  Worten: 

Soü  das  starre  räumliche  System  durch  die  vorgenommene  Lagerung 
tatsächlich  festgelefft  sein,  so  darf  es  nach  Erseteung  der  Lager  durch 
sechs  StiUgungsstäbe  nicht  möglich  sein,  eine  Kraß,  die  in  dem  einen 
Siützungssiabe  liegt,  in  fünf  Komponenten  in  den  anderen  fünf  Stütssungs- 
stähen  eu  zerlegen. 

Wird  die  hieraus  sich  ergebende  besondere  Anordnung  der  L^^r 
vermieden,  so  ist  durch  die  Lager  das  starre  System  festgelegt,  und 
die  Lagerreaktioneu  lassen  sich  endlieh  und  eindeutig  bestimmen,  was 
für  Kräfte  auch  auf  das  starre  System  bzw.  auf  das  festgelegte  be- 
stimmte räumliche  Fach  werk  wirken. 

Hiermit  ist  gezeigt,  tvie  sich  in  jedem  eineelnen  Falle  der  Lagerung 
prüfen  läßt,  oh  durch  dieselbe  das  starre  System  festgelegt  ist  od&- 
nickt.  Ebenso  ist  damit  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Lagerreak- 
tionen gelöst 

Wesentliche  Vereinfachungen  treten  ein,  wenn  einer  der  fünf 
ersten  Fälle  der  Tabelle  vorliegt. 
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Es  sei  z.  B.  der  erste  Fall  betrachtet,  bei  dem  das  starre  System 
festgelegt  werden  soll  durch  ein  festes  Lager  A,  ein  bewegliches 
Lager  S  mit  Gleitkurve  und  ein  bew^lichee  Lt^er  C  mit  Gleitfläche. 

Die  durch  S  gehende  Normalebene  der  Gleitkurve  sei  mit  E 
und  die  durch  C  gehende  Normale  der  Gleitfläcfae  mit  y  bezeichnet. 

Soll  die  Anordnung  der  Lager  eine  richtige  sein,  ho  dQrfeu  sieb 
keine  drei  im  Gleichgewicht  stehende  Kräfte  finden  lassen,  von  denen 
die  eine  durch  Ä  geht,  die  zweite  durch  B  geht  und  in  der  £bene  E 
liegt  und  die  dritte  in  g.  Wenn  aber  drei  Ki^e  im  Gleichgewicht 
stehen  sollen,  so  mOssen  sie  durch  denselben  Punkt  gehen  und  in  der- 
selben Ebene  li^^n. 

Es  sei  demgemäß  der  Schnittpuukt  0  der  Geraden  g  mit  der 
Ebene  E  bestimmt.  Dann  müBte  im  Falle  des  Gleichgewichtes  die 
durch  A  gehende  Kraft  in  OA  und  die  durch  B  gehende  in  OB 
liegen.  Außerdem  müßten  die  drei  Geraden  OA,  OB,  g  in  einer 
Ebene  liegen,  was  der  Fall  ist,  wenn  die  Gerade  AS  die  Gerade  g 
schneidet.     Daraus  ergibt  eich  der  Satz: 

Ein  starres  System  wird  durch  ein  festes  Lager  A,  ein  ietregliches 
Lager  B  mit  Gleilkurve  und  ein  bewegliches  Lager  C  mit  GUitfläche 
und  der  Geraden  g  als  Normale  der  Gteüfläehe  festgelegt,  sobald  die 
Gerade  AB  die  Gerade  g  nicht  schneide. 

Sind  dieser  Bedingung  entsprechend  die  Lager  augeordnet,  so 
würde  die  Bestimmung  der  Lagerreaktionen  auf  die  TerhältnismäBig 
einfache  Aufgabe  hinanslaufen,  drei  Kräfte  zu  finden,  welche  den 
beiden  Kräften  jR^  und  B,  das  Gleichgewicht  halten,  and  too  denen 
die  erste  durch  A  geht,  die  zweite  durch  B  und  außerdem  in  der 
Normalebene  E  der  Gleitkurve  tou  B  liegt,  während  die  dritte  in  g 
liegt.  Die  Bestimmung  der  drei  Be&ktionen  kann  analytisch,  aber 
auch  graphisch  nach  einer  der  Metboden  von  Kapitel  14  erfolgen. 
Es  kann  auch  in  der  Weise  vorgegangen  werden,  daß  zunächst  durch 
den  Satz  vom  statiscfien  Momente  für  die  Drehungsachse  AB  die  in  g 
liegende  Reaktion  ermittelt  wird,  wodurch  dann  die  Bestimmung  der 
beiden  anderen  Beaktionen  erleichtert  ist. 

Ist  der  zweite  Fall  der  Tabelle  vorbanden,  nämlich  ein  festes 
L^er  A  und  diei  bewegliche  Lager  mit  GleitSächen  und  den  Nor- 
malen g^,  jf,,  g^  der  Gleitfläcben,  so  ist  das  starre  System  durch  die 
Lagerung  festgelegt,  sobald  sich  keine  vier  Kräfte  finden  lassen,  welche 
ein  Gleicbgewicbtssystem  bilden,  und  von  denen  die  erste  durch  A  geht, 
während  die  anderen  drei  in  jTj,  g^,  g^  liegen.  Diese  Bedingung  ist 
erfüllt,  wenn  keine  zwei   der  drei  Geraden  9,,  g^,  g^  sich  schneiden, 
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ond  wenn  der  Punkt  A  nicht  aaf  dem  einfachen  Hyperboloid  liegt, 
das  dnrch  die  Geraden  g^,  g^,  g^  bestimmt  ist.  Es  folgt  somit 
der  Satz: 

Ein  starres  System  ist  durch  ein  festes  Lager  A  und  dwck  drei 
bewegliche  Lager  mit  Gleitflächen  und  den  Normalen  jr,,  g^,  g^  der- 
selben festgelegt,  sobald  ifdne  zwei  dieser  drei  Geraden  <?,,  g^,  g^  steh 
schneiden  und  der  LagerJmoienpunkt  A  nicht  avf  dem  einfachen  Hyper- 
boloid liegt,  das  durch  die  Geraden  g^,  g^,  g^  lesHmmt  ist. 

Sind  dieser  Bedingung  entsprechend  die  Lager  angeordnet,  so 
länft  die  BestimniTing  der  Lagerreaktionen  auf  die  Aufgabe  binaos, 
vier  Kräfte  zu  finden,  welcbe  den  beiden  Kräften  if,  und  B^  das 
Gleichgewicht  halten,  und  von  denen  die  erste  durch  A  geht,  während 
die  drei  anderen  in  den  Geraden  jTj,  gj,  g^  liegen.  Die  Bestimmung 
der  vier  Reaktionen  kann  in  der  Weise  erfolgen,  daß  ftlr  die  drei 
durch  A  gehenden  Geraden,  tob  -denen  jede  zwei  der  drei  Linien 
9\t  ffi)  9t  schneidet,  der  Säte  wym  staiischen  Momente  angesetzt  wird, 
woraus  sich  die  drei  in  g^,  g^,  g^  liegenden  Reaktionen  ei^ehen.  Als- 
dann folgt  die  Reaktion  in  A  durch  die  Bedingung  des  geschlossenen 
räumlichen  Kräftepoljgones. 

In  entsprechender  Weise  sind  die  anderen  Fälle  der  Tabelle  zu 
behandeln. 

Es  darf  in  Zukun^  stets  angenommen  werden,  daß  bei  der 
Lagerung  eines  starren  räumlichen  Systemes,  also  hier  eines  bestimmten 
räumlichen  Fachwerkes,  die  Lager  in  richtiger  Weise  angeordnet  und 
die  Lagerreaktionen  bestimmt  sind. 

§  108.    Gestütate  bestimmte  j^nmlialie  Faohwerke. 
Es   kommen   auch   solche   räumlichen   Gelenksysteme   zur  prak- 
tischen Verwendnng,  die  bei  k  Knotenpunkten  weniger  als 

3k -6 
Stäbe  haben.     Unter  der  Voraussetzung  der  durch   die  Lagerung  er- 
folgten Stabililät  seien  solche  Systeme  als  gestützte  räumliclte  Fach- 
tcerke  bezeichnet 

Es  möge  ein  räumliches  Gelenksystem  K  gegeben  sein  von 
Je  Knotenpunkten  und  s  Stäben,  wobei 

s<3ft  — 6, 
und  zwar  sei 

s-|-(=3Jfc-6. 

Infolge    der    zu    kleinen    Zahl    der    Stäbe    würden    in    diesem 
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Systeme  jedeDfalls  gegenseitige  Bewegungen  möglich  sein,  falls  das- 
selbe sich  ^1  im  Banme  befände.  Die  StabQität  des  Systemes  kann 
durch  entsprechende  La^^erang  erreicht  werden.  Jedeo&lls  wird  die 
Zahl  der  erforderlichen  Lager  bzw.  der  Lagerbedingungen  bei  emem 
solchen  Systeme,  das  weniger  als  (3&  —  6)  Stäbe  hat,  zu  dessen  Fest- 
legung größer  sein,  als  wenn  das  System  die  richtige  Anzahl  von 
Stäben  be^e.    FQr  jeden  Stab,  den  das  System  weniger  hat  als 

3Jfc-6, 
ei^bt  sieb  in  dem  Systeme  ein  weiterer  Grrad  von  Bewegongsfteiheit, 
der  dnrch  eine  weit«re  L^erbedingung  aufgehoben  wird.  Bei  dem 
Systeme  K  werden  daher  zu  dessen  Festigung  t  L^erbedingungen 
mehr  erforderlich  sein,  als  wenn  das  System  die  richt^  Anzahl  von 
Stäben  hätte.  Da  nun  zur  Festlegung  eines  starren  Systemes  sich 
sechs  Lagerbedingnngen  ei^eben  haben,  so  werden  zur  Festlegung  dea 
Systemes  K  tou  1:  Knotenpunkten  und 

s  =  3i~6  — i 
Stäben 

«i  =  6  +  ( 
Lagerbedingungen,  bzw.  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  ^: 

m  —  3A;  —  s 
L^erbedingungen   sich    ergeben.     Werden    an  die  Stelle    der  Lager 
Stüteungsstäbe  gesetzt,  so  folgen  daraus,  falls  kinematische  Überbe- 
stimmtheit vermieden  werden  soll, 

1»  =  3Ä  -  s 
StOtzungsstöbe. 

Es  möge  nun  das  Oelenksystem  K  festgelegt  sein  durch  p  feste 
Lager,  q  bewegliche  Lager  mit  Gleitkurve  und  r  bewegliche  Lager 
mit  Gleitfläcbe.  Dann  würden  sich  bei  der  Ersetzung  der  Lager 
durch  Sttitzungs  Stäbe 

m  ="3p  +  25+  r 
StUtzuQgsstäbe  ei^eben. 

Bei  Einsetzung  des  erhaltenen  Wertes  von  m  folgt  somit  die 
Mohrscbe  Gleicbung'): 

Selbstrerständlich  ist,  daß  diese  Gleichung  nicht  genfigt,  um  du 
Gelenksystem  K  durch  die  Lagerung  festzulegen.  Es  entsteht  daher 
die  Frage: 


1)  Siehe  FuSnote  1  S.  607.     Diese  HohiBche  Gleichung  hlltte  aucH  i 
%  99  mit  Hilfe  dea  Erdfachweikes  hergeleitet  Verden  \ 
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Welche  weiteren  Bedingnngen  mäsBen  erfüllt  seia,  damit  eia 
räumlicbes  Gelenksjstein  K  von  k  Knotenpunkten,  das  der  hergelei- 
teten Oleichnng  entsprechend  gelagert  ist,  Btabil  ist  and  somit  als  ein 
gestütztes  bestimmtes  räomliches  Fachwerk  bezeichnet   werden  darf? 

Ist  diese  Frage  beantwortet,  so  wird  sich  die  Aufgabe  ergeben, 
bei  einem  vorliegenden  bestimmten  gestützten  räumlichen  Fachwerke 
die  Spannungen  zd  bestimmen,  die  bei  einem  gegebenen  System  von 
Kräften,  die  anf  die  Knotenpunkte  wirken,  auftreten. 

Sowohl  die  Stabilitätsuntersuchung  wie  die  SpanoungsbeBtimmung 
kann  bei  dem  gestützten  räumlichen  System  in  derselben  Weise  wie 
bei  dem  gestützten  ebenen  System  erfolgen,  bzw.  durch  Zurückfühmng 
des  gestützten  Systemes  anf  ein  freies  System. 

Es  sei  ein  gestütztes  räumliches  System  £  von  k  Knotenpunkten 
nnd  s  Stäben  gegeben,  wobei 

8  <  3i  -  6. 
Dasselbe  sei  in   einer  solchen  Weise  gelagert,   daß  der   obigen  Glei- 
chung entsprechend  diese  Lager  durch 

m  =  3/;  —  s 
Stützungsstäbe  ersetzt  werden  können,  die  nach  m  Punkten  A^,  Ä^,...A„ 
der  Erde  gehen. 

Da  hier  die  Erde  in  bezng  anf  das  Bystem  K  nur  den  Zweck 
erfüllt,  diese  m  Punkte  A^,  A^,...A„  g^eneinander  im  Baume  fest- 
zulegen, so  kann  an  die  Stelle  der  Erde  ein  bestimmtes  räumliches 
Fachwerk  K'  gesetzt  werden,  das  diese  Punkte  A^,  A^, . .  .  A^,  von 
denen  die  Stützungsstäbe  ausgehen,  zu  Knotenpunkten  hat.  Dieses 
au  die  Stelle  der  Erde  tretende  bestimmte  räumliche  Fachwerk  K", 
das  möglichst  einfach  zu  wählen  ist,  sei  wieder  das  Erdfackuerh 
genannt,  das  System  K,  das  festgelegt  werden  soll,  sei  als  das  Aus- 
gaTtgssystem  und,  falls  dasselbe  durch  die  Lagemug  stabil  gemacht 
ist,  als  das  gestütete  Fachwerk  bezeichnet. 

Das  System,  das  aus  dem  Äusgangasystem,  den  m  Stützungs- 
stäben und  dem  Erdfachwerk  besteht  und  symbolisch  durch 

E  +  K' 
bezeichnet  werden  kann,  sei  das  erweiterte  System  und,  falls   dasselbe 
stabil  nnd  somit  infolge  der  richtigen  Zahl  der  Stäbe  ein  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  ist,  das  erweiterte  bestimmte  Fachwerk  gmannt. 

Es  ergeben  sich  dann  wie  in  Kapitel  19  für  das  ebene,  so  jetzt 
für  das  räumliche  gestützte  System  die  Sätze'): 

1)  Dieee  folgenden  Sätze  wie  die  darauf  eich  grandende  allgemeine  Methode 
zur  TTuteraochang  und  Spannntigsbestimmuiig  ist  wie  für  daa  ebene  gestütite 
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Ist  das  gestützte  System  K  stabil,  so  maß  dieses  (Mch  mit  dm 
enceiterten  System 

K  +  E' 

der  Fali  sein.  Ist  umgek^rt  das  erteeHerte  Syrern  siahil  und  datier 
infolge  der  richtigen  Zahl  der  Stäbe  ein  bestimmtes  räumliches  Fadi- 
werk,  so  ist  auch  das  gestützte  System  stabil  wtd  somit  ein  gesUitdts 
bestimmtes  räumliches  Fachwerh. 

Ein  gestütetes  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  kann  stets  als  eiu 
Teil  eines  freien  bestimmten  räumlichen  Fackwerkes  betradiiet  tcerdeit, 
dessen  anderer  Teü  aus  einem  bestimmten  räumlichen  Faditcerk  (deui 
Erdfathwerk)  für  sich  besteht  und  aus  einer  Reihe  von  Stäben,  die  row 
den  Knotenjmnkten  des  Erdfatiiwerkes  nach  den  Lagerknotenptmkleti 
des  gestütsten  Fachwerkes  gehen  und  die  Lagerungen  ersetzen. 

Es  möge  ein  gestütztes  beatimmtes  rämnliches  Fachwerk  E  vor- 
liegen, auf  dessen  Knotenpunkte  ein  gegebenes  System  tou  Kräften  P^ 
wirkt,  das  kein  Gleichgewichtssystem  zu  bilden  braucht,  da  da^ 
Oleichgewicht  durch  die  Lagerreaktionen  hergestellt  wird. 

N^ach  Ersetzung  der  Lager  durch  die  StUtzungsstäbe  und  Her- 
stellung des  erweiterten  Fachwerkes  seien  in  beliebigen  Knotenpunktcii 
des  Erdfachwerkes  K'  Kräfte  Q,  angenommen,  die  mit  den  auf  die 
Knotenpunkte  des  gestutzten  Fachwerkes  wirkenden  Krüften  Ff  m 
Gleichgewicht  stehen,  im  übrigen  aber  vollkommen  beliebig  gewählt 
werden  dürfen. 

Da  das  erweiterte  Facbwerk  (K  +  K')  ein  freies  bestimmtes 
Fachwerk  ist  und  auf  dasselbe  nach  Einführung  der  Kraft«  Q^  ein 
Gleicbgewicbtssystem  von  Kräften  wirkt,  so  lassen  sich  die  Spannungen 
n  den  sämtlichen  Stäben  des  erweiterten  Faobwerkes  finden,  die  sich 
infolge  der  Kräfte  P^  und  Q,  ergeben,  und  zwar  bekommt  die  Spannunc 
jedem  Stabe  einen  einzigen  ganz  bestimmten  endlichen  Wert 
Hierbei  ergibt  sich  in  derselben  Weise  wie  in  §  100  (Qr  das  gestütiie 
bestimmte  ebene  Fachwerk,  nun  für  für  das  gestützte  bestimmt«  räum- 
liche Facbwerk  der  Satz: 

Die  Spannungen  in  den  Stäben  des  gestützten  bestimmten  räum- 
lichen Fachuerkes,  wie  diejenigen  in  den  SUitgungsstäben,  sind  rdl- 
kommen  unabhängig  ron  der  speziellen  Wahl  der  Kräfte  Q^,  dir  mf 
das  Erdfachwerk  wirken.  Von  der  Wahl  der  Krc^  Q^  hängen  nur 
die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Erdfa^^icerkes  selbst  ab. 


>y  Google 


g  109.   Tetraederfachweike,  G41 

Da  das  Erdfachwerk  nur  ein  Hilfemittel  bildet  für  die  Unter- 
suchnng  des  gestützten  rilnmtichen  Sjstemes,  so  kommen  die  Span- 
nnogen  in  den  Stäben  des  Erdfactwerkes  nicht  weiter  in  Betracht. 
£s  ist  für  die  gestellte  Aufgabe  der  Spanniingsbestimmung  in  den 
Stäben  des  gestützten  bestimmten  räumlichen  Fachwerkes  vollkommen 
gleichgültig  wie  die  Kräfte  §,  gewählt  werden.  Die  Spannungen, 
die  sich  in  den  Stäben  des  gestützten  räumlichen  Fachwerkes  wie  in 
den  StützuDgsstäben  ei^eben  haben,  sind  unter  allen  Umstanden  die 
richtigen,  wie  auch  die  Kräfte  Qf  angenommen  sind,  sobald  dieselben 
nur  mit  den  gegebenen  Kräften  P,  ein  Oleichgewichtssystem  bilden. 

Sodann  sind  die  Lagerreaktionen  durch  die  in  den  SUitsswngssläbe» 
erhaltenen  Spannungen  bestimmt 

Durch  diese  hergeleiteten  Sätze  ist  die  Stabilitätsuntersuchung  des 
gestützten  räumlichen  Sgstemes  zurückgeführt  auf  di^enige  eines  freien 
Systemes,  nändich  des  a-weiterten  Systetnes.  Ebenso  ist  die  Spannungs- 
itestimmung  in  dem  gestützten  bestimmten  räumlichen  Fadiwerke  eurück- 
gefährt  auf  diejenige  eines  freien  bestimmten  räumlichen  Fachwerkes, 
nämlich  des  erweiterten  bestimmten  räumlichen  Fachtverkes.  Es  sind 
daher  in  Zakunft  nur  noch  freie  räumliche  Systeme  zu  untersnchen. 

Daß  im  übrigen  die  Kräfte  Q^  wie  dos  Erdfachwerk  in  möglichst 
einfacher  und  praktischer  Weise  zu  wählen  sind,  ist  selbstverständlich. 
Sbenso  ist  klar,  daß  wie  bei  dem  gestützten  bestimmten  ebenen 
Fachwerke,  so  auch  bei  dem  gestützten  bestimmten  räumlichen  Fach- 
nerke  die  WillkUrlichkeiten  in  der  Wahl  des  Erd&chwerkes  dazu 
benutzt  werden  können,  um  sich  die  Spannungsbestimmung  zu  er- 
leichtern.    Es  braucht  hierauf  nicht  weiter  eing^angen  zu  werden. 


Einundzwanzigstes  Kapitel. 

Untersnclinng  Ton  speziellen  einfacheren  bestimmten  räiimllelien 
Faehwerken. 

§  109.  Tetraederfaohwerke. 

Bevor  die  allgemeinen  Methoden  für  die  Herstellung  von  be- 
stimmten räumlichen  Facbwerken,  sowie  für  die  Bestimmung  der 
Spannungen  entwickelt  werden,  seien  zunächst  einfachere  spezielle 
Facbwerke  betrachtet  und  für  diese  die  Spannungsbestimmung  durch- 
geführt. 

Wenn  es  sich  um  die  Herstellung  von  bestimmten  räumlichen 
Fachwerken  handelt,  so   liegt  es  nahe,   den  Versuch   zu  machen,  die 
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Methoden  hierfür  zu  gewianen  durch  ein«  entsprechende  Verall- 
gemeiDemog  derjenigen  Methoden,  die  sich  bei  den  ebenen  beBtiiunit«n 
Fachwerken  ergeben  haben. 

Das  einfachste  bestimmte  räumliche  Fachwerk  ist  ein  Fachwerk, 
das  durch  die  Ecken  und  Kanten  eines  Tetraeders  als  Knotenpunkte 
nnd  Stäbe  gebildet  wird.  Hierbei  darf  jedoch  der  spezielle  Fall  nicht 
auftreten,  bei  dem  alle  vier  Ecken  des  Tetraeders  in  einer  Ebene 
liegen,  da  sonst  kinematische  Unbestimmtheit  eintreten  w&rde.  Dies« 
einfachste  bestimmte  räumliche  Fachwerk  hat  Tier  zwei&che  Knoten- 
punkte und  sechs  Stäbe;  die  hergeleitete  Gleichung: 

s  =  3*-6 
ist  somit  tatsächlich  erfüllt. 

Wirken  auf  die  vier  Knotenpunkte  Ä,  B,  C,  D  eines  flolchec 
ränmlichen  Fachwerkes  Kräfte,  die  im  Gleichgewicht  stehen,  so  wfirde 
es,  um  die  Stabspannungen  zu  finden,  erforderlich  sein,  jede  dieser 
vier  Kräfte  in  das  Gleichgewicht  zu  setzen  durch  drei  Kräfte,  die  iu 
den  drei  in  dem  betreffenden  Knotenpunkte  zusammenkommenden 
Stäben  liegen.  Diese  Aufgabe  kann  aber  in  einfachst«r  Weise  sowohl 
analytisch  wie  auch  graphisch  nach  den  Methoden  von  §  64  gelöst 
werden. 

Dieses  Tetraeder  tritt  an  die  Stelle  des  Dreieckes,  welches  sich 
als  einfachstes  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  erwiesen  hat 

Durch  Zusammenlegen  von  Dreiecken  stets  mit  einer  gemein- 
samen Seite  haben  sich  in  der  Ebene  die  Dreiecksfachwerke  ergeWn. 
In  entsprechender  Weise  lassen  sich  bestimmte  fiaumfacbwerke  her- 
stellen. 

An  das  Tetraeder  mit  den  Knotenpunkten  A,  B,  C,  D  sei  ein 
zweites  Tetraeder  angeschlossen,  das  mit  dem  ersten  die  Seite 
BCD  und  infolge  davon  auch  die  drei  Knotenpunkte  B,  C,  B,  sowie 
die  drei  Stäbe  BC,  CD,  DB  gemeinschaftlich  besitzt.  Der  vierte 
Eckpunkt  dieses  zweiten  Tetraeders  sei  mit  E  bezeichnet.  Es  iat  hier- 
durch nur  der  Funkt  E  als  weiterer  Knotenpunkt  hinzugetreten,, so- 
wie die  drei  Stäbe  EB,  EC,  ED.  Das  so  erhaltene  Gelonkgjstem 
besitzt  fünf  Knotenpunkte  und  neun  Stiibe.     Die  obige  Gleichnag 

s~U-6 
ist  erfüllt.     Da  durch    die  drei   Stäbe  EB,   EC,   ED   der  Punkt  E 
festgelegt  wird,  so  hat  sich  wieder  ein  bestimmtes  läumlichee  Fach- 
werk ergeben. 

Die  Spannungsbestimmung  in  diesem  Fachwerke  kann  erfolgen. 
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indem  zuoäclist  durch  den  Knotenpunkt  E  die  Spannungen  in  den 
drei  in  E  zusammentreffenden  Stäben  ermittelt  werden.  Dann  laasen 
aich  in  gleicher  Weise  die  Spannungen  in  den  Qbrigen  Stäben  Bnden. 
In  dieser  Weise  kann  fortgefahren  werden,  indem  stets  an  das 
erhaltene  Fachwerk  ein  neues  Tetraeder  angeschloasen  wird,  welches 
mit  diesem  Fachwerk  eine,  ein  Dreieck  bildende,  Seite  gemeinschaft- 
lich besitzt.  Die  so  erhaltenen  Systeme,  die  eine  mannig&ltige  Form 
haben  können,  sind  stets  stabil,  wenn  keine  Tetraeder  zur  Verwen- 
dung gelangen,  bei  denen  die  vier  Eckpunkte  in  einer  Ebene  liegen. 
Da  femer  bei  jedem  Anschloß  eines  weiteren  Tetraeders  ein  Knoten- 
punkt nnd  drei  Stäbe  hinzutritt,  so  bleibt  die  Gleichung 
5  ~  3t  _  6 

erhalten.  Es  werden  daher  diese  Systeme  bestimmte  räumliche  Fach- 
werke sein.  Dieselben  seien  als  TelraederfachwerJce  bezeichnet,  sie 
entsprechen  den  Dreiecksfachuerlen  in  der  Ebene. 

Um  die  Stabspaunungen  in  einem  solchen  Tetraederfachwerke  zu 
finden,  wird  man  mit  dem  Knotenpunkt  beginnen,  der  durch  das  zu- 
letzt angeschlossene  Tetraeder  hinzugekommen  ist,  dann  zu  dem- 
jenigen Knotenpunkte  fibergehen,  der  sich  durch  das  vorletzte  Tetra- 
eder ergeben  hat  usw.  Ist  in  dieser  Weise  vorg^angen,  so  läuft  die 
Spannungsbestimmung  auf  wiederholte  Lösung  der  Aufgabe  hinaus: 
eine  gegebene  Kraft  mit  einem  Angriffspunkt  0  durch  drei  Kräfte 
in  das  Gleichgewicht  zu  setzen,  die  in  drei  gegebenen  durch  0 
gehenden  Geraden  liegen.  Werden  bei  Lösung  dieser  Aufgabe  jedes- 
mal die  räumlichen  Kräftepolygone  konstruiert,  so  hätten  sich  die 
Spannungen  hiernach  durch  die  in  den  Kaum  fihertr^ene  Methode 
der  Kräft^lygone  ergeben. 

Bei  der  analytischen  Bestimmung  der  Spannungen  in  einem 
Tetraederfach  werke  würden  sich  die  Gleichungen  (2)  von  §  106  in 
Gruppen  zu  dreien  anordnen  lassen,  so  daß  die  erste  Gruppe,  die  sich 
durch  den  zuletzt  hiozu  getretenen  Knutenpunkt  ergibt,  nur  drei  Un- 
bekannte enthält,  die  zweite  Gruppe  drei  neue  Unbekannte  usw.  Es 
müßten  demgemäß  Systeme  von  je  drei  linearen  Gleichungen  mit 
drei  Unbekannten  aufgelöst  werden. 

§  110.    Bänmliohe  Fauhwerke,  die  entstanden  sind  doroh   gegen- 
seitige FesÜegang  von  zwei  Foohwerken.     Sohnittmethode. 
In  der  Ebene   sind   Fachwerke  untersucht,   die  entstanden   sind 
indem  zwei  bestimmte  ebene   Fachwerke    durch  drei  Stäbe   gegenein- 
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ander  festgelegt  warden.  In  entsprechender  Weise  laseeu  sieb  Kauni- 
&chwerke  herstellen. 

Es  seien  zwei  bestimmte  räumliche  Fachwerke  K^  und  K^  ron 
^  and  ^  Knotenpunkten  nnd  demgemäfi 

s,  =  34,-6 
und 

s,  -  3A-,  -  6 

Stäben  gegeben.  £in  bestimmtes  Fachwerk,  daa  aus  den  beiden  Fach- 
werken hergestellt  ist,  indem  Knotenpunkte  des  einen  Fachwerkes 
durch  Stäbe  mit  solchen  des  anderen  verbundeu  sind,  wird 

ii  +  *, 
Knotenpunkte  haben  und  muß  somit 

s  =  3(iti+ A-,)  — 6 
Stäbe  besitzen.     Nun  ist  aber 

s_  (SÄ-, -6} +  (3*, -6) -1-6 
oder 

8"  8y-\-  S^+  Q. 

Da  das  neue  Fachwerk  sämtliche  Stabe  der  beiden  Fachwerke  £, 
und  Kf  haben  soll,  so  muß  die  Verbindung  der  beiden  Fachwerke 
durch  sechs  Sföbe  erfolgt  sein,  wenn  das  erhaltene  System  ein  be- 
stimmtes sein  soll.     Es  folgt  daraas  der  Satz: 

Wenn  es  überhaupt  rMglicii  ist,  zwei  bestimmie  räumliche  Fack- 
ieerl(e  zu  einem  einzigen  hestimmten  räumliehen  Fackwerke  zu  ver- 
einigen, indem  Knotenpunkte  des  einen  Fachwerkes  durch  Stäbe  mit 
Knotenpunkten  des  andern  vetimnden  werden,  so  sind  hierzu  se(^  Stäbe 
forderlich. 

Die  sechs  Stäbe,  welche  die  beiden  bestimmten  tänmlichen  Fach- 
werke miteinander  verbinden,  seien  mit  ^j,  g^,  g^,  g^,  g^,  g^  be- 
zeichnet. Um  zn  prüfen,  ob  das  erhaltene  System  ein  bestimmtes 
rtiumlicbes  Fachwerk  ist  oder  nicht,  genUgt  es  nach  §  106  zn  unter- 
suchen, ob  für  den  Fall,  daß  gar  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden 
sind,  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben  des  erhaltenen  Systemcs 
eindeutig  NnU  werden  oder  nicht.  Da  nun  K^  und  K^  für  eich  be- 
stimmte Fachwerke  sind,  so  werden  sowohl  In  den  Stäben  von  Ä', 
wie  in  denen  von  K^  sämtliche  Spannungen  eindeutig  gleich  Null, 
wenn  keine  äußeren  Ki^fte  vorhanden  sind,  und  wenn  in  den  sechs 
Stäben  g^,  g^,  g^,  g^,  g^,  g^  die  Spannungen  NuU  sind.  Es  sei  nun 
durch  diese  sechs  Stäbe  ein  Schnitt  geführt  und  die  sechs  Gelenk- 
drücke dieser  Stäbe,  die  auf  das  Fachwerk  £',  wirken,  mit  S^,  S^,  S^, 

i=,Coot;^lc 
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St,  S^,  jSg  bezeichnet.  Da  aitf  das  Fachwerk  Ki  keine  äuSeren  Kräfte 
wirken,  so  mUseen  diese  sechs  Gelentdrücke  ein  Gleiehgewichtssystem 
bilden.  Sollen  nun  die  sechs  Gelenkdrücke  6^,,  S^, . . .  S^,  und  damit 
die  Spannungen  in  den  sechs  Släben  g^,  fft,  ■  ■  ■  Ss  eindeutig  gleich 
Null  sein,  so  dürfen  diese  Geraden  g^,  gt>--ffi  lücht  die  spezieile 
Lage  besitzen,  bei  der  sich  sechs  Kräfte  in  diesen  Linien  finden  lassen, 
die  ein  Gleichgewichtssystem  bilden.  Nach  Kapitel  14  heißt  dieses, 
es  dürfen  die  sechs  Geraden  g^,  g^,...g^  keine  sich  selbst  ent- 
sprechenden Geraden  eines  Nnllsystemee  sein.  Es  ist  dieses  dieselbe 
Untersuchung,  die  auch  in  §  107  bei  der  Bestimmung  der  Lager- 
.reaktionen  angestellt  ist.     Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Werden  xwei  hesHmimte  räumliehe  Fadiwerke  durch  sechs  Stäbe, 
die  von  sechs  Knotenpunkten  des  einen  Faekwerkes  nach  sechs  Knoten- 
punkten des  anderen  Fachwerkes  geliert,  miteinander  verburtden,  so  ist 
das  entstandene  System  dann  und  nur  dann  ein  bestimmtes  räumliches 
Faehwerk,  uienn  die 
secits  Verbindungs- 
stäbe nicht  in  sechs 
sich  seBiSt  entspreclten- 
den  Geraden  eines 
Nuüsystemes  liegen.^') 
Dieser  Satz  möge 
insofern,  als  sich 
durch  denselben  neue  " 
Fachwerkeheratellen 
lassen,  als  das  erste 
Bildungsgesete  der 
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raum- 
lichen Fachwerke  be- 
zeichnet sein. 

Ein  Beispiel  für 
ein  Fachwerk,  das 
nach  diesem  ersten 
Bildungsgesetz  hergestellt  ist,  gibt  Fig.  330  in  Grundriß  und  Aufriß. 
Bei  demselben  sind  zwei  bestimmte  räumliche  Fachwerke,  deren  Kno- 
tenpunkte und  Stäbe  durch  die  Ecken  und  Kanten  von  zwei  Tetra- 
edern gegeben  sind,  durch  sechs  Stäbe  gegeneinander  festgelegt  und 
so  zu  einem  einzigen  bestimmten  räumlichen  Facbwerke  vereinigt. 

1)  Dieser  Satz  mochte  anf  Ä.  Füppl  zu rückzu führen  sein.    Siehe  FCppl, 
Faehwerke  (1680)  p,  13. 
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Sind  zwei  beatinmite  raumlicbe  Fachwerke  Kj  and  f,  dem  ersteu 
BilduDgBgesetze  entspreckead  durch  sechs  YerbindungBstäbe  gegen- 
einander festgelegt,  bo  kann  die  Bestimmung  der  Spanunngen  in  den 
sechs  Verbindungsstäben  durch  die  SchniUmethode  erfolgen.  Werden 
lünilich  die  auf  das  Fachwerk  JC,  wirkenden  äaßeren  Kräfte  zn  zwei 
sich  kreuzenden  Kräften  fi,  nnd  R^  vereinigt,  so  wird  es  nur  nötig 
sein,  sechs  Kräfte  in  den  sechs  Yerbindungsatäben  zu  finden,  welche 
den  beiden  Kräften  ü,  und  R^  das  Oleichgewicht  halten.  Dieses  kann 
Bnnlytisch  aber  auch  graphisch  nach  den  Methoden  von  Kapitel  14 
geschehen.  Die  so  erhaltenen  sechs  Kräfte  werden  die  sechs  Gelenk- 
drQcke  sein,  die  in  den  sechs  Verbindungslinien  liegen  tmd  auf  die 
betreffenden  sechs  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  K,  wirken.  Sind 
in  dieser  Weise  die  Spannungen  in  den  sechs  Yerbindungsstäben  ge- 
funden, 80  wOrde  nach  Ersetzung  derselben  durch  die  betreffenden 
Gelenkdrficke  jedes  der  beiden  Fachwerke  K^  und  £,  für  sich  weiter 
za  untersuchen  sein. 

Die  hier  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  sechs  Ver- 
binduogsstäbeu  benutzte  Schnittmähode  leistet  für  das  räumliche  Fach- 
werk das  nämliche,  wie  die  bei  dem  ebenen  Fachwerke  gegebene 
Schnittmethode:  Diese  Methode  ist  stets  anwendbar,  wenn  es  möglidi 
ist,  durch  das  räumlicfie  Fachtverk  einen  Schnitt  zu  legen,  der  sedis 
Stöbe  trifft,  die  nicht  in  sich  selbst  entsprechend^i  Geraden  eines  Nuü- 
systemes  liegen  (vorausgesetzt  natürlidt,,  daß  das  Faehwerh  durch  de» 
ausgeführten  Schnitt  in  ewei  vollständig  getrennte  Teile  eerfäSt),  und 
kann  dann  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  deit  secfis  vom  Sdmitte 
getroffenen  Stäben  benutzt  tverden. 

Es  ist  übrigens  nicht  nötig  bei  Herstellang  eines  bestimmten 
räumlichen  Fachwerk^  aus  zwei  bestimmten  räumlichen  Faehwerken  K^ 
und  Äj  mit  Hilfe  des  ersten  Bildungsgeaetzea,  daß  die  sechs  Ver- 
bindungsstäbe  von  sechs  verschiedenen  Knotenpunkten  des  Fach- 
werkes £,  (bzw.  des  Fachwerkes  K^)  ausgehen.  Es  kann  vielmehr 
sein,  daß  von  dem  nämlichen  Knotenpunkte  A  des  Fachwerkes  K, 
mehrere  Verbindungsstäbe  ausgehen,  wie  dieses  auch  in  Fig.  330  tat- 
sächlich der  Fall  war.  Yon  vornherein  ist  jedoch  klar,  daß  von  dem 
nämlichen  Knotenpunkte  des  einen  Fachwerkes  höchstens  drei  solche 
YerbindungsBtäbe  ausgehen  dürfen,  wenn  nicht  kinematische  Unbe- 
stimmtheit eintreten  soll,  da  schon  durch  drei  Stäbe,  die  von  dem- 
selben Knotenpunkte  A  des  einen  Fachwerkes  nach  drei  Knoten- 
punkten des  anderen  Fachwerkes  gehen,  der  Punkt  A  gegenüber  dem 
zweiten  Faehwerke  festgelegt  ist,  _^ 
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Die  Terschiedenen  I^Ue,  die  sich  dadarcli  ergeben,  daß  mehrere 
Verbiiidimgsstäbe  yon  demselben  Knotenpunkte  Ä  des  Faehwerkes  Ä, 
auBgehen,  sind  Qhrigeas  dieselben,  die  auch  in  §  107  bei  der  liagernng 
eines  starren  räumlichen  Systemes  anftreten. 

Um  dieses  zn  beweisen,  sei  das  Fachwerk  K^  festgehalten  ge- 
dacht nnd  die  etwaige  Beweglichkeit  des  Fachwerkes  K^  untersucht. 
Qeht  dann  von  einem  Knotenpunkte  A  de»  Fachwerkes  K^  nur  ein 
einziger  Yerbindungsstab  g  ans,  so  kann  derselbe  auch  durch  ein 
bewegliches  I^ager  in  A  mit  tileitfläche  ersetzt  werden,  wobei  g  in 
die  Normale  der  Gleitääche  lallen  moB.  Gehen  andererseits  von  dem 
Knotenpunkte  A  zwei  Verbindungestäbe  g  nnd  l  ans,  so  werden  die- 
selben durch  ein  bewegliches  Lager  in  A  mit  Gleitkurre  und  der 
Ebene  gl  als  Normalebene  derselben  ersetzt  werden  dQrfen.  Gehen 
schließlich  tou  dem  Punkte  A  drei  Verbindongsstöbe  aus,  die  natürlich 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen  dürfen,  so  kann  an  die  Stelle  der 
drei  Verbindnngsstäbe  ein  festes  Lager  in  A  gesetzt  werden. 

Treten  derartige  B^lle  ein,  bei  denen  mehrere  Stäbe  von  dem 
nämlichen  Knotenpunkte  des  einen  Fachwerkes  ausgehen,  so  wird 
dadurch  die  Anwendung  der  Schnittmethode  sich  vereinfachen. 

Als  einen  speziellen  Fall  des  ersten  Bildungsgesetzes  ist  es  an- 
zusehen, wenn  zunächst  ein  Knotenpunkt  A^  des  einen  Fachwerkes  iT, 
mit  einem  Knotenpunkte  A^  des  anderen  Fachwerkes  K^  zusammen- 
gelegt wird,  und  wenn  dann  die  beiden  Knotenpunkte  durch  ein  ein- 
ziges Gelenk  verbunden  werden.  Da  hierdurch  der  Knotenpunkt  Ai 
gegenüber  dem  Fachwerke  K^  festgelegt  ist,  so  wird  ein  solches 
Zusammenlegen  von  zwei  Knotenpunkten  drei  Yerbindungsstäben  ent- 
sprechen. Zur  gegenseitigen  Festlegung  der  beiden  Fachwerke  sind 
somit  nur  noch  drei  Yerbindungsstäbe  i^j,  g^,  g^  erforderlich.  Damit 
auf  diese  Weise  tatsächlich  eine  gegenseitige  Festlegung  der  beiden 
Fachwerke  erzielt  ist,  dürfen  nach  §  107  keine  zwei  der  Geraden  g^, 
9t)  9i  ^'^^  schneiden,  also  jedenfalls  keine  zwei  von  demselben  Kno- 
tenpunkte ausgehen,  und  es  darf  dann  der  Punkt  Ai  nicht  auf  dem 
durch  die  drei  Geraden  g^,  g^,  g^  bestimmten  Hyperboloide  liegen. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  ersten  Bildungsgesetzes  lassen 
sich  Fachwerke  von  mannigfaltigster  Gestalt  erzeugen.  Ist  umgekehrt 
ein  gegebenes  Gelenksystem  zu  untersuchen,  welches  die  für  die  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerke  erforderliche  Zahl  von  Stäben  hat, 
so  wird  es  sich  immer  empfehlen,  zunächst  zu  prüfen,  ob  sich  nicht 
Schnitte  der  verlangten  Art  hindurchlegen  lassen,  so  daß  es  nur  noch 
erforderlich  ist,  jeden  der  beiden  Teile  für  sich  zn  untersuchen. 
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§  111.    ÜbeitTBgang  der  von  Saviotti  fär  die  HeiatellTutg  tob 

ebenen  Faeliwerken  gegebenen  Methoden  auf  den  Baum. 

In  §  86  ist  gezeigt,  daß  sich  aus  einem  bestimmten  ebenen  Fach- 
werke wieder  ein  solches  ergibt,  wenn  an  die  stelle  eines  zwei  Kno- 
tenpunkte A  und  B  verbindenden  Stabes  ein  bestimmtes  Fachwerk 
gesetzt  wird,  welches  die  beiden  Punkte  A  und  B  zu  Knotenponkten 
hat  und  Eur  in  denselben  mit  dem  gegebenen  Systeme  zusammenhängt. 

Würde  in  entsprechender  Weise  bei  einem  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerke  K  ein  Stab  AB  durch  ein  bestifnmtes  räumliches 
Fachwerk  K^  ersetzt,  welches  die  Punkte  A  und  B  zu  Knotenpunkten 
hat  und  nur  in  denselben  mit  dem  gegebeneu  Systeme  zusammen- 
hängt, 80  würde  noch  eine  Drehung  des  Fachwerkes  Ki  um  ^S  als 
Achse  möglich  sein.  Das  so  erhaltene  System  ist  ein  bewegliche«. 
Dementsprechend  zeigt  es  sich  auch  beim  Nachzählen  der  Knoten- 
punkte und  Stäbe,  daß  das  hergestellte  System  einen  Stab  zu  wenig 
besitzt. 

Soll  nach  Ersetzung  des  Stabes  AB  durch  ein  bestimmtes  Fach- 
werk Kl  wieder  ein  bestimmtes  raumliches  Fach  werk  entstehen, 
so  ist  dB»  Fachwerk  ff,  noch  durch  einen  Stab  g^euQber  dem 
gegebenen  Systeme  festzulegen.  Eine  solche  Festlegung  kann  aber 
erfolgen,  indem  ein  weiterer  Stab  eingezogen  wird,  welcher  einen 
Knotenpunkt  0  des  gegebenen  Systemes  mit  einem  Knotenpunkt  D 
des  Fachwerkes  K,  verbindet,  wobei  die  Wahl  der  Punkte  C  und  D 
nur  durch  die  Bedingung  beschränkt  ist,  daß  die  Gerade  CD  die  (Je- 
rade  AB  nicht  schneiden  darf.     Es  folgt  somit  der  Satz: 

.  Aus  einem  geg^>enen  bestimmten  räKmIich&i  Fachtcerke  K  ergibt 
sidi  wieder  ein  solches,  nenn  an  die  Steile  eines  Stabes  AB  ein  le- 
stimmles  räumliches  Fachu-erk  Ä",  gesetzt  wird,  weldies  die  PutAie  A 
und  B  eu  Knotenpunkten  hat  und  in  denseHen  mit  dem  geg^ene« 
Systeme  zusammenhängt,  und  ivenn  außerdem  no<A  ein  Knotenpunkt  C 
des  gegelenen  Systemes  durch  einen  Stab  mü  einetn  Knotenpunlde  D 
des  Fachiierles  K^  verbunden  mird,  wobei  jedoch  die  beiden  Geraden  AS 
und  CD  sich  nicht  schneiden  dürfen. 

Wird  ein  einzelner  Stab  eines  ebenen  Fachwerkes  auch  aU  ein 
ebenes  bestimmtes  Fachwerk  für  sich  betrachtet,  so  läßt  sich  das  von 
Saviotti  für  die  Ebene  gegebene  Gesetz  bei  Verallgemeinerung  auch 
in  folgender  Weise  aussprechen: 

Besieht  ein  bestimmtes  ebenes  Fachwerli  K  aus  zwei  Teilen  Ä', 
und  Ä",,  wo  ffj  für  sidt  ein  bestimmtes  ebenes  FaAwerk  ist,  so  entstdtl 
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ivieder  ein  bestimmtes  ätenes  Fadtwerk,  wenn  an  die  Stdle  von  E^  ein 
anderes  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  gesetzt  wird,  das  jedoch  in  den 
nämlidien  Knotenpunkten  wie  K^  mit  K^  zusammenhängt. 

In  dieser  Weise  aufgefaßt  kann  das  Gesetz  von  Sariotti  sofort 
auf  den  Baam  übertragen  werden: 

Laß  sich  bei  einem  bestimmten  räumlidien  Fadiwerk  K  ein  Teil 
Kl  absondern,  welcher  für  sich  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk 
büdet,  so  entsieht  wieder  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk,  wenn  an 
die  Stelle  von  K^  ein  anderes  bestimmtes  räumliches  FwAwerk  gesetzt 
wird,  das  in  den  nämlichen  Punkten  ais  Knotenptmkten  mit  dem  gegebenen 
Systeme  zusammenhängt. 

Ist  ein  Teil  K^  eines  bestimmten  räumlichen  Facbwerkes  K  ein 
bestimmtes  räumlicheB  Fachwerk  för  sich,  ao  kann  der  andere  Teil 
Ky  als  ein  gestütztes  bestimmtes  räumlicbes  Fach  werk  betrachtet 
werden,  welches  durch  das  Fachwerk  K^  (gewissermaßen  als  Erd- 
fachweik)  festgelegt  ist.  Infolge  davon  lassen  sich  auf  diesen  Fall 
die  Sätze  des  §  108  ohne  weiteres  anwenden. 

Es  wird  daher  auch  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  ent- 
stehen, wenn  an  die  Stelle  des  Fachwerkes  K^  ein  anderes  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  f,'  gesetzt  wird,  sobald  nur  dadurch  die  L^e 
der  Stäbe,  die  von  £",  aasgingen  und  so  das  System  K^  festlegten, 
nicht  geändert  wird.     Es  ergibt  sich  hierbei  der  Satz: 

Läßt  sich  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  in  zwei  Teile  zer- 
legen, so  daß  der  eine  Teil  K^  für  sich  ein  bestimmtes  räumliches  Fach- 
werk bildet,  so  hängen  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  anderen 
Teiles  K^  nicht  ab  von  den  auf  den  Teü  £,  wirkenden  Kräften. 

Werden  die  auf  den  Teil  K",  wirkenden  Kräfte  mit  Q^,  die  auf 
K^  wirkenden  mit  P^  bezeichnet,  wobei  die  Kräfte  P^  mit  den 
Kräften  Q^  ein  Gleichgewichtssjstem  bilden,  so  ändern  sich  daher  die 
Spannungen  in  den  Stäben  von  K^  nicht,  wenn  an  die  Stolle  der 
Kräfte  Qt  andere  Kräfte  Ql  gesetzt  werden,  die  mit  den  Kräften  P^ 
zusammen  ebenfalla  ein  Gleichgewichtasystcm  bilden. 

Dafi  diese  hergeleiteten  Sätze  wie  in  §  103  für  das  ebene  Fach- 
werk, so  auch  jetzt  für  das  räumliche  dazu  benutzt  werden  können, 
am  sich  die  Spannungsbestimmung  bei  einem  vorli^enden  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke  zu  erleichtero,  bedarf  keiner  weiteren  Be- 
gründung. 

Von  Saviotti  ist  aus  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerk  K 
wieder  ein  solches  hergeleitet,  indem  nach  Annahme  eines  geschlossenen 
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n-Eckea  jede  der  n  Ecken  durch  einen  Stab  mit  einem  Knotenpunkt 
d^  Fachwerkes  K  verbunden  ist  (siehe  §  86).  Es  soll  untersacht 
werden,  wie  dieses  Gesetz  sich  auf  die  räumlichen  Fachwerke  aus- 
dehnen läßt. 

Es  sei  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  K  gegeben.  Wird 
nun  ein  geschlossenes  räumliches  ti-Eck  durch  Stäbe,  die  von  den 
Ecken  desselben  nach  den  Knotenpunkten  von  K  gehen,  dem  Fach- 
werk  K  angeschlossen,  so  würde  dadurch  die  Zahl  der  Knotenpunkte 
um  n  zunehmen.     Da  aber  aus  der  Gleichung: 

s  -  3it  -  6 
folgt,  daB  bei  der  Zunahme  der  Knotenpunkte  um  n  die  Zahl  der 
Stäbe  um  3n  wachsen  muß,  so  sind  zur  Festlegung  des  n-Eckes 
gegenüber  dem  Fachwerk  E  2»  Stäbe  erforderlich.  Bei  dem  Über- 
gai^  zum  räumlichen  Fachwerk  würden  daher  die  n  Ecken  des  an- 
geachloesenen  n-Eckes  nicht  durch  einen,  sondern  durch  zwei  Stäbe 
mit  dem  Fachwerk  K  zu  yerbinden  sein.  Bann  aber  hat  das  er- 
haltene System  die  für  bestimmte  räumliche  Fachwerke  erforderliche 
Zahl  von  Stäben  und  ist  im  allgemeinen  ein  bestimmtes  Fachwerk. 
Es  ergibt  sich  der  Satz: 

.Ein  räumliches  System,  welches  aus  einem  hesUmmien  räumlieken 
Faditoerh  K,  einem  geschlossenen  räumlichen  n-Erk  und  je  etcei  Ver- 
bindungsstäben hesteiit,  die  von  jeder  der  «  Ecken  des  n-Eckes  nadi 
Knotenpunkten  des  Fachwerkes  K  geführt  sind,  ist  im  dllgemeinen  ein 
bestimmtes  räumliches  Fackiierk. 

Der  Beweis,  daß  ein  derartiges  System  im  allgemeinen  tatsächlich 
stabil  und  somit  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  ist,  kann  durch 
den  Nachweis  geliefert  werden,  daß  die  Spannungen  in  den  Stäben  des 
«•Eckes  und  den  2n  Verbindungsstäben  eindeutig  Null  sind  beim 
Wegfall  aller  äußeren  auf  das  räumliche  System  wirkenden  Kräfte. 
Ist  dieses  nämlich  der  Fall,  so  werden  überhaupt  die  Spannungen  in 
den  sämtlichen  Stäben  des  Systemes  eindeutig  Kuli,  da  das  nach 
Wegnahme  des  «Eckes  und  der  2n  Verbindungsstäbe  verbleibende 
System  K  für  sich  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  ist. 

Die  «Ecken  des  n-Eckes  seien  mit  Ai,  Af,...A^,  die  Seiten 
mit^j,  g^,  ■  ■  .g,  und  die  von  einem  Eckpunkte  A^  ausgehenden  zwei 
Verbindungsstäbe  mit  //  und  Z,"  bezeichnet. 

Sind  nun  von  Null  verschiedene  Spannungen  in  den  n  Seiten 
des  »Eckes  und  in  den  3m  VerbindungssUlben  vorhanden,  so  werden 
infolge    des  Fehlens  der   äußeren   Kräfte  die  vier   Gblenkdrücke,  die 
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sich  in  jedem  Eckpunkte  A^  des  n-Eckes  ergeben,  im  Gleichgewicht 
stehen.  Dies  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  die  Resultante  der  Ge- 
lenkdrücke iu  den  beiden  Yerbindungsstsben  l,'  und  l"  eich  mit  den 
beiden  OelenkdrUckea,  die  in  den  in  A,  zusammentreffeaden  Seiten 
§1  und  (fj^i  des  n-Eckes  liegen  und  auf  Af  wirken,  im  Gleichgewicht 
befindet.  Die  beiden  Gelenkdrücke  in  1/  und  //'  werden  sich  somit 
zn  einer  Resultanten  vereinigen,  die  in  der  Schnittlinie  If  der  Ebene 
l/li'  mit  der  Ebene  j?;^,+i  liegt.  Der  Fall,  daß  hierbei  die  Linie  l^ 
unbestimmt  wird,  der  eintritt,  wenn  die  beiden  Ebenen  l^'l"  und 
9i9i+i  i^tiBammen fallen,  ist  Ton  vornherein  auszuschließen.  Sind  nun 
sämtliche  Geraden  l,  gefunden,  so  müßten  dieselben  die  Wirknngs- 
linien  sein  ftlr  ein  Gleichgewichtesyetem  von  Kräften,  ^r  welches  das 
n-Eck  das  räumliche  (bzw.  im  speziellen  Fall  ebene)  geschlosBene 
Seilpolygon  ist.  Nach  den  ÄusfOhrungen  von  §  71  ist  aber  das 
n-Eck  nur  dann  ein  mSgliches  Seilpolygon,  wenn  die  letzte  I,  der 
Geraden  l,  eine  ganz  bestimmte  und  durch  die  übrigen  ^i,  ^,--^„-1 
Geraden  sich  ei^ebende  und  leicht  zu  konstruierende  Lage  besitzt. 
Wird  diese  spezielle  Lage  vermieden,  so  ist  das  n-Eck  kein  mögliches 
Seilpolygon  für  die  in  den  Geraden  l^  liegenden  Kräfte  eines  Gleich- 
gewichtssy Sternes.  Infolge  davon  werden  die  Spannungen  in  den 
Seiten  des  n-Eckes  und  in  den  2n  Verbindungslinien  sämtlich  ein- 
deutig Xull  und  das  hergestellte  System  ist  ein  bestimmtes  räum- 
liches Fachwerk.  Hat  dagegen  die  Gerade  l^  diese  ganz  spezieUe 
Lage,  80  liegt  bei  dem  hergeleiteten  Systeme  der  Grenzfall  vor. 

Soll  daher  aus  einem  bestimmten  räumlichen  Fachwerk  durch  Hin- 
zufügen eines  geschlosBeuen  M-Eckes  dem  obigen  Satze  entsprechend  ein 
neues  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  hergestellt  werden,  so  ist  zu- 
nächst das  geschlossene  n-Eck  beliebig  wählbar,  insbesondere  auch 
als  ebenes  Polygon.  Dann  können  die  YerbiDduugsstäbe  angenommen 
werden,  die  von  (n  —  1}  Ecken  des  n-Eckes  ausgehen.  Die  Wahl 
derselben  ist  nur  durch  die  Bedingung  beschränkt,  daß  in  jedem  Eck- 
punkte die  Ebene  der  beiden  Yerbindungsstäbe  nicht  zusammenfallen 
darf  mit  der  Ebene  der  beiden  in  diesem  Eckpunkte  zusammen- 
treffenden Seiten  des  n-Eckea.  Hierdurch  würden  die  {»  —  1)  Geraden 
^11  ^j  ■  ■  ■  I«-i  bestimmt  sein.  Die  beiden  Verbindungsstäbe,  die  von 
dem  letzten  Eckpunkte  A^  des  n-Eckes  ausgehen,  dürfen  dann  nicht 
so  angenommen  werden,  daß  die  Schnittlinie  ihrer  Ebene  mit  der 
Ebene  der  in  A^  zusammenkommenden  Seiten  des  n-Eckes  diese  ganz 
bestimmte  und  durch  die  Lage  der  Geraden  I^,  1,, . . .  J,.^  gegebene 
Lage  besitzt.     Zur  Prüfung  eines  auf  Grund  des  bewiesenen  Satzes  her- 
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geatellten    Systemee  ist  somit  eine  kleine   Konstruktion  erforderiich, 
von  der  jedoch  in  der  Regel  wird  abgesehen  werden  dürfen. 

j^       jj      j1,  Die  Sp&nnnngsbestimmung 

in  einem  in  dieser  Weise  her- 
gestellten bestimmten  räum- 
lichen Fachwerke  würde  n&cb 
den  bis  jetzt  g^eboien  Me- 
thoden selbst  dann  nicht  aus- 
führbar sein,  wenn  in  dem 
Fach  werk  K  für  sich  die 
Spannungen  nach  diesen  Me- 
thoden sich  bestimmen  lieSeo. 
Ein  Beispiel  von  einem 
nach  dieser  Methode  hergelei- 
teten Fachwerk  gibt  Fig.  331 
im  Grundriß  und  Aufrifi.  Es 
ist  hier   ein   ebenes    Sechseck 

gegenüber  einem  Tetraeder 

fes^elegt,'  so  daß  ein  bestimm- 
tes räumliches  Fachwerk  mit 
zehn  Knotenpunkten  ond  dem- 
gemäß 24  Stäben  entsteht 
Durch  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens lassen  sich  bestimmte 
räumliche  Faehwerke  herleiten,  die  für  Kuppeln  und  Dächer  zur  Ver- 
wendung gelangen  können. 

§  112.  Reziproke  rännüiche  Faohwerkspl&ne. 
Zu  reziproken  räumlichen  Figuren  besonderer  Art  haben  die  Uat^r- 
snchüngen  von  M.  Rankine  und  Clerk  Maxwell  geführt  Denselben 
liegt  ein  Satz  von  Rankine^)  zugrunde,  nach  welchem  Kräfte  mit 
demselben  Angriffspunkt  im  Gleiekgewieht  stehen,  icenn  diesdben  senk- 
recht sind  zu  den  Seiten  eines  gescMossenen  Polyeders,  und  tcenn  ihre 
Größen  proportional  sind  den  Inhalten  der  zu  ihnen  settkrediien 
Flächen.  Hierbei  müssen  sämtliche  Kräße  entweder  nach  dem  Ävßerttt 
oder  nach  dem  Innern  des  Polyeders  geriditet  sein. 

1)  M.RankiDe.Ämannelof  applied mecbanicB.  l.Anfl.  Londoi)(18&7)p.l)'. 
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Die  einzelnen  Seitenöächen  eines  Polyeders  seien  mit  f^  und  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  A  im  Innern  desselben  auf  die  Seiten* 
äüchen  des  Polyeders  f^efällten  Normalen  mit  »^  bezeichnet.  Hierbei 
seien  diese  Normalen  entweder  alle  nacb  Innen  oder  alle  nach  dem 
Äußeren  des  Polyeders  gerichtet  angenommen.     Dann  sind 

/■;  COS  (n,*),     /l  cos(«iy),    /";  cos{niÄ) 
die  Projektionen   der  Seitenfläche  /)  auf  die   drei   Koordinatenebenen. 
Da  nun  bei  dem  geschlossenen  Polyeder  die  Summe  der  Projektionen 
der  Flächen  auf  eine  beliebige  Ebene  Null  sein  muß,  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 

^f/Coa(Htx)  =  0,    ^/jeoB(«(y)  =  0,    ^/",cos(«j^)  —  0, 

Sind  nnn  P,  die  Orößen,  der  in  den  Normalen  angenommenen 
Kräfte,  so  ist  nach  Annahme 

F,-if, 
ond  somit 

^Pt  C09(w,a;)  -  0,     ^Pj  coB{v,y)  =  0,     ^P,  cob(H(^)  -  0. 
Diese  drei  Gleichungen  drucken  aber  nichts  anderes  aus,  als  daß  die 
Kräfte  Pf  dem  Kankineschen  Satze   entsprechend  im   Gleichgewicht 
stehen. 

Von  diesem  Satze  macht  Rankine  Gebrauch,  um  die  Spannungen 
in  einem  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  von  fOnf  Knotenpunkten 
zu  finden,  jedoch  fQr  eine  spezielle  Annahme  bezQglich  der  auf  die 
Knotenpunkte  wirkenden  Kräfte.  *) 

Es  seien  fQnf  Punkte  beliebig  im  Raum  gewählt  und  dieselben 
dnrch  die  zehn  Geraden  miteinander  verbunden.  Dann  werden  in 
jedem  der  fünf  Punkte  vier  Gerade  zusammenstoßen  und  diese  fünf 
Punkte  werden  als  Ecken,  bzw.  die  zehn  Geraden  als  Kanten,  fünf 
Tetraeder  bestimmen,  von  denen  je  zwei  eine  Seite  gemein  haben. 

Es  sei  nun  eine  zweite  derartige  Figur  gebildet  und  zwar  für 
diejenigen  fünf  Punkte,  welche  durch  die  fünf  Tetraeder  der  ersten 
Figur  als  Mittelpunkte  der  umschriebenen  Kugeln  bestimmt  sind. 
Bei  diesen  beiden  Figuren  werden  dann  die  Liuien  der  einen  Figur 
senkrecht  auf  den  Seitenflächen  der  anderen  stehn.  Jeder  Linie  der 
einen  Figur  kann  demgemäß  eine  Fläche  der  anderen  zugeordnet 
werden  und  jedem  Punkte  der  einen  Figur  dasjenige  Tetraeder  der 
anderen  Figur,  dessen  Ebenen  senkrecht  stehen  zu  den  vier  Geraden, 
die   in    dem   betreffenden  Funkt   zuBammenstoßec.     Werden   dann  in 


1)  Pfail.  Ma^.  (i)  27  (1861)  p.  260. 
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jedem  Punkte  der  einen  Figur  als  ÄngrifTspunkt  Kräfte  angenommen, 
die  in  den  vier  in  diesem  Punkte  zusammenatoßenden  Linien  liegen, 
wobei  in  jeder  Linie  die  betreffenden  beiden  Kräfte  dieselbe  Größe 
aber  entgegengesetzte  Richtung  haben  sollen,  so  besteht  in  jedem  der 
ffinf  Punkte  Gleichgewicht  zwischen  diesen  vier  Kräften,  wenn  die 
beiden  Kräfte,  die  in  einer  Linie  der  ersten  Figur  liegen,  proportional 
sind  zu  den  Flächen  der  zweiten. 

t£in  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von  fünf  . 
Knotenpunkten  bat  neun  Sföbe,  also  einen  Stab 
weniger  als  die  hier  konstruierten  Figuren  besitzen. 
Diese  im  Fachwerk  fehlende  Linie  ^fmüBte,  um 
die  Raukineeche  Konstruktion  anwenden  zu  kön- 
nen, ersetzt  werden  durch  zwei  gleich  große  aber 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte,  die  in  der  Ge- 
raden AB  liegen  und  in  den  Endpunkten  A  und 
B  derselben  angreifen  (Fig.  332).  Durch  die  Flächen 
^^'  *"'  der  anderen  Figur  sind  dann  die  Spannungen  be- 

stimmt, die  sich  in  den  Stäben  des  Fachwerkes  von  fünf  Knoten- 
punkten ergeben. 

In  Verallgemeinerung  dieser  Rankineschen  Untersuchungen  be- 
zeichnet Maxwell^)  zwei  räumliche  Figuren,  die  aus  einer  Anzahl 
von  geschlossenen  Polyedern  bestehen,  als  reziprok,  sobald  jede  Linie 
der  einen  Figur  senkrecht  steht  zu  einer  Ebene  der  anderen  und 
dabei  jedem  Punkte  der  einen  Figur,  in  dem  mehrere  Linien  zu- 
sammenkommen, ein  geschloBsenes  Polyeder  der  anderen  Figur  zuge- 
ordnet werden  kann,  das  durch  die  Ebenen  begrenzt  ist,  welche  senk- 
recht stehen  zu  den  Linien,  die  in  dem  betreffenden  Punkt  zusammen- 
kommen. Wird  die  eine  Figur  angenommen,  so  läßt  sich  stets  eine 
zweite  diesen  Bedingungen  genügende  Figur  durch  das  Polarsystem 
einer  Kugel  erhalten. 

Werden  in  den  Punkten  der  einen  Figur  Kräfte  angenommen, 
die  in  den  in  diesen  Punkten  zusammenkommenden  Linien  liegen, 
und  zwar  so,  daß  in  jeder  Linie  sich  zwei  entgegengesetzt   gerichtete 

1)  Phil.  Mag.  (4)  27  (1864)  p.  260  ^  Papen  1,  p.  623.  Es  ist  hier  be- 
merkenswert,   daß   bei   dieser   VerallgemeiDemiig  der   reziproken  Figoren   das 

Senkreehtstehen  entaprechender  Elemente  etwas  Wesentliches  ist.  Da  bei  den 
MaxwelUahen  reziproken  Figuren  in  der  Ebene  die  GrOBe  einer  Kraß  durch 
.  eine  Strecke  in  einer  znr  Wixkungilinie  derselben  seakrechtea  Geraden  darge- 
stellt wurde,  BO  lag  et  nahe  bei  der  Verallgemeilfemng  auf  den  Baum  die  QrS&e 
der  Eraft  zn  bestimmen  durch  eine  FlELche,  die  in  einer  inr  Wiikougiliaie  senk- 
rechten Ebene  liegt. 
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Kräfte  ergeben,  eo  ist  in  jedem  Punkte  der  einen  Figur  Gleichgewicht 
TOrfaanden,  wenn  die  betreffenden  Kräfte  proportional  sind  zd  den 
Flächen  der  reziproken  Figur.  Zwei  solche  räumlichen  Figuren 
liefern  somit  reziproke  Kräftedi^ramme^  wobei  die  Linien  der  einen 
Figur  die  Wirkungslinien  der  Kräfte,  die  Flächen  der  anderen  Figur 
deren  Größen  darstellen. 

Wird  nun  die  Theorie  dieser  räumlichen  reziproken  Figuren  an- 
gewandt auf  die  Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke,  so  ist  es  so  einzurichten,  dafi  die  Stäbe  des 
Fachwerkes  in  die  Linien  der  einen  Figur  und  die  Kaotecpunkte  des 
Fachwerkes  in  die  Punkte  der  betreffenden  Figur  hineinfallen.  Die 
WirkungBliniec  der  äufieren  Kräfte  müßten  dann  in  den  weiteren 
Linien  der  betreffenden  Figur  liegen.  Da  aber  diese  weiteren  Linien 
an  ganz  bestimmte  Bedingungen  geknüpft  sind,  so  wird  durch  diese 
reziproken  Figuren  das  Spannungsproblem  nur  gelöst  sein  unter  ganz 
bestimmten  Voranseetzungen  bezüglich  der  äußeren  Kräfte.  Die 
wesentliche  Bedeutung  der  ebenen  reziproken  Figuren,  nämlich  die 
Allgemeinheit  der  durch  dieselben  abgeleiteten  Resultate  geht  dabei 
verloren.  Aber  auch  abgesehen  hiervon,  würden  in  dieser  Weise  ge- 
fundene reziproke  Figuren  infolge  der  erforderlichen  umstäudlicheo 
Konstruktionen  kaum  eine  praktische  Bedeutung  besitzen. 

Weitere  spezielle  Arten  von  Fachwerken  werden  später  betrachtet 
werden. 


Zweiundzwanzigstes  Kapitel. 

Die  Strnktnr  des  beäthnDiten  rämnliclieii  Facbwerkefi. 

§  113.  Sinleitang.     Bestünmte  räomliolie  FachwerlFe  mit  sweU 
fachen  Enoteopankten. 
Die  Struktui^esetze  der  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  lassen 
sich  in  derselben  Weise  wie  bei  den  bestimmten  ebenen  Fachwerken 
herleiten.') 

Ist  h  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  und  s  die  Anzahl  der  Stäbe, 
so  muß,  falls  das  räumliche  Gelenksjstem  überhaupt  kinematisch  wie 
statisch  bestimmt  sein  kann,  die  Gleichung  bestehen: 
s  =  3fc-6. 

I)  Die  allgemeine  Stmkturunteisachnng  ist  wie  für  das  ebene,  so  auch  fOr 
du  räumliche  beetimmte  Fachwerk  von  dem  TerfaBser  durcbgeffihrt.  Siehe 
L.  Henneberg,  Statik  der  storreD  Systeme,  Darmetadt  1886. 
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AuB  dieser  Gleichang  folgt  för  die  DorchectiDittszabl  p  der  Stäbe,  die 
in  einem  Knotenpunkt  zusammentreffen,  der  Wert: 


In  Rücksicht  dar&nf,  daß  die  geringste  Zahl  der  Knotenpunkte 
eines  numlifihen  Facfawerkes  vier  betr^^,  sei  zunächst  iE:  =■  4  ange- 
nommen.    Dans  wird 

y-3. 

Da  aber  bei  einem  räumlichen  Fachwerke  überhaupt  keine  einfacben 
Knotenpunkte  rorkommen  können,  so  müssen  in  sämtlichen  Knoten- 
pnnkten  eines  bestimmten  ränmlichen  Fachwerkes  toq  Tier  Knoten- 
punkten je  drei  Stäbe  zusammentreffen.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Das  iesUmmte  räumliche  Fachtcerk  von  vier  Knotenpunkten  M 
lauter  zweifache  Knotenpunkte. 

Aus  diesem  Satz  ergibt  sieb  das  bekannte  Resultat,  daß  das  be- 
stimmte räumliche  Fachwerk  von  vier  Knotenpunkten  durch  die  Ecken 
und  Kanten  eines  Tetraeders  gebildet  ist. 

Ist  Ä:<  12,  80  folgt: 

p<5. 

Diese  Durchscfanittszabl  der  in  eiaem  Knotenpunkt  zusammentreffenden 
Stäbe  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  Knotenpunkte  vorhanden  sind, 
in  denen  weniger  als  ülnf  Stabe  zusammenkommen.  Es  ergibt  sich 
der  Satz: 

Bas  bestinimte  räumliche  Fachwerk  von  wmiger  als  ztrölf  Kmlfii- 
jmnkten  hat  wenigstens  einen  sweifachen  oder  dreifadie»  Knotenpunki 
Ist  k  =  12,  so  wird: 

p-5 
nnd  für  Ä;>  12: 

5<j><6. 
In  beiden  Fällen  ist: 

P<G. 

Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  Knotenpunkte  vorhanden  sind,  in 
denen  weniger  als  sechs  Stäbe  zusammentreffen.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Bas  bestimmte  räumliche  Fachwerk  von  mehr  als  df  Knotenpvtilit» 
hat  wenigskns  einen  sweifachen,  dreifachen  oder  vierfachett  KnotettpHnii 

In  Berücksichtigung  der  früheren  Sätze  kann  der  allgemeine  Satz 
ausgesprochen  werden: 
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Jedes  hestimtnte  räumliche  Fackwerk  hai  wemigstens  einen  ewei- 
fadien,  dreifachen  oder  vierfachen  Knotenpunkt.^) 

Von  TOmherein  selb strerBtändl ich  ist  es,  daß  ein  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  mehr  als  ein^i  zweifachen,  dreifachen  oder  vier- 
fachen Knotenpunkt  besitzi  Es  ist  jedoch  nicht  erforderlich ,  zu 
onterBncben,  wie  viele  solche  Knotenpunkte  vorhanden  sind,  da  es 
fOr  die  fönende  Theorie  genflgt  zu  wissen,  daß  das  räumliche  Fach- 
werk jedenfalls  einen  solchen  Knotenpunkt  hat. 

Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  K  gegeben  mit 
einem  zweifachen  Knotenpunkt  0,  von  dem  drei  Stäbe  nach  drei  an- 
deren Knotenpunkten  A,  B,  C  des  Fachwerkes  gehen,  wobei  jedoch 
diese  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC  nicht  in  einer  Ebene  liegen  dürf^ 
da  sonst  das  System  K  beweglich,  also  kein  Fachwerk  wäre. 

Durch  die  drei  Stäbe  OA,  OB,  OCwird  lediglich  der  Punkt  0 
gegenüber  den  sonatigen  Knotenpunkten  und  Stäben  festgelegt.  Es 
ist  somit  das  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  drei 
Stäbe  OA,  OB,  OC  erhaltene  System  ebenfalls  unbeweglich,  also  jeden- 
falls ein  räumliches  Fachwerk  K'.  Da  nun  das  Fachwerk  K  ein  be- 
stimmtes ist,  also  der  Gleichung: 

s  =  3fc  _  6 
genflgt,  ao   wird   das  Facfawerk  K',  das  einen  Knotenpunkt  und  drei 
Stäbe  weniger  hat,   ebenfalls  diese  Oleiehang  befriedigen  und   Bomit 
ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  sein.     Es  folgt  der  Satz: 

Hat  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  K  einen  zweifachen 
KnotenpanH  0,  so  ergibt  sich  durch  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0 
und  der  drei  nach  0  führenden  Stähe  wieder  ein  bestimmtes  räumliches 
Fackwerk  K'.  Bassdhe  hat  einen  Knotenpunkt  weniger  als  das  Fach- 
tcerk  K. 

Werden  umgekehrt  von  drei  Knotenpunkten  A,  B,  C  eines  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerkes  K  drei  Stäbe  nach  einem  Funkte 
0  geführt  und  dort  durch  ein  Gelenk  vereinigt,  so  entsteht,  falls  diese 
drei  Stäbe  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  bzw.  der  Punkt  0  nicht  in 
der  Ebene  ABC^  wieder  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk.  So 
ergibt  sieh: 

das  zweite  BHdimgsgesete  ^  bestimmten  räumlichen  Fachwerke: 
Aus  einem  hestimmten  räumlichen  Fachwerk  K  von  k  Knotenpunkten  läßt 

1)  Eb  mOge  aaf  die  Wichtigkeit  dieses  Satzes  nufmeiksam  gemacht  werden, 
auf  dem  die  ganse  3tniktii7iiTit«nncbnDg  der  bestimmten  ränmlichen  Fachwerke 
beniht. 


innsbcrg,  GnphiHhs  Statik. 
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sieh  ein  solches  von  (k  +  l)  Knotenpunkten  herleiten,  indem  ncu^i  An- 
nahme eines  Punktes  0  als  (k  +  i.)-ten  Knotenpunkt  von  0  aus  drei 
Stabe  na^  drei  hdiä>igen  Knotenpunkten  des  Faehwerkes  geführt  tcer- 
den,  deren  Wahl  nur  durch  die  Bedingung  hesch-änkt  ist,  daß  sie  mit 
0  nicht  in  einer  Ebene  liegen  dürfen. 

Mit  Hilf«  dieses  Gesetzes  können  aus  dem  einfachsten  räumlichen 
Fachwerke,  das  ans  den  Ecken  und  Kanten  eines  Tetraeders  besteht, 
durch  wiederholtes  Binzoftlgen  eines  zweifachen  Knotenpunktes  be- 
stimmte räumhche 
Pachwerke  Ton  man- 
ntg&ltigster  Gestalt 
und  beliebiger  Zahl 
von  Knotenpunkten 
erhalten  werden.  Die 
in  §  109  untertiucht«n 
and  aisTetr  aederfadi- 
Kerie  bezeichneten 
Fachwerkelassen  sich 
insbesondere  ans  dem 
zweiten  Bildungsge- 
setz  herleiten. 

Dieses  fQr  die 
räumlichen  Fachwer- 
ke gegebene  zweite 
Bildungsgesetz  lei- 
stet fSr  die  bestimm- 
ten raumlicben  Fach- 
werke dasselbe,  was  durch  das  för  die  ebenen  Fachwerke  gegebene 
zweite  Bildungsgesetz  erzielt  wurde. 

In  §  83  sind  Fachwerke  untersucht,  welche  durch  eine  ganz 
spezielle  Anwendung  des  für  ebene  Fachwerke  hergeleiteten  zweiten 
BildungsgesetzeB  entstanden  sind  (siebe  Fig.  215).  Bei  Übertragung 
dieses  speziellen  Gesetzes  auf  den  Raum  würden  sich  bestimmte 
räumliche  Fachwerke  ergeben,  .wie  ein  solches  in  Fig.  333  in  Grund- 
riß nnd  Aufriß  dargestellt  ist. 

Hier  ist  an  das  Tetraeder  1234  ein  Knotenpunkt  5  angeschlossen 
durch  die  Stäbe  5  2,  5  3,  5  4,  dann  ein  Knotenpunkt  6  durch  die  Stäbe 
63,  64,  65,  ein  Knotenpunkt  7   durch  die  Stäbe  74,  "7  5,  7  6  usw. 

Umgekehrt  kann  festgestellt  werden,  ob  ein  vorliegendes  räum- 
liches Geleuksjstem  K  ein  bestimmtes  räumliches   Fachwerk  ist,  das 
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sicli  lediglioh  ans  dem  Tetraeder  durch  das  zweite  Bildongsgesetz  her- 
stellen laßt.  Ist  dieses  i^mlich  der  Fall,  so  darf  das  Gelenksystem  K 
zunächst  keinen  einfachen  Knotenponkt  haben,  da  solche  hei  den 
räamlichen  Fadiwerken  überhanpt  nicht  vorkommen.  Dagegen  maß 
das  Gelenksystera  wenigstens  einen  zweifachen  Enotenpimkt  0  be- 
sitzen, in  dem  drei  Stäbe  znsammentreffen,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen.  Wird  dieser  Knotenpunkt  0  nebst  den  betreffenden  drei 
Stäben  weggenommen,  so  mnß  das  so  entstehende  Gelenksystem  K' 
wieder  einen  zweifachen  Enotenpnnkt  0,  haben,  in  dem  drei  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Stäbe  zusammenkommen.  Wenn  bei  Fort- 
setzung dieses  Verfahrens  sich  schließlich  ein  Tetraeder  ergibt,  so 
ist  das  gegebene  Gelenksjstem  K  ein  bestimmtes  räumliches  Fach- 
werk, das  sich  durch  das  zweite  Bildungsgesetz  aus  dem  Tetraeder 
herstellen  läßt.  Ergibt  sich  d^egen  bei  dieser  wiederholten  Weg- 
nahme der  jedesmaligen  zweifachen  Knotenpunkte  ein  System,  das 
keinen  zweifachen  Knotenpunkt  hat,  so  ist  das  Gelenksystem  K,  falls 
dasselbe  Oberhaupt  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  ist,  jeden&lls 
nicht  durch  das  zweite  Bildungsgesetz  allein  erklärbar.  Einehen  sich 
andererseits  bei  diesem  Verfahren  einfache  Enotenpnnkte  oder  zwei- 
fache, in  denen  drei  in  einer  Ebene  liegende  Stäbe  zusammenkommen, 
so  ist  das  System  unter  allen  Umständen  beweglich. 

Es  ist  zweckmäßig,  bei  jedem  auf  seine  Stabilität  zu  untersuchen- 
den Gelenksystem  zunächst  in  dieser  Weise  zu  verfahren,  so  daß  dami 
etwaigenfaUs  nur  ein  reduziertes  System  zu  prüfen  ist,  das  keinen 
zweifachen  Knotenpunkt  mehr  hat. 

Auf  die  SpauDungsbestimmung  bei  den  durch  das  zweite  Bil- 
dongsgesetz erhaltenen  Fachwerken  soll  später  im  Zasammenhang  ein- 
^^angen  werden. 

§  114.    Bestimmte  räiimliche  Faohwerke  ohne  zweifbohen,  aber 
mit  dreifaohem  Enotenponkt. 

Es  sei  nun  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  K  von  Tc  Knoten- 
punkten gegeben,  das  keinen  zweifachen  Knotenpunkt  hat.  Dann  ist 
nach  dem  hergeleiteten  Satze  wenigsten»  etn  dreifacher  oder  vierfacher 
Knotenpunkt  vorhanden. 

Es  möge  das  bestimmte  räumliche  Fachwerk  K  von  li  Enoten- 
pankten  einen  dreifachen  EJiotenpunkt  0  besitzen,  von  dem  vier  Stäbe 
nach  vier  anderen  Knotenpunkten  Ä,  B,  C,  D  gehen.  Dann  ist 
klar,  daß  bei  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  Släbe  OA, 
OB,  00,  OD  gegenseitige  endliche  oder  unendlich  kleine  VerBchie- 
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boügeii  zwischen  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  möglich  sind,  denn 
sonst  wflrde  das  bei  Wegn&lmie  des  Knotenpunktes  0  und  der  Stäbe 
OA,  OB,  OC,  OD  entstehende  System  vrieder  kinematisch  bestimmt 
sein,  obgleich  dasselbe  bei  (h  —  1)  Knotenpunkten 

U  -  10 
statt 

3k -9 
Stäbe  besitzt. 

Es  ist  natürlich  nicht  notwendig,  daß  nach  Wegnahme  des 
Knotenpunktes  0  YerrÜckungen  möglich  sind,  dorch  welche  sämtliche 
Längen 

AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD 

eine  Änderung  erleiden,  jedenfalls  wird  aber  eine  derselben  sich  ändern 
können. 

Nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  soll  bei  der  Strecke  AB 
eine  Änderung  möglich  sein.  Der  Punkt  A  sei  zum  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems,  die  Linie  AB  zur  z-Achse  and  die  Ebene  ABC 
zur  Ebene  2  =  0  gemacht.  Die  Koordinaten  der  vier  Punkte 
A,  B,  D,  C  seien: 

a^iyt^i»  ^iVt^f  ^»y»'^«-  ''iViii 


Daim  ist: 

'•  -  0.      Ji  -  ".      »I  -  ".      y.  -  0,      «,  -  0,      «,  -  0, 

Sx,  -  0,    «y,  -  0,    Si,  -  0,     Jy,  -  0,    «»,  -  0,    Si,  -  0. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  0  seien  |,  ij,  £. 

Die  Tier  in    0  zneammenkominenden  Stäbe  liefern  die  Bedin 

gongen: 

i'  +  il'+f-f,', 

Ci\ 

9 -^)'  +  i' +  ('-!,; 

K'-j 

«-».)'  +  (l -».)'+{■-!.', 

(.i -',)'  + (v- ad' +  li-',)'-h'. 

wenn  l^,  l^,  I,,  l^  die  Längen' der  vier  Stäbe  sind.    Außerdem  werden, 
da  das  Fachwerk  (3ft  —  6)  Stäbe  hat,  noch  (3A  —  10)  Relationen  von 
der  Form: 
(1  b)  U  -!.)>+(;,,-  y,y  +  {.,  -,.)■_  i' 

vorhanden  sein,  in  denen  jedoch  die  Koordinaten  §,  r;,  l  des  Punktes  0 
nicht  vorkommen. 
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Ans  den  Gleiclmngeii  (1)  ergeben  sich  die  Differentialrelationen: 
t«{  +  ii«,+  fä{-0,     ■ 

(£-3i)(«S-«3:,)  +  Cl-»,)(«5-«y,)  +  SäS-0, 

und  aus  denselben  folgt  durch  Elimination  von  d^,  dij,  ö^  die  Glei- 
ch ong: 

während  ans  den  Gleichungen  (la)  (3%—  10)  Relationen  folgen  von 
der  Form: 

(2a)  ix^-z,)(öx-dx^)  +  (y-y^)idj/-dyi,)  +  iit-e,,){S;!,^Öe^)^0, 

in  denen  die  Vetrückungen  di,  dii,  dt,  sowie  die  EoordiDaten  |,  %  ^ 
des  Punktee  0  nicht  Torkommen. 

Aus  den  {Zh  —  10)  Gleichungen  (2a)  seien  sämtliche  virtuellen 
Verrüekungen  mit  alleiniger  Ausnahme  von  dx^,  dx^,  dy^,  Sx^,  Sy^,  Se^ 
eliminiert.    Die  Ehmination  führt  auf  fttnf  Gleichungen  von  der  Form: 

ia  Äz,  4-6  Sx^-\-c  Sy^  +  d  Sx^+e  äy,+ f  ö^^=0, 
a'  äx,+  b'  ÖX,-\- c  dy^  +  d'  Sx^  +  e  Sy^+ f  dz^  =  0, 
a"  iXt  +  b"  Sx,  +  c"  öy^  +  S'  Hx^  +  e  dy«  +  f  *z,=  0, 
o"'da:, +  6'"  da:3-|-c"'Jyi-|- rf"'da;4-|-e"'dy^ +  /""*■«.  =  0. 
a"Sx^  +  ft""d3-,  +  c""dj/g  +  S"'6x^  -1-  c"'6y^  +  T"*«*  =  0> 

deren  Koeffizienten  nicht  von  %,  ij,  g,  sondern  nur  von  den  Koordinaten 
der  übrigen  Knotenpunkte  abhängen. 

Da  das  räumliche  Fachwerk  K  von  k  Knotenpunkten  ein  be- 
stimmtes Bein  soll,  so  muß  die  Determinante  I)  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichungen  (2)  and  (3)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  be- 
sitzen.    Es  seien  nun  die  Determinanten: 


b 

c     i     e     f 

c 

i     e     f     a 

b- 

d    i    i    r 

\d 

,r     e     r    a 

b" 

e-    f    e-    r 

1  „ 

r  e"  r  «■' 

V 

r  r  e"  f" 

«" 

r-  r  r  a- 

V 

d-'  i"  e""  f" 

." 

i~  r  r  »■■" 
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mit  Dl,  i>,,  Df,  D^,  Dj,  D,  bezeichnet.     Dann  ist: 

-D  =  «  -  :r,)K(|j,,-  ijr.)  +  £(z,y,-z,y,)]A, 

(4)  +  z.(|  -  x,){nz,  -,  £.v.)  A  +  ^,(1  -  y^inn  -  Sy*)  A 

Bei  Weglaseang  des  Enotenpnnfcte«  0  aollen  gegenseitige  Be- 
wegungen der  Punkte  A  ond  B,  somit  virtuelle  Verrückongen  Jj:, 
möglicli  sein.     Da  aus  den  Gleichungen  (3)  folgt 

■       dx, ;  da:, :  tf  j/, :  Ja-, :  dy^ ;  d f^  =  J), :  Dj :  B, :  7)^ :  J), :  Z>e , 
fio  ist  dieses  cur  möglich,  wenn 

Sonst  müßten  nämlich  die  sämtlichen  sechs  Determinanten  2)^,  Dg, 
-Z>g,  D^,  Dj,  Dg  gleich  Nall  8eiQ,was  ausgeschlossen  ist,  da  dann  infolge 
von  (4) 

D  =  0 

wäre,  also  das  System  K  en^gen  der  Voraussetznng  kein  bestimmtes 
Fachwerk  sein  kSnnte. 

Bei  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  nnd  der  Stäbe  ÖA,  OB, 
OC,  OD  entsteht  ein  Gelenksystem  K'  ron  (h  —  1)  Knotenpunkten, 
das  einen  Stab  zu  wenig  hat,  um  kinematisch  bestimmt  sein  zu  können. 
Da  bei  Wegnahme  dieser  Tier  Stäbe  auch  die  Gleichungen  (1)  law, 
(2)  in  Wegfall  kommen,  so  sind  die  virtuellen  Verrückongen  der 
Knotenpunkte  dieses  Oelenksystemes  K'  lediglich  an  die  Gleichungen  (3) 
geknfipft.  Um  nun  diesem  Gelenksystem  K'  die  erforderliche  An- 
zahl von  Stäben  zu  erteilen,  seien  die  Knotenpunkte  Ä  und  B  dorch 
einen  Stab  miteinander  verbunden.  Es  ergibt  sich  dann  die  Bedin- 
gung: 

da^,=  0 

und  daher  werden  die  Gleichungen  (3): 

16    dXi  +  c    dy^i-d    ^x^+e    dy^-f-/"    ö^^  =  0, 
b'   dx^+c-    öy^  +  d'   ^3■^+ e    Sy^-\- f   ^JS^  =  0, 
b"  dx^  +  c"  d.vj-|-<i"  ^x^+e'^  dy^+r  d^*-0, 
b"'  txj  +  c'"  dl/,  -I-  d"'  da:,  +  e'"  dy,  -|-  /"'  d^,  -  0, 
6""da:,  -I-  c""Syt  +  d""dz^  +  c""dy,  +  T"*«*  -  ^■ 
Da  aber  die  Determinante  der  Koeffizienten   dieser  Gleichungen 
gleich  D,  ist,  also  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  so  ist 
das  Gelenksystem   durch   die  Einschaltimg   dee  Stabes  AB  zu  einem 
bestimmten    räumlichen   Fachwerk    von   (k  —  1)    Knotenpunkten   ge- 
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worden.  Hiermit  ist  fQr  den  Fall,  daB  das  rorliegende  beatimmte 
räumliche  Fachwerk  Ton  k  Kuotenpanktea  einen  dreifachen  Enoten- 
punkt  hat,  dessen  ZurDckfOhrnng  attf  ein  bestimmtes  räumliches  Fach- 
werk   Ton  (h  —  1)  Knotenpunkten  erreicht.     Es  ei^ibt  sich  der  Satz: 

Aus  einem  bestimmten  räumlichen  Fadiwerk  von  Je  Knotenpunkten, 
das  einen  dreifachen  Knotmpunkt  0  hat,  von  dem  vier  Stäbe  nach 
Knotenpunkten  A,  B,  C,  D  gehen,  ergibt  sich  ein  bestimmtes  räwtdiches 
Fachueri  von  (k—  ]}  Knotenpunläen,  wenn  nach  Wegnahme  des  Knoten- 
punktes 0  und  der  vier  StMe  OÄ,  OB,  OC,  OD  mvei  der  Punkte 
A,  B,  G,  D,  ewischen  denen  alsdann  Bewegungen  möglich  sind,  durch 
einen  Stab  miteinander  verbunden  werden. 

Umgekehrt  liefert  dieser  Satz  ein  Mittel,  um  aas  einem  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerke  von  {k  —  1)  Knotenpunkten  ein 
solches  von  k  Knotenpunkten  herzuleiten. 

Es  sei  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von  (k  —  1)  Knoten- 
punkten gegeben.  Vier  Knotenpunkte  desselben  seien  A,  B,  C,  D, 
und  zwar  seien  zwei  derselben  z.  B.  A  und  B  durch  einen  Stab  mit- 
einander Terbunden.  Das  Koordinatensystem  möge  in  der  frflheren 
Weise  gewählt  sein,  so  daß  also: 

Xi—0,    y,  =  0,    *,  =  0,    Vi-O,    e,=  0,    :f^  =  0, 

wo  ^lyi'^i,  ^tVi^ti  ^tSt^tr  ^iVi'*.  wieder  die  Koordinaten  der  vier 

Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  bedeuten. 
Ana  den 

3(it_l)-6 

GMeichnngeu: 

(a,-  X,)  (dx,-  äx^  +  (y,  -  y,)  (dy,~  Sy^  +  (z,~  e,)(dß,  ~  di,)  -  0, 

die  sich  fOr  das  Fachwerk  von  {k  —  1)  Knotenpunkten  ergeben,  seien 

sämtliche  Tirtuellen  Yerrückungen  mit  Ausnahme  von 
äx^,     6y^,     ^x^,     Sy^,     ÖZi 

eliminiert  Die  Elimination  führt  auf  fünf  Gleichungen  von  der  Form: 
b  Sxg+  c  Syi+  d  ^x^+  e  Jy^-f-  f  Se^=  0, 
b'  8x,+  c'  Öy^  +  d'  3x^+e'  rftf^  +  r  Ss^-^O, 
b"  dxi+c"  iyj  +  rf"  dxt+e"  Syi  + T  ^£4=0, 
V"  Sx,  +  c'"  Sy,  +  i"  &x^  +  c"  Äy«  +  /'"  Ä24  =  0 , 
V'iXt  +  c""tfffj  4-  ä"'ix^  +  e""Äy4  +  f'bz^  =  0, 

deren  Determinante  i7,  als  Determinante  eines  bestimmten  räumlichen 

Fachwerks  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt  -.  , 
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Wird  in  diesem  Fachwerk  der  Stab  AB  weggelasseii,  so  entsteht 
ein  Gelenkaystem  K'  von  (k  —  1)  Knotenpunktes  und  (Sit  —  10)  Stäben, 
bei  welchem  die  Verrttckungen  der  Knotenpunkte  Ä,  B,  C,  D  an  die 
eich  aus  den  obigen  Gleichongen  bei  HinzufDgen  von  Gliedern  a^x,, 
a'dXf,  a"ix^,  a"'äXf,  a""Sx^  ei^ebenden  Gleichungen: 

a  dx,-\-b  Sxt+c  üj/t+d  Sxt-\- e  ityt+ f  Sb^^O, 
a'  dxj  +  V  (Ja;,  +  c'  dy,  +  d'  Sx^  +  e'  8y^  +  f  8e^=  0, 
a"  ix,  -H  f>"  Sxt  +  c"  dy,  +  d"  Sx^+  e"  dy«  +  f  dir.  =  0, 
a'"  da:,  +  b'"  dXg  +  c'"  Sy,  +  cC"  Sx^  +  e"  Sy^  +  f"  Sn^  =■  0, 
a""Sx,  +  h""Sxt  +  c""*ys  +  ^"'S3:^  +  e""Sy^  +  f"'8e^  —  0 
gebunden  sind. 

Es  sei  nun  ein  Punkt  0  mit  den  Koordinaten  |,  i;,  g  ab  jl'-ter 
Knotenpunkt  angenommen  und  durch  vier  Stäbe  mit  den  vier  Kno- 
tenpunkten Ä,  B,  C,  D  verbanden,  so  daß  die  Gleichungen  (1)  bzw. 
(2)  hinzutreten.  Die  Determinante  D  aller  dieser  Gleichungen  n-ird 
den  Wert  erhalten: 

B^{l-x^)  [£.(|y,  -  ^37.)  +  e(a^j/,  -  j;»y,)]fl, 
(6)         +a:,(£-a:<)(^^.-gy,)A-|-fl^(ij-y,)(i?£,-ey<)I>, 

+  j:,y,Sa-a;,)ö.  +  a:,y,e(,-yJA+*iysSa-Oö.- 
Das  durch  Wegnahme  des  Stabes  AB  und  dnrch  HinzufDgen  des 
dreifachen  Eoiotenpunktes  entstandene  System  K  von  £  Knotenpnokten 
and  (3£  —  6)  Stäben  wird  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  sein, 
sobald  der  erhaltene  Wert  D  von  Null  verschieden  ist: 

Liegen  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  auf  der  nämlichen  Geraden, 
ist  also 

//j=0,    y.  =  0,    2,=.0, 
so  ist 

D=-0, 

wie  auch  der  Punkt  |,  ij,  t  gewählt  wird.  Das  erhaltene  System  ist 
jedenfalls  beweglich,  wie  sich  ja  auch  von  vornherein  aus  der  An- 
schauung ergibt.  Wird  dieser  Fall  angeschlossen,  so  ist  das  erhaltene 
Gelenksystem  K  im  allgemeinen  kinematisch  bestimmt,  also  infolge 
der  richtigen  Zahl  der  Stäbe  ein  bestimmtes  rnnmliches  Fachwerk  von 
Je  Knotenpunkten.  Nur  in  dem  Falle,  in  dem  der  Pnnkt  0  auf  der 
durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  gebenden  Fläche  zweiten  Grades 
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0  =  a  -  x,)[z,{^y,-  rix,)  +  l{x,y,-x^i,,)]D, 

liegt,  wird  das  Oelecksyatem  K  beweglich  und  awar  im  allgemeinen 
von  unendlicli  kleiner  Beweglichkeit,  es  liegt  der  Orenzfall  vor. 

Die  hier  erhaltene  Fläche  zweiten  Grades  (7)  sei  die  Oremfläche 
zweiten  Grades  genanot. 

Es  ei^bt  sich  so 

äas  dritte  Büduagsgesetz  der  bestimmten  räumlichen  Fachwa-Jx: 
Aus  einem  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  K  v<m  (k  —  1)  Knoten- 
punkten entsteht  ein  solches  von  k  Knotenpunkten,  indem  nach  Weg- 
las^ng  eines  Stabes  AB  und  nach  Wähl  eines  Punktes  0  als  neuer 
Knotenpunkt  dieser  Punkt  0  durch  Stäbe  mit  A  und  B  und  mit  zwei 
weiteren  Knotenpunkten  C  und  D,  die  nicht  auf  der  Geraden  AB 
liegen,  verbunden  wird.  Hierbei  darf  der  Punkt  0  nicht  auf  einer  ganz 
bestimmten  Fläche  jnceiten  Grades,  der  Gremfläche  gleiten  Grades, 
liegen,  da  sonst  der  Grenefall  eintreten  umrde. 

§  115.    Beatimmte  tfttunliolie  Taohwerke  ohne  inreifachen  und 
dreifaohen  Enoteapimfct. 

Es  sei  jetzt  aagenommen,  daß  das  vorliegende  bestimmte  räum- 
liche Fachwerk  K  Ton  k  Knotenpnnkten  weder  einen  zweifachen  noch 
einen  dreifachen  Knotenpunkt  hat.  Dann  ist  nach  dem  hergeleiteten 
Satze  wenigstens  ein  vierfacher  Knotenpunkt  0  vorhanden.  Derselbe 
sei  durch  Stöbe  mit  den  fftnf  Knotenpunkten  Ä,  B,  C,  D,  E  verbunden. 
Diese  fünf  Knotenpunkte  können  natürlich  nicht  in  einer  Geraden 
liegen. 

Es  soll  dieses  bestimmte  räumliche  Faehwerk  K  von  k  Knoten- 
punkten mit  einem  vierfachen  Knotenpunkte  0  zunächat  zurückgeiithrt 
werden  auf  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  mit  denselben  Knoten- 
punkten, für  welches  jedoch  der  Punkt  0  nur  ein  dreifacher  Knoten- 
punkt ist. 

Wird  einer  der  in  0  zusammentreffenden  Stäbe,  z.  B.  der  Stab 
OC,  weggenommen,  so  entsteht  ein  Gelenksystem,  welches  bei  ^Knoten- 
pnnkten  (Zk  —  7)  Stäbe  bat,  also  jedenfalls  kinematisch  unbestimmt 
sein  muß.  In  diesem  Gelenks jstem  werden  Verrückungen  möglich 
sein,   durch    die   wenigstens   eine  der  Entfernungen  der  fünf  Punkte 
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Ä,  S,  C,  D,  E  sich  ändert.  Nach  Wegnahme  des  Stabes  OC  soU 
die  Entfemnng  der  beiden  Punkt«  A  und  B  sich  ändern  können.*) 

Die  Koordinaten  des  Punktes  0  seien  I,  ^,  S;  diejenigen  der  fünf 
Punkte  A,  B,  C,  D,  E  seien  x^^)^z^,  Xt?i't>  -  ■ -i  ^^^  Koordinaten- 
system möge  wieder  in  der  firdheren  Weise  angenommen  sein,  so  dafl 
3:^  =  0,     !(i  =  0,     «,  —  0,     y,=  0,     ^j  =  0,     £j=0. 

Der  Stab  0  C  liefert  die  Gleichung: 

aus  welcher  folgt: 

(1)  (I  -  Ji)(«t  - 1',)  +  (>?  -  ».)(«•?  -  ly,)  +  t,i(,-  0. 

Außerdem  werden  für  das  gegebene  Fachwerk  K  von  k  Knoten- 
punkten und  (3i  —  6)  Stäben  noch  (3ft  —  7)  Relationen  besteben  von 
der  Form: 

Aue  denselben  seien  sämtliche  virtuellen  Verückungen  mit  Ausnahme 
von  dXj,  ÖXf,  dy^,  S^,  8ti,  S%  eliminiert.  Die  Elimination  führt  auf 
fünf  in  bezug  auf  Sx^,  dx^,  dy,,  d|,  St],  S^  lineare  and  homogene 
Gleidiangen: 

,a    dx^  +  h    dx,+  c    dy^+d    d|  +  c    Srj  +  f    dS-0, 
o'   dxt+b'   Sx^+c    8yt+d'   d|  +  c'   di?+/"   *£  =  0, 

(2)  { a"  Sx^  +  b"  Sx,  +  c"  dys  +  d"  d|  +  e"  drj  +  f"  df  =  0, 
"  Sx,  +  b'"  da:,  +  c'"  öy^  +  d"'  d|  +  e"  dtj  +  f"  61  =  0, 
'"Sxt  +  h""dxs  +  c""dy,  +  ^'"H  +  e""8fi  +  f'K  =  0. 

Da  kinematiBche  Bestimmtheit  vorhanden  ist,  so  maß  die  Deter- 
minante D  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  einen  von  Null  rerschiedenen 
Wert   besitzen.     Dieses   ist  nur  möglich,  wenn  nicht  sämtliche  der 
sechs  Determinanten: 
16    c    rf 
h'  c    d' 
I>^  =   b"  t    A" 

■  //■'  r  rf'" 
;6""c""r"e"T"; 

gleich  Nall  sind. 

Bei  Wegnahme  des  Stabes  OG  fällt  die  Gleichang  (1)  weg,  und 

1)  Eb  darf  dieie  Annahme  gemacht  werdeo,  denn  ea  ist  ansgeschlosteD, 
daS   nach  Wegnahme   des   Stabes    OC  die  gegenseitige  Entfenmng  aller  Tier 
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f  \ 
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68  bleiben  somit  nur  die  ftnf  Gleichungen  (2)  bestellen.  Aas  den- 
selben folgt: 

Da  die  Determinanten  i),,  D,,  D^,  1)^,  D^,  D^  nicht  sämtlich  gleich 
Nnll  sind,  also  k  nicht  nnendlich  groß  sein  kann  und  nach  Wegn&hme 
des  Stabes  OC  gegeneeitige  Änderungen  der  Punkte  A  und  B,  und 
damit  virtuelle  Verrflckungen  Sx^  möglich  sind,  so  folgt: 

Werden  nun  nach  Wegnahme  des  Stabes  OC  bei  dem  entstan- 
denen Gelenksystem  von  h  Knotenpunkten  und  (3ft  —  7)  Stäben  die 
beiden  Knotenpunkte  A  und  B  durch  einen  Stab  miteinander  ver- 
bunden, so  dafi  sich  wieder  ein  Gelenkeyetem  von  der  richtigen  Zahl 
der  Stäbe  ergibt,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  (1)  die  Glei- 
chung: 

Die  Gleichnngen  (2)  werden  daher: 

6  Sx^^c  Sy,+  d  Ä|  +  e  S73  +  f  Äg  =  0, 
b'  dx,+  c'  dyj+d'  H  +  e  St,  +  f  d£  =  0, 
b"  6x^  +  er  Jy,  +  tT'  *|  -{-  c"  *i)  +  /"'  Äg  =  0,- 
V"  Sxt  +  c"'  9yt  +(?"*!  +  c'"  dl)  4-  f"  0%  =  0, 
b""Sx^  +  c""dy,  +  d""Si  +  e""dij  +  /""'d£  -  0. 

Da  die  Determinante  dieser  Gleichungen  gleich  D^^  ist,  also  einen 
von  Null  Terschiedenen  Wert  hat,  so  wird  das  Gelenksystem,  das  aus 
dem  gegebenen  Fachwerk  K  durch  Wegnahme  des  Stabes  OG  und 
Einschaltung  des  Stabes  AB  entstanden  ist,  ein  bestimmtes  räumliches 
Fachwerk  sein.     Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Eat  ein  heäimmtes  räumlickes  Faclmerk  K  von  k  Knotenpunkten 
einen  vierfachen  KnotenpunU  0,  von  dem  fünf  Stäbe  nach  fünf  Knoten- 
punkten A,  B,  G,  D,  E  gehen,  so  werden  nach  Wegnahme  eines  der 
fünf  in  0  zusammentreffenden  Stäbe,  ss.  B.  des  Stabes  OC,  Benegvmgen 
»wischen  uenigstens  zweien  der  Funkte  Ä,  B,  D,  E,  z.  B.  A  und  B, 

Punkt«  A,  B,  D,  E  sich  nicht  ändern  kann,  denn  Bonat  wBxe  jedenfalU  einer 
der  viel  3t&be  OÄ,  OB,  OD;  OE  aberflfiBaig.  Würde  aber  dieser  überflünige 
Stab   weggenommen,  so  hätte  du  S7etem  za  wenig  Stäbe,  um  stabil  sein  zu 
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möglich  sein.  Infolge  davon  entsteht  aus  dem  bestimmten  räwmiidim 
Fiu^tverk  K  wieder  ein  bestimmtes  räamliekes  Fachwerk,  wenn  der 
Stofc  OG  durch  den  Stab  AB  ersetzt  wird.  Der  Knotet^unkt  0  is/ 
hierdurch  ein  dreifacher  geworden}) 

Nachdem  darch  diesen  Satz  der  vierfache  Knotenpankt  0  des 
Fachwerkes  K  in  einen  dreifachen  verwandelt  ist,  von  dem  vier  Stäbe 
nach  den  Punkten  A,  B,  D,  E  gehen,  werden  nach  Wegnahme  des 
Knotenpunktes  0  gegenBeitige  Bewegungen  zwischen  wenigstens  zweien 
der  Punkte  A,  B,  D,  B  möglich  sein  (zwischen  den  beiden  Punkten 
A  und  B  nicht,  da  dieselben  durch  einen  Stab  verbunden  sind,  da- 
g^en  z.  B.  zwischen  A  und  D  oder  B  und  D  usw.).  Ist  dieses  nun  mit 
den  Punkten  D  und  E  der  Fall,  so  ergibt  sich  nach  dem  in  §  114 
hergeleiteten  Satze  durch  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  Ein- 
schaltung des  Stabes  DE  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von 
(k  —  1)  Knotenpunkten.  Das  Resultat  dieser  zweimaligen  Umwand- 
lung des  gegebenen  Fachwerkes  ist  nichts  anderes,  als  daß  au  die 
Stelle  des  vierfachen  Knotenpunktes  0  zwei  Ersatzsläbe  getreten  sind, 
welche  zwei  Paare  der  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  mit  einander  ver- 
binden, wodurch  sich  dann  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von 
{k  —  1)  Knotenpunkten  ergibt.     Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Aus  einem  bestimmten  räumlichen  Faehwerke  K  von  k  Knoten- 
punkten, das  einen  vierfachen  Knotenpunkt  0  hat,  von  dem  Stähe  tiack 
den  fünf  Knotenpunkten  A,  B,  C,  D,  E  gehen,  läßt  sicli  ein  bestimmtes 
räumliches  Fachteerk  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  herlaten,  indem  nacli 

1)  Genau  ia  dereelben  Weise  hat  det  Verfaseer  io  Beinein  Buche  „Statik 
der  at&neii  Systeme",  Darmatadt  (18ä(i),  p.  2ä&  sud  S5S,  die  Cnterauchuug  durch- 
geführt. Wenn  daher  H.  Müller-Breslau  dem  Verfaseer  den  Vorwurf  maubi, 
daB  er  bei  der  Zurückführuii^  des  F&chwerlces  nur  Knotenpuntte  wegnimmt,  und 
Beineraeits  den  Uedanken  der  allgemeineren  Stubvertauschung  für  sich  in  An- 
spruch nimmt,  ho  ist  dieees  nicht  begründet.  Hier  ist  ja  Oberhaupt  kein  Knoten- 
punkt weggenommen,  Bondem  der  Stab  OC  dnich  den  Stab  AB  ersetst,  also 
eine  allgemeine  Stabvertauscbung  vorgenommeo.  Daß  nun  der  YeriMser  lucb 
Weguabme  des  Stabes  OC  einen  Stab  gerade  zwischen  zweien  der  Pnnkte  A,  B, 
D,  E  einzieht,  hat  lediglich  den  Grund,  daß  er  von  TOmhetein  wußte,  daB  iwi- 
Ecben  diesen  vier  Funkten  gegenseitige  Bew^nngen  vorhanden  sind,  während 
er  eonat  wie  H.  Müller-Breslau  hätte  sagen  müssen,  man  suche  sich  irgend 
zwei  Punkte,  zwischen  denen  nach  Wegnahme  eines  Stabes  gegenseitige  Vet- 
rücknngen  möglich  sind.  Dieses  wollte  der  Verfasser  gerade  vermeiden.  Wie 
der  Verfasser  zuerst  den  Erdatzatab  zum  Zwecke  der  Redaktion  des  Fachwerker 
und  der  Spannungsbestimmnng  eingeführt  hat,  so  ist  anch  die  allgemeiua  Stal- 
vertauschung  auf  den  Verfauser  zurückzuführen.  Dagegen  hat  sich  H.  Usller- 
Breslau  große  Verdienste  dadurch  erworben,  daß  er  mit  Hilfe  der  Methode 
des  Vetfasaere  in  einer  ganzen  Reihe  von  praktisch  wichtigen  Fachwerken  die 
Spannun  gäbe  Stimmung  in  so  vorzüglicher  Weise  durchgeführt  hat. 
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Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  zwei  Paare  der  fünf  Punkte  A, 
B,  C,  D,  E,  zwischen  denen  alsdann  Bewegungen  möglich  sind,  durch 
je  einen  Stab,  also  im  gangen  dvreh  zioei  Stabe,  miteinander  verbunden 
werden. 

Ee  sei  tungekehrt  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von 
(k  —  \)  Knotenpunkten  g^eben.  Dann  läßt  sich  ans  demselben  ein 
bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  herleiten,  bei 
welchem  der  neu  hinzutretende  Knotenpunkt  ein  vierfacher  Knoten- 
punkt ist. 

Es  seien  zu  diesem  Zwecke  fünf  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Knotenpunkte  A,  B,  C,  D,  E  des  g^ebenen  Fachwerkes  K'  von 
{k  —  1)  Knotenpunkten  ausgewählt,  und  zwar  so,  daS  zwei  Paare 
derselben,  z.  B.  A,  B  und  C,  D,  durch  Stöbe  verbanden  sind.  Werden 
dann  nach  Weglassung  der  beiden  Stäbe  AB  und  CD  die  fQuf 
Einotenpunkte  A,  B,  C,  D,  E  durch  Stube  mit  einem  beliebigen 
Punkte  0  verbunden,  so  ist  das  entstehende  Gelenksystem  von  k  Knoten- 
pnnkten  und  (3%  —  6)  Stäben  im  allgemeinen  kinematisch  bestimmt 
imd  daher  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten. 
Es  läßt  sich  leicht  und  zwar  in  derselben  Weise,  wie  dieses  f&r  einen 
hinzugefügten  dreifachen  Knotenpunkt  in  §  114  geschehen  ist,  unter- 
suchen, bei  welchen  speziellen  L^en  von  0  Beweglichkeit  und  zwar 
im  allgemeinen  unendlich  kleine  Beweglichkeit  vorhanden  ist.  Es 
ergibt  sich  hierbei,  daß  der  Punkt  0  nicht  auf  einer  ganz  bestimmten 
Fläche  vierten  Grades,  der  Grentfläcke  vierten  Grades,  liegen  darf, 
wenn  das  System  unbeweglich,  also  ein  bestimmtes  räumliches  Fach- 
werk sein  soll.  Es  folgt  daher  das  vierte  Bildungsgesete  der  bestimmten 
räunUidien  Fachwerke: 

Aus  einem  bestimmten  räumUchen  Fachioerk  K'  von  {k  —  1)  Knoten- 
punkten läßt  sich  ein  solches  K  von  k  Knot&ipunklen  herleiten,  indem 
nach  Auswahl  von  fünf  Knotenpunkten  des  Fachtcerkes  K',  von  denen 
zwei  Paare  schon  durch  Stabe  verbunden  sind,  diese  beiden  Stäbe  weg- 
gelassen und  dann  die  fünf  gewählten  Purste  mit  dem  als  weiteren  Knoten- 
punkt angenommenen  PunH  0  durch  Stäbe  verlmnden  werden.  Die  fünf 
gewählten  Knotenpunkte  dürfen  hierbei  nicht  in  einer  Geraden  und  der 
Punkt  0  nicht  auf  einer  ganz  bestimmten  Fläche  vierten  Grades,  der 
Gretvsfiäche  vierten  Grades,  liegen,  da  sonst  der  GrenzfaU  eintreten  würde. 

§  116.    Weitere  Sohlnßfolgerungen  aus  den  Strukturgesetzen. 
Da  jedes    bestimmte   räumliche  Fachwerk  entweder  einen  zwei- 
fachen, dreifachen  oder  vierfachen  Knotenpunkt  hat,  so  ist  durch  die 
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TorBtehenden  Untersnclmiiges  die  allgemeine  Ao^be  gelöet,  jedee 
bestimmte  räamliche  Fachwerk  von  k  Knotenpankten  auf  ein  solches 
von  (ft  —  1)  Knotenpunkten,  somit  bei  Fortsetzung  des  Verfahreas  auf 
das  einfachste  bestimmte  räamliche  Fachwerk  znrückzaföhren ,  das 
dnrch  die  Ecken  und  Kanten  eines  Tetraeders  gebildet  ist.  Es  ist 
daher  leicht  möglich,  mit  Hilfe  der  entwickelten  Sätze  hei  einem  vor- 
liegenden räumlichen  Getenksystem  von  k  Knotenpunkten  und  (ßk  —  6) 
Stilben  zQ  prüfen,  ob  dasselbe  die  fflr  die  bestimmten  räumlichen 
Fachwerke  erforderliche  Struktur  besitzt  oder  nicht. 

Hat  das  Gelenksystem  keinen  zweifachen  oder  dreifachen  Knoten- 
punkt, so  werden  jedenfalls  eine  ganze  Reihe  vierfacher  vorhanden 
sein,  unter  denen  dann  die  Wahl  zu  treffen  wäre.  Diese  Wahl  ist 
80  vorzunehmen,  daß  die  weitere  Reduktion  zu  einer  möglichst  ein- 
fachen wird,  d.  h.  daß  möglichst  wenig  drei&che  und  vierfache 
Knotenpunkte  wegzunehmen  sind.  Das  Ziel  wird  jedoch  immer  er- 
reicht werden,  auch  bei  ungUnstig  getroffener  Wahl  des  we^enom- 
menen  Knotenpunktes.  Das  nämliche  ist  Ober  den  Fall  zu  s^en, 
bei  dem  das  vorliegende  Oelenksystem  mehr  als  einen  dreifachen 
Knotenpunkt  hat. 

Ist  so  nachgewiesen,  daß  das  vorliegende  Gelenksystem  die  f&r 
die  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  erforderliche  Struktur  besitzt, 
so  ist  es  entweder  ein  solches  oder  es  liegt  der  GrenefaU  vor.  Diese 
Fr^e  kann  dann,  wie  schon  ausgeführt  ist,  durch  eine  für  den  FaU, 
daS  gar  keine  Kräfte  auf  das  Gelenkeystem  wirken,  voif^nommene 
Spannungsbestimmung  entschieden  werden. 

In  umgekehrter  Weise  werden  das  zweite,  dritte  und  vierte  Bil- 
duDgsgesetz  genügen,  um  aus  dem  Tetraeder  durch  entsprechendes 
Hinzußlgen  von  zweifachen,  dreifachen  und  vierfachen  Knotenpunkten 
sämtliche  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  von  voi^eschri ebener  Zahl 
von  Knotenpunkten  herzuleiten.  Diese  drei  Bildnngsgesetze  enthalten 
somit  sämtliche  Bildungagesetze,  die  sich  bei  bestimmten  räumlichen 
Fachwerken  überhaupt  geben  lassen,  in  sich,  insofern  nämlich,  als 
diese  drei  Gesetze  genügen  zur  Herstellung  sämtlicher  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke.  Insbesondere  ist  dieses  mit  dem  ersten  Bil- 
dnngsgesetz  der  Fall,  das  im  übrigen  fQr  die  Herstellung  der  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerke,  sowie  für  die  Untersuchung  der 
Gelen  kysteme  sehr  bequem  ist. 

Bei  der  W^nahme  eines  dreifachen  Knotenpunktes  0  eines  Fach- 
werkes  K  von  k  Knotenpunkten  sind  hier  zwei  von  den  Panfcten  A, 
S,  C,  D,   nach    denen    die  vier  Stäbe  des   Punktes  0  gehen,   dorch 
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einen  Stab  (Enatzstab)  miteinandar  verbanden.  Dieser  spezielle  Er- 
satzetab  ist  BelbstTerständlich  nur  deshalb  gewählt,  weil  dann  aar 
Tier  Punkte  Ä,  B,  C,  D  daraufhin  zu  prüfen  sind,  welche  Ton  den- 
selben nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  gegenseitige  Bewegungen 
gestatten.  Es  hätte  auch  die  Zurllckführung  des  Fachwerkes  K  Ton 
Ti  Knotenpiuikten  auf  ein  Fachwerk  K'  von  (£  —  1)  Knotenpunkten 
nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  erfolgen  können,  indem  irgend 
zwei  der  verbleibenden  (Jc  —  l)  Knotenpunkte,  zwischen  denen  nach 
Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  gegenseitige  Bew^ungen  möglich 
sind,  durch  einen  Stab  vereinigt  wären.  Diese  allgemeinere  ZurUck- 
fühmng  kann  zweckmäßig  sein,  wenn  sich  von  vornherein  zwei  Kno- 
tenpunkte uigeben  lassen,  zwischen  denen  nach  Wegnahme  des  Kno- 
tenpunktes 0  gegenseitige  Bewegangen  möglicb  sind.  Ist  dieses  jedoch 
nicht  der  Fall,  so  wird  es  sich  empfehlen,  sich  streng  an  den  obigen 
Satz  zu  halten,  da  es  sonst  unter  umständen  nötig  wäre,  eine  ganze 
Reihe  mal  zn  prüfen,  ob  zwei  gewählte  Knotenpunkte  nach  Weg- 
nahme des  Knotenpunktes  0  gegenseitige  Bewegungen  gestatten 
oder  nicht. 

Umgekehrt  hätte  das  dritte  Bildnngsgesetz  auch  so  ausgesprochen 
werden  können: 

Aus  ^nem  he^imnUm  räumlichen  Fachwerke  K'  von  (k  —  1) 
KnoienpunMen  läßt  sich  ein  solches  K  von  %  Knotenpanltten  herleiten, 
indem  nach  Wegnahme  irgendeines  zwei  Knotenpunkte  M  ««d  N  ver- 
bindenden Stabes  von  vier  Knotenpunläeu  A,  B,  C,  D  aus  Stabe  nach 
dem  gewählten  Knotenpunkt  0  gelegt  werden.  Die  Wahl  der  vier 
PunJde  A,  B,  G,  D  ist  hierbei  an  die  Bedingung  geknüpft,  daß  nach 
Wegnahme  des  Stabes  MN  gegenseitige  Bewegungen  zwischen  zweien 
der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  möglich  sind,  während  der  Punkt  0 
nicht  auf  der  sich  dann  erg^nden  Grenefläche  liegen  darf. 

Die  obige  spezielle,  aber  genügende  Fassung  des  dritten  BUdungs- 
gesetzes  ist  gewühlt  worden,  da  bei  der  allgemeineren  leicht  die  vier 
Punkte  A,B,C,  D  in  fehlerhafter  Weise  angenommen  werden  können. 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  der  Satz: 

Aus  einem  bestimmten  räumlichen  Fackwerk  K  von  k  Knoten- 
punkten mit  einem  vierfachen  Knotenpunkt  0  laßt  sich  ein  bestirntes 
Fachwerk  K  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  herleiten,  indem  nach  Weg- 
nahme des  Punktes  0  und  der  fünf  nach  0  führenden  Stäbe  zwisclien 
irgend  zwei  Paaren  von  Punkten  Mi,  M^  und  JV^,  A'j,  die  so  gewählt 
sind,  daß  zwischen  dens^ben  Bewegungen  möglich  sind,  SiMe  einge- 
scJialtet  werden. 
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Ebenso    hätte  das   vierte  Bildui^geBetz  auch   in  der   : 
Weise  auBgeeprochen  werden  können: 

Aus  einem  bestimmten  räunUieken  Faekw^ke  K'  von  (k  —  1) 
Knotenpunktett  ergibt  skJi  ein  bestimmtes  räumlü^ies  Faekwerk  K  von 
k  Knotenpunkten,  indem  nach  Wegnahme  irgend  eiceier  Stabe  M^M, 
und  N^N,  von  fünf  Knotenpunkten  A,  B,  C,  D,  E  am  SteOte  nach 
dem  als  /.■"'  Knoienpunld  angenommenen  Punkte  0  gelegt  werden.  Die 
Wahl  der  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  ist  hierbei  an  die  Bedingung  geknüpft, 
daß  zwischen  denselben  nach  Wegnahme  der  Stäbe  M^My  und  2f^Nf 
eine  doppelte  Betvegungsfräkeit  mSglidt  sein  muß.  Der  Punkt  0  da- 
gegen darf  nicht  auf  der  sich  ergebenden  Gremflädte  liegen. 

Auch  hier  ist  das  nämliche  zq  sagen:  bei  dieser  sllgenteineren 
FaesuDg  des  vierten  Bildungsgesetzes  ist  es  leicht  möglich,  eine 
falsche  Wahl  der  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  zu  treffen,  und  man  ist  eo  unter 
Umstäiiden  genötigt,  eine  Reihe  male  hintereinander  PrQfungen  der 
gewählten  Punkte  Tornehmen  za  mOssen,  bis  es  gelungen  ist,  brauch- 
bare fünf  Punkte  zu  erhatten. 

Dies  sind  die  Gründe,  die  zu  der  ganz  speziellen  ZnrGckfQbrung 
des  Fachwerkes  K  von  k  Knotenpunkten  auf  ein  solches  von  (Ä— 1) 
Knotenpunkten  und  zu  der  ganz  speziellen,  aber  genügenden  Fassung 
der  Bildungsgesetze  Veranlassung  gegeben  haben  und  auch  beim  rieh- 
tigen  Angreifen  des  allgemeinen  Problems  geben  mufiten. 

Handelt  es  sich  darum,  aus  einem  bestimmten  räumlichen  Fach- 
werke K  unter  Beibehaltung  sämtlicher  Knotenpunkte,  und  ohne  neue 
hinzuzufügen,  ein  weiteres  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  herzu- 
stellen, so  kann  dieses  durch  eine  al^emeine  Stabvertauschung  ge- 
schehen.') Die  Zahl  der  Ersatzstäbe  muß  hierbei  gleich  der  Zahl  der 
weggenommenen  Stäbe  sein.  Femer  muß  an  die  Stelle  jedes  weg- 
genommenen Stabes  g  ein  Ersatzstab  treten,  dessen  beide  Knoten- 
pnnkte  nach  Wegnahme  des  Stabes  g  g^nseitige  Bewegungen  er- 
leiden können.  In  vielen  praktischen  Fällen,  in  denen  das  Fachwerk 
in  genügender  Weise  überblickt  wird,  so  daß  es  leicht  ist,  richtige 
Krsatzstäbe  anzugeben,  ist  diese  Methode  wie  bei  den  ebenen  Fach- 
werken,  so  auch  bei  den  räumlichen  mit  Vorteil  zur  Herstellung  von 
neaen  Fachwerkformen  zur  Verwendung  gekommen.^ 

Da  durch  die  Untersuchungen  von  g  108  das  gestützte  bestimmt« 

Ij  Solche  allgemeinen  StabTertauscbuiigen  werden  von  E.  Mfillez-Breilaa 
vielfach  vorgenommen, 

2)  Siehe  inebegondere  W.  Schlink,  „Statik  der  Banmwerke",  Leipiig  nnd 

Berlin  (1907). 
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läumliche  Factwerk  auf  ein  freies  bestimmt«»  räumliches  Fachwerk 
zurückgeführt  ist,  ao  ist  durch  die  Torliegende  Stniktnnmtersachang 
auch  diejenige  fflr  das  gestützte  bestimmte  räumliche  Fachwerk  mit 
erledigt. 

Soll  aus  einem  gestützten  bestimmten  räumlichen  Fachwerke 
durch  allgemeine  Stabvertauschung  ein  neues  gestütztes  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  hei^eleitet  werden,  so  ist,  wie  W.  Schlink  für 
das  räunüiclie  wie  fUr  das  ebene  gestdtzte  System  ausgeführt  hat, 
wesentlich  daranf  zu  achten,  daß  kein  Stab  des  gestützten  Syatemes 
mit  einem  Stabe  des  Erdfachwerkes  vertauscht  wird,  da  das  Erdfach- 
werk ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  bleiben  muß.  Gestattet 
ist  es  dagegen,  einen  Stab  des  gestützten  Systemes  wegzunehmen  und 
dafür  einen  neuen  Stützungsstab  einzufahren,  und  umgekehrt  einen 
StUtsungsstab  wegzunehmen  und  dafür  in  dem  gestützten  System 
einen  weiteren  Stab  einzuschalten.  Ebenso  hat  W.  Schlink  darauf 
aufmerksam  gemacht,  daS  bei  derartigen  Umwandlungen  des  ge- 
stützten Systemes  die  Ersetzung  der  L^er  durch  Stützungsatabe  und 
die  Einführung  des  Erd&chwerhes  eine  größere  Sicherheit  bezüglich 
der  Einschaltung  der  Ersatzstäbe  gibt.') 


Dreiundzwanzigstes  Kapitel. 

Die  allgemeinen  Methoden  der  Spannnngsbestimmnng 
in  dem  bestimmten  ränmllctaen  Faehwerke. 

§  117.  Bpaimmigsbestimmmig  in  dem  bestimmten  r&mnliohen  Faoh- 
verke  dnroh  Zarüokftlbrnag  desselben  auf  ein  einfaoliereB. 
Wie  für  das  bestimmte  ebene  Fachwerk  ist  auch  für  das  bestimmte 
räumliche  Fachwerk  von  dem  Verfasser  eine  allgemeine  Methode  ge- 
geben, die  sich  sowohl  analytisch  wie  graphisch  durchführen  ^t.*) 
Bei  dieser  Methode  wird  wie  bei  den  ebenen  Fachwerken  die  Span- 
nnngsbestimmnng  in  einem  gegebenen  bestimmten  ränmlichen  Fach- 
werke zurückgeführt  auf  die  einmalige  oder  mehrmalige  Spannangs- 
bestimmung  in  einem  abgeleiteten  bestimmten  räumlichen  Fachwerke. 
In  Rücksicht  auf  den  allgemeinen  Beweis  der  Möglichkeit  eines 
solchen  Verfahrens  ist  jetzt  für  die  bestimmten  räumlichen  Fachwerke 
nachzuweisen: 

1)  Siebe  FnBaot«  3.  613. 

2}  Eenneberg,  „Statik  der  Btarten  S^ateme",  Darmstadt  (188B). 

Hansabaig,  GnpbiloJia  SUtUc  43  ^^  . 

DKlz.,l.yC.OOgle 


674    2B<  Kapitel.  Die  allgemeinen  Methoden  der  Spann Dugsbestimmung  nsw. 

1.  daß  sich  das  Spannungsproblem  für  ein  gegebeoes  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  K  stets  zurückführen  läBt  auf  dasjenige  eines 
bestimmten  räumlichen  abgeleiteten  Fachwerkes  K'\ 

2.  daB  ea  auch  stets  möglich  ist,  fSr  ein  gegebenes  bestimmtes 
räumliches  Fachwerk  K  ein  solches  abgeleitetes  Fachnerk  zn  finden, 
für  das  das  Spannungsproblem  lösbar  ist. 

Aas  systematischen  Orflndeii,  um  nSmlich  diese  Beweise  in  aller 
Strenge  führen  zu  können,  hat  sich  der  Verfasser  in  der  ersten  Ver- 
öffentlichung bei  der  Herstellung  des  abgeleiteten  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerkes  streng  au  die  Strukturgesetze  gehaltaa.  Es  möge 
dieses  auch  jetzt  geschehen.  Es  soll  femer  die  üntersucfaung  so  ge- 
führt werden,  daß  sich  gleichzeitig  ein  weiterer  Beweis  fSr  den  Satz 
Tou  Föppl  ergibt,  nach  dem  die  kinematisch  bestimmten  räum- 
lichen Gelen ksysteme  identisch  sind  mit  den  statisch  bestimmten 
Systemen.  '■) 

Wird  der  Föpplsche  Satz  nicht  als  erwiesen  angenommen,  so 
gelten  die  Untersuchungen  von  Kap.  22  nur  fQr  die  kinematisch  be- 
stimmten räumlichen  Gelenksysteme.  Es  wflrde  daher  für  die  statisch 
bestimmten  räumliehen  Gelenksysteme  eine  entsprechende  Unter- 
suchnng  durchzuführen  sein,  in  der  die  Bildungsgesetze  der  statisch 
bestimmten  Gelenksyeteme  hergeleitet  werden  und  gezeigt  wird,  dafi 
dieselben  einschließlich  der  auftretenden  Greuzfälle  identisch  siud  mit 
denen  der  kinematisch  bestimmten  räumhchen  Gelenksysteme.  Die? 
soll  in  Verbindung  mit  der  Darstellung  der  Methode  für  die  Bestim- 
mung der  Spannungen  geschehen. 

£s  möge  ein  räumliches  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten  ge- 
geben sein.  Die  allgemeinen  Bedingungen  ftir  die  statische  Bestimmt- 
heit desselben  sind  schon  in  §  106  hergeleitet.  Insbesondere  ist 
geze^  worden,  daß  ein  statisch  bestimmtes  räumliches  Gelenksystem 
bei  h  Knotenpunkten 

'8  =  3^  —  6 
Stäbe    hat,   also   ebensoviel    Stäbe   wie    die   kinematisch   bestimmten 
räumlichen  Gelenksysteme  bei  der  nämlichen  Zahl  von  Knotenpunkt«ii. 

Zunächst  ergibt  sich,  daß  ein  statisch  bestimmtes  raamlicbes 
Gelenksystem  keinen  einfachen  Knotenpunkt  hat,  wie  dieses  auch  bei 
den  kinematisch  bestimmten  räumlichen  Gelenksystemen  der  Fall  ist 

1)  Solbat  jetzt,  wo  ein  »uafilhrlichw  Beweis  des  FOpplschen  Sattes  Tor- 
liegt,  möchte  ein  derartiger  weiterer  Beweis  anch  fQr  die  bestimmten  t&um- 
lic-hen  wie  für  die  bestimmten  ebenen  Fachwerke  noch  Interesse  beeitien.  Di« 
folgende  CoterBuchung  iat  ilbrigena  dieselbe  wie  in  dem  Baoh«  des  VeiCwaen. 
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Zum  Beweise  dieses  Satzes  sei  angenommen,  ein  statisch  be- 
stimmtes Gelenk&yatem  von  k  Knotenpunkten  und  daher 

s  =  3Ä  -  6 
Stäben  habe  einen  einlachen  Knotenpunkt  0,  von  dem  zwei  Stäbe 
nach  zwei  anderen  Knotenpunkten  Ä  und  B  des  Gelenksjstemes  gehen. 
Die  auf  den  Punkt  0  wirkende  äußere  Kraft  P  würde  dann  nur  eine 
Zerlegung  in  die  beiden  Stäbe  OÄ  und  OB  zulassen,  wenn  sie  in 
der  Ebene  AOB  läge.  Schon  hieraus  folgt,  dafi  das  Gelenksystem 
nicht  statisch  bestimmt  sein  könnte,  da  ein  Gelenksjstem  nur  dann 
als  statisch  bestimmt  bezeichnet  worden  ist,  wenn  es  ßir  jedes  Gleich- 
gewichtssystem  der  äußeren  Kräfte  endliche  und  eindeutige  Werte  für 
die  Spannungen  liefert.  Würde  ann  die  Kraft  P  in  der  Ebene  A  OB 
liegen,  so  wären  damit  die  Spannungen  in  den  beiden  Stäben  OA 
und  OB  eindeutig  und  endlich  bestimmt.  Infolge  davon  könnten  die 
Stäbe  OA  und  OB  weggelassen  bzw.  durch  die  sich  in  A  und  B 
ei^ebenden  Gelenkdrücke  ersetzt  werden.  Es  müßte  somit  das  nach 
Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  erhaltene  System  K'  statisch  be- 
stimmt sein,  wenn  das  anfängliche  System  statisch  bestimmt  gewesen 
wäre.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  das  Gelenksystem  K'  bei 
(k  —  1)  Knotenpunkten 

s^3k-a 

Stabe  also  einen  Stab  zu  viel  hat  Die  Spannungen  in  K'  und  daher 
auch  die  in  dem  anfänglichen  Gelenksystem  K  werden  somit  nuend- 
lieb  vieldeutig,  falls  sich  dieselben  überhaupt  bestimmen  lassen.  Der 
einfache  Knotenpunkt  ist  wie  bei  dem  kinematisch  bestimmten  räum- 
lichen Gelenksystem  so  auch  bei  dem  statisch  bestimmten  von  vorn- 
herein auBgescblossen. 

Wie  bei  dem  kinematisch  bestimmten  räumlichen  Gelenksystem 
folgt  daher  jetzt  für  das  statische  bestimmte  räumliche  Gelenksystem 
ans  der  obigen  Gleichung  der  Satz: 

Ein  statisch  hestimmles  räumliches  Gdenlcsystem  hat  wenigstens 
einen  zweifachen,  dreifachen  oder  vierfachen  Knotenpunkt. 

Jeder  der  sich  hieraus  ergebenden  drei  Fälle  muß  für  sich  ge- 
prüft werden. 

Ein  statisch  bestimmtes  räumliches  Gelenksystem  K^on  k  Knoten- 
punkten möge  einen  zweifachen  Knotenpunkt  0  haben,  von  dem  drei 
Stäbe  nach  drei  aodereu  Knotenpunkten  A,  B,  C  gehen.  Der  Fall, 
daß  die  drei  Stäbe  OA,  OB,  OG  in  einer  Ebene  liegen  bzw.  der 
Punkt  0  in  der  Ebene  ABC,  ist  von  vornherein  auszuschließen.    Lägen 
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nämlich  die  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC  ia  einer  Eb«ne  E,  so  würde  die 
Zerl^ung  der  in  0  angreifenden  Kraft  P  in  diese  drei  Stäbe  nnr 
möglich  Bein,  wenn  die  Eraft  P  anch  in  der  Ebene  E  sich  befände, 
dann  aber  auf  unendlich  viele  Arten.  Eb  wäre  daher  jedenfalls  keine 
statische  Bestimmtheit  wie  auch  keine  kinematiBche  Bestimmtheit  vor- 
handen. 

Es  mnß  daher  angenommen  werden,  daß  bei  einem  zwei&chen 
Knotenpunkt  0  eines  statiBch  bestimmten  Gelenksystemes  K  die  drei 
Ton  0  ausgehenden  Stäbe  OA,  OB,  OC  nicht  in  einer  Ebene  liegen 
Dann  aber  ist  die  Zerlegung  der  in  0  angreifenden  Kraft  P  in  die 
drei  Stabrichtungen  eine  eindeutige.  Ea  können  somit  bei  der  Span- 
uungsbestimmung  die  drei  Stäbe  OA,  OS,  OC  we^elassen  nnd 
durch  die  drei  in  A,  B,  C  sich  ergebenden  Gelenkdrücke  ersetzt 
werden.  Wäre  nun  das  anfängliche  Gelenksystem  K  von  k  Knoten- 
punkten statisch  bestimmt,  so  müßte  auch  6as  nach  Wegnahme  des 
Knotenpunktes  0  und  der  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC  entstehende 
System  K'  von  (Je  —  1)  Knotenpunkten  und 
«  -  3(A  -  1)  -  6 
Stäben  statisch  bestimmt  sein.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Aus  einem  statisch  bestimmten  räumlichen  Gdenhsystetne  K  von 
k  Knotenpunkten,  das  einen  zweifachen  Knotenpunkt  0  hesUst,  ergiht  sich 
durch  Wegnahme  dieses  zweifachen  Knotenpunktes  0  wieder  ein  sUitisch 
bestimmtes  räumliches  Gäenksystem  K'  und  zwar  ein  solches  von  (k  —  1) 
Knotenpunkten. 

Gleichzeitig  ist  hierdurch  die  Spannungsbestimmung  in  einem  sta- 
tisch bestimmten  Gelenksystem  K  von  k  Knotenpunkten,  das  einen  etrei- 
fachen  Knotenpunkt  0  hat,  zurückgeführt  auf  die  Spannur^sbestimmung  in 
dem  sich  durch  Wegnahme  des  zweifachen  Knotenpunktes  0  erg^enden 
statisch  bestimmten  Gelenksystem  von  {k  —  1)  Knotenpunkten. 

Umgekehrt  folgt  für  die  statisch  bestimmten  räumlichen  Gelenk- 
aysteme  das  Bildungsgesetz: 

Aus  einem  statisch  bestimmten  räumlichen  Gdenksystem  K'  von 
(t  —  1)  Knotenpufüden  ergibt  sich  ein  solches  K  von  k  Knotenpunkten, 
indem  nach  Annahme  eines  Punktes  0  <üs  1^™  Knotenputikt  drei  Stäbe 
nach  irgend  drei  Knotenpunkten  A,  B,  C  des  Gäenksystemes  K'  geführt 
werden.  Der  nea  hinzutretende  Knotenpunkt  0  darf  hierbei  nicht  mit 
den  Pimkten  A,  B,  C  in  einer  Ebene  liegen. 

Da  diese  Sätze  rollständig  übereinstimmen  mit  den  in  §  113  iür 
die  kinematisch  bestimmten  Gelenksysteme  gefundenen  Sätze,  so  folgt 
weiter: 


>y  Google 


g  116.    SpanunDgabestimmoDg  in  dem  bestimmten  länml.  Fachwerke  ubw,    677 

Ist  ein  räumliches  Geknksystem  K  sowohl  kinematisch  toie  statisch 
bestimmt,  cUso  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk,  so  ist  jedes  Gelenk- 
System,  das  aus  demsdhen  durch  Wegnahme  von  eweifadien  Knoten- 
punkten entstanden  ist,  icied^  ein  besHmmles  räumliekea  Fachicerk. 

Jedes  Gelenksystem,  das  sich  aus  einem  bestimmten  räumlichen 
Fackwerke  durch  Hinzufügen  von  zweifachen  Knotenpunkten  ergibt,  wo- 
bei jedoch  die  b^effenden  drei  Stäbe  des  tKeifachen  KnotenpurMes 
nicht  in  einer  Ebene  liegen  dürfen,  ist  sowohl  kinemati^  wie  statisch 
bestimmt,  also  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk. 

Da  das  durch  die  Ecken  und  Kanten  eines  Tetraeders  gebildete 
GelenkBjstem  soHohl  kinematisch  wie  statisch  bestimmt  ist,  so  sind 
alle  aas  demselben  durch  das  zweite  Bildongsgesetz  von  §  113  her- 
gestellten Systeme  bestimmte  räumliche  Fachwerke. 

Bei  allen  derartigen  bestimmten  Fachwerken  '\&aü  die  Spannungs- 
bestimmang  auf  ein  wiederholtes  Zerlegen  einer  Kraft  in  drei  vor- 
geschriebene  Richtungen,  also  bei  graphischer  DurchfOhrang  auf  die 
räumliche  Folygorudmeihode  hinaus.  Hierbei  ist  mit  dem  auf  Orund 
des  Bildungsgesetzes  zuletzt  angeschlossenen  Knotenpunkt  zu  beginnen, 
dann  zam  vorletzten  Qberzngehen  usw. 

Bei  analytischer  Durchführung  des  Spannungsproblemes  fKr  der- 
artige Fachwerke  würden  sich  die  Gleichnngen  (2)  von  §  106  in 
Gmppen  zu  dreien  so  anordnen  lassen,  daß  die  erste  Gruppe  drei 
Unbekannte  enthält,  die  zweite  Glruppe  drei  neue  Unbekannte  usw. 

Alle  derartigen  Facbwerke,  zu  denen  insbesondere  die  Tetraeder- 
fitchwnrke  gehören,  sind  somit  jetzt  als  erledigt  anzusehen. 

§  118.  SpannangsbeBtlmmTmg  in  dem  beatimnaten  ränmllohen  Facb- 
werke duTOh  ZardokfBhrang  desselben  auf  ein  einfadieres.    Fort- 
setsong.  Fachwerke  ohne  Eweifochen  Enotenpankt. 

Es  kann  sich  aber  ereignen,  daß  das  Torliegende  statisch  be- 
stimmte räumliche  Gelenksystem  überhaupt  keine  zweifachen  Knoten- 
punkte hat.  Ebenso  kann  es  sein,  daß  ans  einem  Gelenksystem  K 
nach  Wegnahme  der  zweifachen  Knotenpunkte  sich  schließlich  ein 
Gelenksystem  K'  ergibt,  auf  welches  das  Spannungsproblem  des  Ge- 
lenksystemes  K  zurückgeführt  ist,  wobei  jedoch  das  Gelenksystem  K' 
keinen  zweifachen  Knotenpunkt  0  hat. 

Es  sind  daher  Gelenksysteme  zu  untersuchen,  welche  bei  k 
Knotenpunkten  nad 

S-3Ä-6 

Stäben  keinen  zweifachen  Knotenpunkt,  aber  infolge  davun  wenigstens 
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einen  dreifachen  oder  vierfachen  besitzen.  Der  UsterBuchuiig  möge 
folgender  Satz  voraasgeBcbickt  werden: 

Auf  die  Knotenpunkte  eines  gegebenen  statisch  bestimmten  räum- 
lidien  Gelenksystemes  möge  einerseits  ein  Gletckgewidässyslem  ron 
Kräften  XfYfZ^  und  andererseits  ein  Gleichgewichtssystem  X^'T^'Z,' 
wirken.  Das  Kräftesystem  X^Y^Z^  möge  in  einem  Stabe  ij,  eine  Span- 
nung S,.j  und  das  Kräftesystem  X,'  YfZ^  in  dem8eB)en  Stabe  eine 
^annung  S,,,'  ereeugen.     Dann  stellt 

für  jeden  Wert  von  X  die  Spannung  in  dem  Stabe  l^^  dar,  wenn  auf 
jeden  Knotenpunkt  i  die  Sesuitante  der  beiden  Kräfte  X^T^Z,  und  IX^', 
lYl,  XZ;  wirkt. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  sofort  daraus,  daß  die  Glei- 
chongen  (2)  von  §  106,  welche  die  Stabspannimgea  bestimmeQ,  ein 
lineares  System  bilden,  und  daß  die  Komponenten  der  Kräfte  nur  in 
den  absoluten  Gliedern  Torkommen,  während  die  Koeffizienten  der 
unbekannten  Spannungen  durch  die  Kichtnngswinkel  der  Stäbe  be- 
stimmt sind. 

Es  möge  jetzt  ein  statisch  bestimmtes  räumliches  Getenksjstem  A' 
Ton  k  Knotenpunkten  vorliegen,  das  keinen  zweifachen  aber  einen 
dreifachen  Knotenpunkt  0  besitzt.  Von  demselben  gehen  Stabe 
nach  Tier  anderen  Knotenpunkten  A,  B,  G,  D.  Von  vornherein 
ist  klar,  daß  wie  bei  den  kinematisch  bestimmten,  so  aach  jetzt 
bei  den  statisch  bestimmten  röamlichen  Geleuksystemen  die  vier 
Stäbe  OA,  OB,  OC,  OD  nicht  in  einer  Ebene  E  liegen  dürfen,  da 
sonst  eine  Zerlegung  der  in  0  angreifenden  Kraft  P  in  die  vier 
Stabrichtungen  nur  möglich  wäre,  wenn  die  Kraft  P  auch  in  der 
Ebene  E  lüge,  also  das  vorliegende  Gelenksystem  der  Annahme  ent- 
gegen kein  atatisch  bestimmtes  sein  könnte. 

Die  Kräfte,  welche  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  Xiff^Zf  des 
vorliegenden  Gelenksystemes  K  wirken,  seien  mit  P,  und  insbeson- 
sondere  die  auf  die  Knotenpunkte  0,  A,  B,  C,  D  wirkenden  Enfte 
mit  Pf,,  Pi,  Pj,  Pj,  P^  bezeichnet. 

Die  in  dem  Punkte  0  angreifende  Kraft  P„  läßt  sich  auf  un- 
endlich viele  Arten  in  die  Stäbe  OA,  OS,  OC,  OD  zerlegen.  Es 
seien  nun  mit  iSj',  S^',  S^',  S^'  die  sich  in  diesen  vier  Stäben  er- 
gebenden Komponenten  bei  einer  speziellen  Zerlegung  bezeichnet,  so- 
dann mit  S,",  S^",  Sj",  S/'  irgend  vier  in  OA,  OB,  OC,  OD  lie- 
gende  Kräfte,   die   sieb   das    Gleichgewicht   halten.     Dapa   sind    alle 
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möglichen  Zerieguagen  von  Pg  in  die  vier  Stabrichtungea  in  der 
Form  enthalten: 

5,^Sj'+ AS,". 

Diese  vier  Kräfte  stellen  die  Gelenkdrücke  dar,  die  sich  in  den 
Stöben  OA,  OB,  00,  OD  befinden  und  auf  die  Punkte  Ä,  B,  C,  D 
wirken.  Nach  Einführung  dieser  GelenkdrQcke,  wobei  l  zunächst 
ein  unbekannter  Faktor  ist,  darf  der  Knotenpunkt  0  nebst  den  vier 
Stäben   OA,  OB,  OC,  OD  we^euommen  werden. 

Wird  der  Knotenpunkt  0  weggenommen,  eo  würde  ein  Gelenk- 
syetem  von  {k—  1)  Knotenpunkten  entstehen,  das  jedoch  einen  Stab 
zu  wenig  hat,  um  statisch  bestimmt  sein  zu  können.  Da  nach  Weg- 
nahme des  Knotenpunktes  0  jedenfalls  zwischen  zweien  der  vier 
Punkte  A,  B,  C,  D,  z,  B.  zwischen  A  und  B  Bewegnngen  möglich 
sind,  so  Heien  diese  zwei  Punkte  A  und  S  durch  einen  Stab  AB 
miteinander  verbunden,  so  daß  sich  ein  Gelenksjstem  K'  ergibt, 
welches  {h  —  1)  Knotenpunkte  und  die  richtige  Zahl  von  Stäben  bat. 

Sollen  die  Spannungen  in  den  Stöben  des  Qelenkeystemes  IC 
Übereinstimmen  mit  den  Spannungen,  die  sich  in  den  nämlichen 
Stöben  des  GelenksystemesZ"  infolge  der  Kraft«  P^,  P,,  J'i,'P^,  P„... 
ergeben,  so  muß  es  möglich  sein,  den  eingeführten  Faktor  X  so  zu 
bestimmen,  daß,  wenn  auf  die  Knotenpankte  A,  B,  C,  D  des  Gelenk- 
systemes  K'  die  Resultanten  P^',  P/,  P,',  P/  von  P,  und  S„  P, 
und  iSj,  Pj  and  S,,  F^  und  S^,  dagegen  auf  die  übrigen  Knotenpunkte 
die  frühereu  Kräfte  P^,  Pg, . . .  wirken,  sich  in  dem  Stabe  AB  eine 
Spannung  von  der  Größe  Null  ergibt.  £s  ist  also  die  Aufgabe  zu 
losei),  den  Faktor  X  so  zu  bestimmen,  daß  die  Spannung  in  dem  Stabe 
AB  gleich  Null  wird.  Diese  Aufgabe  läßt  eich  auf  eine  zweimalige 
Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  Gelenksystem  K'  von  (i—  1) 
Knotenpunkten  zurückführen. 

Es  seien  gefunden: 

1.  Die  Spannungen  in  den  Stöben  des  Gelenksystemes  K'  von 
(Je  —  1)  Knotenpunkten,  wenn  auf  die  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  die 
Besultanten  von  P,  und  S^',  P^  und  S,',  P,  und  Sg',  P^  und  S^'  und 
auf  die  übrigen  Knotenpunkte  die  früheren  Kräfte  Pg,  P«, . . .  wirken. 

Hierbei  möge  sich  in  einem  Stabe  /,»  die  Spannung  S,^'  und 
insbesondere  in  dem  Stabe  AB  die  Spannung  S„'  ergeben  habrai^  , 
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2.  Die  SpaDDungsQ  in  den  Stäben  des  äelenksTStemes  K',  irenn 
auf  die  vier  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  die  vier  im  Oleichgewieht 
stehenden  Kräfte  £,",  8^',  Sg",  S^"  und  auf  die  fibrjgeu  Knotenpunkte 
gar  keine  Kräfte  wirken. 

Hierbei  möge  aich  in  dem  Stabe  Z^^  eine  Spannung  S.'i,  und  ins- 
besondere in  dem  Stabe  AB  eine  Spannung  S^"  ergeben  haben. 

Sind  diese  Bestimmungen  durchgeführt,  so  stellt  nach  dem 
obigen  Satze 

(2)  5,^-s,;+is;; 

die  Spannung  in  dem  Stabe  l,^  und  insbesondere 

(3)  S^=S^'+XSa" 

die  Spannung  in  dem  Stabe  AB  für  jeden  Wert  von  2.  dar,  wenn 
auf  die  Knotenpunkte  des  Oelenksystemes  K'  von  (i  —  1)  Knoten- 
punkten die  Kräfte  i"/,  P,',  P,',  P/,  Pj,  P, .  . .  wirken. 

Da  nun  der  Stab  AB  bei  dem  g^ebenen  Oelenksystem  K  nicht 
vorhanden  ist,  so  nuiB  die  in  demselben  erhaltene  Spannung  S^  gleich 
Null  gesetzt  werden,  woraus  sich  ergibt: 

So'+'lSo"=0, 
also 

(4)  X--l^. 

Bei  Einsetzung  dieses  Wertes  von  l  stellt  Gleichung  (2)  die  Span- 
nung in  dem  Stabe  If^  des  g^ebenen  (oelenksystemes  K  dar,  während 
die  Gleichungen  (1)  die  Spannungen  in  den  vier  Stäben  OA,  OB, 
OC,  OD  bestimmen. 

Damit  in  dieser  Weise  die  Spannungen  in  dem  gegebenen  Ge- 
lenksysteme K  von  Je  Knotenpunkten  gefunden  werden  können, 
müssen  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein: 

1.  Es  muß  das  aus  dem  statisch  bestimmten  Gelenksysteine  K 
ab|;;eleitete  Geleuksystem  K'  von  {h  —  1)  Koot^punkten  ebenfalls 
statisch  bestimmt  sein,  so  daß  bei  demselben  die  erforderliche  zwei- 
malige Spannungsbestimmung  durchgeführt  werden  kann  und  endliche 
wie  eindeutige  Werte  für  die  Spannungen  liefert. 

2.  Es  muß  sein 

So"  §  0. 
damit  sich  aus  (4)  ein  ganz  bestimmter  endlicher  Wert  von  i.  ei^bt 
Es  ist  leicht  möglich  nachzuweisen,  daß  beide  Bedingungen  tat- 
sächlich erfüllt  sind.  ,-  , 


§  119.   Spannungabestiinmiuig  in  dem  beslimmteii  räuml.  Faohwerke  luw.    681 

Wird  das  Oetenbsjstem  K  wieder  hergestellt  and  werden  dann 
in  der  Geraden  AB  zwei  gleich  groBe  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
Kraft«  Q  angenommen,  von  denen  die  eine  auf  denPunkt  A,  die  andere 
auf  des  Punkt  B  wirkt,  während  auf  die  flbrigen  Knotenpunkte  des  Ge- 
lenksystemes  K  keine  Kräfte  wirken  sollen,  so  sind  dadurch  infolge  der 
statischen  Beatimmtheit  von  K  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Stä- 
ben Tou  K  eindeutig  bestimmt.  Insbesondere  ist  dieses  der  Fall  mit  den 
Spannungen  in  den  vier  Stäben  OA,  OB,  OC,  OD.  Wird  nun  die 
Kraft  Q  durch  Multiplikation  mit  einem  Faktor  (i  proportional  ge- 
ändert, so  werden  sich  auch  die  Spannungen  in  den  Stäben  von  E 
in  derselben  Weise  proportional  ändern  und  speziell  diejenigen  in 
den  Stäben  OA,  OB,  OC,  OD.  Es  läSt  sich  daher  durch  Verfügung 
über  diesen  Proportionalitätsfaktor  ft  erreichen  daß  die  Spannungen  in 
den  StÄben  OA,  OB,  OC,  OD  die  verlangte  Größe  S/',  S,",  S,",  S/'  er- 
halten. Da  dann  die  Spannungen  in  diesen  vier  Stäben  OA,  OB,  OC,  OD 
ersetzt  werden  können  durch  die  auf  die  Punkte  A,  B,  C,  D  wir- 
kenden GelenkdrQcke,  so  würde  hiermit  auch  das  Spannnogsproblem 
für  das  Gelenksystem  K'  gelöst  sein,  wenn  auf  die  Punkte  A,  B,  C, 
D  diese  Gelenkdrflcke  als  äußere  Kräfte  wirken.  Die  Spannung  in 
dem  Stabe  AB  ist  hierbei  durch  Q  nach  Multiplikation  mit  dem  be- 
treffenden Wert  von  fi  eindeutig  bestimmt,  wodurch  also  S^'  gefunden 
wäre.  Da  hiemach  sich  sämtliche  Spannungen  in  dem  Gelenksysteme 
K'  eindeutig  ergeben  haben,  so  mufi  K'  selbst  statisch  bestimmt 
sein.  Daß  hierbei  S^'  sich  als  Null  ergibt,  ist  von  vornherein  aus- 
geschlossen, da  sich  ja  sonst  für  das  statisch  bestimmte  Gelenksystem 
K  eine  Lösung  ergeben  würde,  bei  der  in  den  Stäben  OA,  OB,  OC, 
OD  Spannungen,  nämlich  S^",  iS,",  Sj",  S^"  vorhanden  sind,  obgleich 
anf  das  Gelenksystem  keine  äußeren  Kräfte  wirken.  Es  folgt  daraus 
der  Satz: 

Sat  ein  statisck  hestimmtes  Gdenksystem  K  von  k  Knotenpunkten 
einen  dreifachen  Knotenpunkt  0,  von  dem  vier  Stabe  nach  vier  anderen 
Knotenpunkten  A,  B,  C,  D  gehen,  so  ist  dasjenige  Gelenksystem  K 
von  (k  —  1)  Knotenpunkteti,  das  sieh  nach  Wegnahme  des  Knoten- 
punktes 0  und  dafür  Einschaltung  eines  Stabes,  der  zwei  der  Punkte  A, 
B,  C,  D  verhindd,  zwischen  denen  nach  Wegnahme  von  0  Beilegungen 
tnöglich  wären,  wiederum  statisch  bestimmt. 

Hiermit  ist  für  den  Fall  eines  statisch  bestimmten  Gelenksystemes 
K  von  Ar  Knotenpunkten,  welches  keinen  zweifachen  aber  einen  drei- 
fachen Knotenpunkt  bat,  das  Spannungsproblem  auf  eine   zweimalige 
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Lösung  desaelben  bei  einem  statisch  bestimmten  Gelenkeystem  A" 
Ton  (k  —  1)  Knotenpankten  zorücbgefillirt. 

Da  sich  in  der  ungegebenen  Weise  aus  einem  statisch  beetimmteD 
Gelenkeystem  von  A;  Rnotenponkten,  unter  denen  sich  ein  dreifacher 
Knotenpunkt  befindet,  stets  ein  statisch  bestimmtes  Geleuksjatem  Ton 
(/:  —  1}  Knotenpunkten  herstellen  laßt,  so  muß  sich  umgekehrt  jedes 
statisch  bestimmte  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten,  das  einen 
dreifachen  Knotenpunkt  hat,  aus  einem  statisch  bestimmten  Gelenk- 
aystem  von  (Ä— 1)  Knotenpunkten  herleiten  lassen. 

Es  sei  demgemäß  jetzt  umgekehrt  ein  statisch  bestimmtes  Gt- 
ienksystem  K'  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  und 

s  =  3(Ä  -  1)  -  6 

Stäben  betrachtet  Vier  Knotenpunkte  desselben  seien  mit  A,  S,  C,  B 
bezeichnet,  und  zwar  seien  hierbei  A  und  B  so  gevrählt,  daß  dieselben 
in  dem  Gelenksystem  K'  durch  einen  Stab  AB  miteinander  ver- 
bunden sind. 

Es  muß  sich  jetzt  aus  dem  statisch  bestimmten  Geleuksjstem  A" 
ein  solches  K  von  h  Knotenpunkten  herstellen  lassen,  indem  nach 
Annahme  eines  Punktes  0  als  weiteren  Knotenpunkt  und  nach  Weg- 
lassung des  Stabes  AB  die  Stäbe  OA,  OB,  OG,  OD  eingezogen 
werden. 

Das  so  erhaltene  System  K  hat  die  für  die  statische  Bestimmt- 
heit erforderliche  Zahl  von  Stäben.  Das  System  K  kann  nur  dann 
statisch  unbestimmt  sein,  wenn  in  den  Stäben  desselben  Spsnnangen 
möglich  sein,  sobald  gar  keine  Kräfte  auf  die  Knotenpunkte  wirken. 
Wirken  aber  auf  das  System  K  und  damit  auch  auf  den  hinzuge- 
kommenen Knotenpunkt  0  keine  Kräfte  und  sind  trotzdem  in  den 
Stäben  OA,  OB,  00,  OD  Spannungen  vorhauden,  so  werden  sich  in 
diesen  vier  Stäben  vier  auf  A,  B,  C,  D  wirkende  Gelenkdrucke  er- 
geben, die  unter  sich  im  Gleichgewicht  stehen.  Soll  nun  das  System 
K  statisch  unbestimmt  sein,  so  muß  in  dem  System  K  auch  dann 
Gleichgewicht  vorhanden  sein,  wenn  nach  Wegnahme  des  Knoten- 
punktes 0  und  der  vier  Stäbe  OA,  OB,  OC,  OD  die  erhaltenen  vier 
Gelenkdrücke  als  auf  die  vier  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  wirkende 
Kräfte  eingeführt  werden,  während  in  den  übrigen  Knotenpunkter. 
keine  Kräfte  vorhanden  sind.  Werden  aber  in  dem  System  K  die 
vier  Stäbe  OA,  OB,  OC,  OD  weggenommen,  so  entsteht  das  sich 
aus  K'  durch  Wegnahme  des  Stabes  AB  ergebende  System.  Es  ist 
demgemäß  nur  zu  prüfen,  ob  bei  dem  sich  aus  K'  nach  We« 
D,:i_  I  .CoeHi^rC 


§  116.    SpannnDgebestimmimg  in  dem  beRtimmten  läaml.  Fbcliwerke  ubw,     6g3 

des  Stabes  AB  ergebenden  System  Gleicbgewicht  vorhanden  ist,  wenn 
in  den  Knotenpunkten  A,  B,  C,  D  vier  Kräfte  eines  Gleichgewichts- 
syetemes  angreifen,  deren  Wirkungelinien  durch  0  gehen.  Ist  Gleich- 
gewicht vorhanden,  so  wird  das  System  K  statisch  unbestimmt  sein, 
im  anderen  Falle  dagegen  statisch  bestimmt.  Mit  anderen  Worten 
heißt  dies: 

Das  System  K  ist  statisch  unbestimmt,  sobald  in  dem  statisth  be- 
stimmten System  K'  sich  in  dem  Stabe  AB  keine  Spannung  ergibt, 
wenn  auf  die  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  vier  durch  0  gehende  Kräfte 
eines  Gleichgetmchtssystemes  wirken. 

Die  Gleichgewichtsuntersnchung  für  das  aus  K'  durch  Weguahme 
des  Stabes  AB  entstehende  und  jedenfalls  infolge  der  zu  geringen 
Zahl  der  Stäbe  bewegliche  System  soll  mit  Hilfe  des  Prinzipes  der 
virtuellen  Verrfickungen  durchgeführt  werden. 

Das  System  sei  auf  ein  Koordinatensystem  der  x,  y,  e  bezogen, 
und  zwar  seien  die  Koordinaten  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  mit 

^i^i^n     ^Viii,    XiVth,     **¥♦«* 
bezeichnet.    Der  Punkt  A  sei  zum  XuUpunkt  des  Koordinatensystemes 
gemacht,   die   ir-Achse   durch    den    Punkt    B   gelegt   und    die    Ebene 
ABC  zur  Koordinatenebene  e  =  0  angenommen,  so  daß: 


x^   =0,     y,   =0,    ^,    =0,    y,    =0,    «,    =0,    £■,    =0, 
J^i-O,     dy,-0,     Ä^,-0,     Sy^=o',    tfit,  =  0,     Se^  =  0. 

Die    [3(ft-l)-7]    Stäbe    des    aus   K'  durch   Wegnahme  des 
Stabes  AB  entstehenden  Systemes  liefern 
3(it-l)-7 
Gleicbu^en  von  der  Form: 

(j, -  X,)  {Sx,  -  Sx,)  +  (y,  -  yO  {Sy^ -  äy,)  +  {z,~  e^ (d^,  -  dz,)  -  0. 
Werden  aus  denselben  sämtliche  virtuellen  Verrückuiigen  mit  Aus- 
nahme von 

(Ja:,,     SX;^,    Sy^,     dx^,     Sy^,     Sz^ 

eliminiert,  so  ergeben  eich  fünf  Gleichungen  von  der  Form: 

ia  dXf+b  3x^  +  c  dy^+d  Sx^+e  Syt+f  äe^-0, 
a  3xt  +  b'  öx^  +  c'  dy^+d'  dx^+ e  3iJi  + f  Sz^=0, 
a"  dx^  +  h"  äxt  +  c"  öy^  +  d"  Sx^  +  e"  rfj/,  +  f  Sz^  =  0, 
ffl"'ÄXi,+  h"'8Xi-\-  c"'Öyi+d"'ex^+  e"  Sy^,  + f"  Sz^=Q, 
a"" dx^+  b""8x^-\-  c""Sy,^-{  d:"'8x^-^  e'" 8y^-\■  f" dz^=  0. 
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Sind 

X,r,Z„  X,r,^„  ^Y,2t,  X^7^Z^ 
die  Eomponenten  der  Tier  in  OA,  OS,  OC,  OD  li^^nden  und  im 
Gleichgewicht  stehenden  Kr&fte,  ho  folgt  die  Gleichgewiehtsbedingnng: 

X,äXj+Xtdx,+  Yidyt+  X^dXi+  l\6i/^+  Z^Se^-  0 
oder,  wenn  an  die  Stelle  der  Tirtuellen  Venückangeii  die  ihnen  pro- 
portionftieu  ünterdeterminanten  der  Gleichungen  (5)  gesetzt  werden: 

(6)  X,D,  +  X,i>,+  T^Dt^-X^D^+  r.Dj+2;Z)(-0. 

Da  die  vier  EHifte  durch  den  Punkt  0  mit  den  Koordinaten 
£(  ^t  i  g^hen  Bollen,  so  laBsen  sich  die  Eomponenten  ansetzen  in 
der  Form: 

X.  -  |r„  X,  -  (t  -  I,)f„    X.  -  ({  -  X,),,,    X,  -  (I  -  x,)r„ 
r.-tr^Y.-nr,,  Y,-{v-S,)r„     I",- (i]  -  S.)r„ 

•Zi-e'!,  2, -{--.,         •z.-S'-.,  -z.-ce -»•)'■.. 

woraaB  sich  in  Berücksiebtigung  der  GleichgewichtsbedingoDgeii: 
X,+  X,+  X,+  X,-0, 

Y,  +  y,  +  r,  +  r.  -  0, 

Z,+  Z,+  Z,+  2,-0 
ergibt: 

X,  -  L(t  -  :c,)l,,((u,-  n)  +  Sfes.-  ».».)], 
Xj-  il,(E-M!,)(lJ».-fjlA 

r,-  Lx,(ri  -  g,)(^i,-  tS,), 
X.-i»,  »,«£-!,), 

r,  -  i«;,y,£{i  -  y.), 
2, -i«,y,t« -•».)■ 

Bei  Einsetzung  der  so  fUr  die  Komponenten  der  Kräfte  erhal- 
tenen Werte  in  Gleichung  (6)  folgt: 

(7)  (t -»,)[«.«»■  -'■,',>+ tfi.y, - 'j,)]D, + i,(i- 'Mv',-i>i.)D, 

+',(<!-  ».Xi».  -  MD,  +  *,».{«  -  «OA 
+  ',9,i{n  -  ji)  A  +  -äiidSCt  -  ',)!>,-  0. 

Hierdurch  ist  bewiesen,  daß  daa  hergeleitete  Gelenksystem  K 
nur  dann  ein  statisch  unbestimmtes  ist,  wenn  der  Knotenpunkt  0  auf 
der  Fläche  zweiten  Giades  liegt,  die  dnivb  die  Gleichung  (7)  bestimmt 
ist.     Es  folgt  daher  der  Satz; 

Alts  einem  statisch  bestimmten  Gdeniisyslem  K'  von  (ifc  —  1)  Kno- 
tenpunkten ergibt  sieh  ein  soldies  von  k  Knotenpunkten,  indem  nacli 
Weglassnng  eines  Stabes  AB  und  nach  Wahl  eines  teeiteren  Pimktes  0 
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als  l^'"  Knotenpunkt  von  0  aus  StcS>€  gelegt  werden  nach  den  beiden 
Punki&i  Ä  vmd  B  sowie  nach  «ce»  weitere»  gewähltem  Pwnifen  C  und  D. 
Die  WcM  der  Punkte  C  und  D  ist  lediglich  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft, daß  sie  nicht  mit  den  Funkten  A  und  B  in  einer  Geraden 
liegen  dürfen,  der  Pimkt  0  dagegen  darf  nicht  auf  einer  ganz  he- 
stimmten  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  da  sonst  der  Gremfaü  ein- 
treten iciirde. 

Ist  das  Oelenksyetem  K'  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  sowohl 
kinematiBch  wie  statisch  bestimmt,  so  stimmt  die  hier  gefandene 
Grenzfläche  Oberein  mit  der  in  §  114,  und  das  hier  erhaltene  BU- 
dangsgesetz  der  statisch  bestimmten  Gelenksysteme  ist  identisch  mit 
dem  Bildungsgese^,  das  sich  in  §  114  fQr  die  kinematisch  bestimmten 
Gelenksysteme  ergeben  hat. 

Es  sei  jetzt  angenommen,  daß  das  vorliegende  statisch  bestimmte 
Gelenkaystem  K  von  k  Knotenpnnkten  weder  einen  zweifachen  noch 
einen  dreifachen  Knotenpunkt  besitzt.  Dann  ist  nach  dem  herge- 
leiteten Satze  wenigstens  ein  rier&cher  Knotenpunkt  0  Torhanden, 
Ton  welchem  fdnf  Stäbe  nach  fünf  Knotenpunkten  A,  B,  C,  D,  E 
gehen.  Die  Untersncbong-  eines  solchen  vier&chen  Knotenpunktes 
^t  sich  in  entsprechender  Weise  wie  die  des  dreifachen  durchführen. 

Die  auf  die  Knotenpunkte  des  Gelenksystemes  K  wirkenden 
Kräfte  seien  mit  P^  und  insbesondere  mit  P„,  P,,  P,,  P,,  P^,  P5 
die  sechs  auf  0,  A,  B,  C,  D,  E  wirkenden  Kräfte  bezeichnet.  Die  in 
0  angreifende  Kraft  Pq  läßt  sich  auf  zweifach  unendlich  viele  Arten 
in  die  sechs  Stäbe  OA,  OB,  OC,  OD,  OE  zerlegen.  Es  seien  S^', 
Sf,  S^',  S^',  Sf,'  die  Komponenten  von  Pg  bei  einer  speziellen  Zerl^;nng, 
ferner  seien  S,",  S,",  S^",  S^",  S^"  und  S"',  S,'",  S,'",  5^'",  S^'"  zwei 
Gleichgewichtssysteme  von  fünf  Kräften  in  diesen  fünf  Stäben,  die  abge- 
sehen davon,  daß  sie  nicht  proportional  sein  dürfen,  beliebig  wählbar 
sind.  Dann  sind  alle  möglieben  Zerlegungen  der  Kraft  Pg  in  di^ 
fDnf  Stabrichtungen  in  der  Form  enthalten: 

iS^=  Si+  }LS^"-^-  ftSj'", 
S^- S,' +  XS,"  +  i^S,'", 
S4~5/+iS/'-l-^S/", 

Wird  der  Knotenpunkt  0  nebst  den  fünf  von  0  ausgehenden 
Stäben  weggenommen,  so  entsteht  ein  Gelenksjstem  von  (k  ~  1) 
Knotenpunkten  und 
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3(1-1) -8 
Stäben.  Da  dasselbe  zwei  Stäbe  zu  wenig  hat,  um  kinematiBcIi  be- 
stimmt Bein  zu  köanen,  so  sind  jedenfalls  zwiBchen  zwei  Paaren  der 
fönf  Punkte,  z.  B.  zwischen  A,  B,  sowie  C,  D,  Bewegungen  möglich. 
Durch  Einziehung  der  beiden  Stäbe  AB  and  CD  ei^ibt  sich  ein 
Gelenksystem  K'  von  {k  —  1)  Stiiben,  das  die  für  die  kinematische 
und  statische  Bestimmtheit  erforderliche  Zahl  von  Stäben  besitzt 

In  diesem  Oelenksyätem  K'  sei  dreimal  die  Spannungsbestim- 
mung  durchgeführt  und  zwar: 

1.  wenn  auf  die  Enotenpankte  A,  B,  C,  D,  E  die  Resultanten 
von  P,  und  S,',  P,  und  S,',  P,  und  S,',  P^  und  5/,  P5  und  S^,  anl 
die  Übrigen  Knotenpunkte  dagegen  die  Kräfte  Pg,  P,,...  wirken 
Hierbei  möge  sich  in  einem  Stabe  l^^  die  Spannung  S^^'  und  in  den 
Stäben  AB  und  CD  die  Spannungen  S^  und  8^^  ei^ben  haben; 

2.  wenn  auf  die  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D,  E  die  Kräfte  S^', 
iS,",  S,",  S/',  S5"  und  auf  die  übrigen  Knotenponkte  gar  keine  Kräfte 
wirken.  Hierbei  möge  sich  in  dem  Stabe  l,^  die  Spannung  S'l  und 
in  den  Stäben  AB  und  CD  die  Spannungen  S^'  und  S^  ergeben 
haben-, 

3.  wenn  anf  die  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D,  E  die  Kräfte  S/", 
^i">  ^i"i  ^*")  '^&"  ^^^  *°^  *^'^  übrigen  Knotenponkte  keine  Kräfte 
wirken.  Die  sich  in  dem  Stabe  l^^  ergebende  Spannung  sei  mit  S"^' 
und  die  ixi  AB  und  CD  mit  S'ö'  und  Söö  bezeichnet. 

Sind  diese  Bestimmungen  durchgefQhrt,  so  stellt 

(9)  •%^-St,'+xs;;  +  ttS"; 

die  Spanuung  in  dem  Stabe  If^, 

(10)  s^=  So'+  xsä'+  (is;" 

die  Spannung  in  dem  Stabe  AB,  und 

111)  s„^s^'+is;;,  +  iisz 

die  Spannung  in  dem  Stabe  CD  dar,  wenn  auf  die  fBnf  Knoten- 
punkte A,  B,  C,  D,  E  die  durch  die  Gleichungen  (8)  gegebenen 
Kräfte,  auf  die  übrigen  Knotenpunkte  dag^^n  die  Kräfte  P^,  P,,... 
wirken. 

SoUeu  die  in  dieser  Weise  in  den  Stäben  des  Gelenksystemes  K' 
erhaltenen  Spunnungen  Übereinstimmen  mit  denjenigen  SpanDODgeii. 
die  sich  in  denselben  Stäben  des  Gelenksjetemes  K  infolge  der  Kräfte 
Po,  P,,  P|, .  ■  -  ergeben,  so  mfiseen  die  Spannungen  in  den  beiden 
Stäben  AB  und  CD  gleich  Null  werden,  also 
5o=0  und  S^o-O, 
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da  diese  beiden  Stäbe  in  dem  Gelenksystem  K  nicht  vorhaadeu  sind. 
Die  gesncbten  Spannungen  des  GelenksjBtemes  K  werden  sich  somit 
ergeben,  wenn  in  den  Gleicbangen  (9)  fQr  X  nnd  fi  die  Wurzeln  der 
beiden  lineareo  Oleichnngeu: 

f,2)  (S.'  +  lS.-'+^V-O. 

eingesetzt  werden.  Ebenso  bestimmen  die  Gleichungen  (8)  nach  Ein- 
setzung der  ans  (12)  folgenden  Werte  von  X  nsd  y,  die  Spannungen 
in  den  fünf  von  0  ausgehenden  Stäben  OA,  OB,  OC,  OD,  OE. 

Soll  in  dieser  Weise  die  Spannungsbestimmung  bei  dem  gegebenen 
Oelenksystem  K  durchgeführt  werden  können,  so  uiüsseu  folgende 
Bedingungen  erfüllt  sein: 

1.  das  aus  dem  statisch  bestimmten  Gelenksystem  K  erhaltene 
Gelenksystem  K'  muß  statisch  bestimmt  sein; 

2.  die  Spannungen  Sg",  S^",  S^'",  S^'"  dürfen  sich  nicht  als  Null 
ergeben. 

Daß  aber  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  folgt  in  dei^ 
selben  Weise  wie  oben  bei  der  Untersuchung  des  statisch  bestimmten 
Gelen ksyatem es  mit  dreifachem  Knotenpunkt 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  somit  auch  für  den 
Fall,  daß  das  rorliegende  statisch  bestimmte  Gelenksystem  von  h  Kno- 
tenpunkten keinen  zweifachen  oder  dreifachen  Knotenpunkt  besitzt, 
dessen  Spannungsbestimmung  auf  eine  mehrfache  Spannungsbestim- 
mung  bei  einem  statisch  bestimmten  Gelenksystem  von  {h  —  1)  Kno- 
tenpunkten zurückgeführt. 

In  umgekehrter  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  sich  jedes  statisch 
bestimmte  Gelenksystem  von  k  Knotenpunkten,  das  keinen  zweifachen 
oder  drei&chen  Knotenpunkt  besitzt  und  somit  einen  vierfachen 
Knotenpunkt  0  haben  muß,  aus  einem  etatisch  bestimmten  Gelenk- 
system von  (k  —  1)  Knotenpunkten  herleiten  läßt,  indem  nach  Weg- 
lasBung  zweier  Stabe  AB  und  CD  von  dem  neu  hinzutretenden  Kno- 
tenpunkt 0  Stähe  nach  A,  B,  C,  D  und  einem  weiteren  Knotenpunkt 
E  gelegt  werden.     Hierbei  ergibt  sich  der  Satz: 

Alts  einem  datist^  bestimmlen  räumlic/ien  Gdtnkst/siem  von  (h  —  1) 
Knotenpunliien  fd<jt  ein  statisch  beäimwtes  räumliches  Gelenksffstem 
von  k  Knotenpunkten,  wenn  nach  Weglassung  gweier  Stabe  AB  und 
CD  Stäbe  von  dem  himidretenden  k^  Knotenpunkt  0  nach  den  vi^ 
Punkten  A,  B,  C,  D  und  nach  einem  ■  weiteren  Knotenpunkt  E  gdegt 
werden.      Der   gewählte   Knotenpunkt  0   darf  hierbei   nicht   auf  einer 
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gang  bestimtnien  Iläcke  vierter  Ordnung,  der  Grenzfläche  vierter  Ord- 
nung, li^en}) 

Ist  das  Gelenbeystem  K'  sowolü  kinematiscli  irie  statisch  be- 
stimmt, 80  deckt  sich  dieser  Satz  mit  dem  vierten  f&r  die  kinema- 
tisch-bestimmten räumlichen  Qelenk Systeme  gefundenen  Bildungsge- 
setze,  wie  auch  die  beiden  Oreazßächen  die  lüimUcheti  werden. 

Da  nun  das  durch  die  Ecken  tmd  Kanten  eines  Tetraeders  ge- 
bildete räumliche  Gelenksystem  sowohl  kinematisch  wie  statisch  be- 
stimmt ist  und  sich  durch  Anwendung  derselben  Bildung^esetze 
BÜmtliche  kinematisch  bestimmten  wie  statisch  bestimmten  räum- 
lichen Oelenksysteme  von  Torgeschriebener  Zahl  Ton  Knotenpunkten 
herstellen  lassen,  so  mtlssen  Überhaupt  wie  die  ebenen,  so  auch  die 
kinematisch  bestimmten  räumlichen  Gelenksysteme  identisch  sein  mit 
den  statisch  bestimmten.  Der  Satz  von  Föppl  ist  somit  durch  die 
Strukturuutersucbung  wie  für  die  ebenen  so  auch  fBr  die  räumUchen 
Gelenk  Systeme  bewiesen. 

Gleichzeitig  ist  durch  die  yoretehenden  Untersuchungen  nach- 
gewiesen, daß  sich  das  Spannungsproblem  für  ein  bestimmtes  räum- 
liches Fachwerk  auf  eine  einmalige,  bzw.  mehrmalige  Bestimmung 
der  Spannungen  in  einem  leicht  herzustellenden  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerk  von  (k  —  1)  Knotenpunkten  zurückführen  läBL  Da 
aber  das  Verfahren  fortgesetzt  werden  kann  und  sich  schließlich  ein 
bestimmtes  räumliches  Fachwerk  ergeben  muß,  bei  dem  sich  die 
Spanuungsbestimmung  lediglich  durch  wiederholte  Zerlegung  einer 
Kraft  in  drei  Komponenten  durchführen  laßt,  so  ist  hiermit  eine 
allgemeine,  nie  vei^agende  Methode  für  die  Lösung  des  Spannung^ 
problemes  bei  einem  beliebig  vorgeschriebenen  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerk  gegeben.  Daß  im  übrigen  die  Methode  sowohl  ana- 
lytisch wie  graphisch  durchführbar  ist,  braucht  nicht  weiter  auage- 
fühlt  zu  werden.  Allerdings  werden  bei  dem  räumlichen  Fachwerk 
in  der  Regel  die  analytischen  Methoden  den  Vorzug  verdienen,  während 
bei  dem  ebenen  Fachwerk  sich  die  graphischen  Methoden  als  zweck- 


Vom  rein  analytischen  Standpunkte  ans  würde  durch  diese  Me- 
thode, falls  ein  räumliches  bestimmtes  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten 
vorliegt,  welches  keinen   zweifache    aber   einen   dreifachen   Knoten- 

1)  Wie  bei  der  kinematiacheo,  ao  ist  ea  »ach  hier  bei  der  atatiachen  Unta- 
snchnng  nicht  erforderlich,  die  Gleichung  dieser  Orenifläche  viert«  Ordnnnc 
herzuleiten,  da  die  Rechunng  in  deraelben  Weiie  zn  erfolgen  hat  wie  oben  \t. 

der  Grenzfläche  zweiter  Ordnnag. 
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punkt  bat,  daa  System  der  (3k—  6)  Gleichungen  (2)  von  §  106  mit 
{3k  —  6)  Unbekannten  zurttckgeffilirt  sein  «uf  die  AuflÖaung  von  zwei 
Systemen  von 

3(ft-  1)  -6  =  3ä-9 

linearen  Oleichongen  mit  {3i— 9)  llnbekaonten.  Hierbei  sind  die 
KoSfBzienten  der  Unbekannten  der  beiden  Gleicbtmgssyeteme  die 
oämlieben. 

Liegt  dag^en  ein  bestimmtes  r&umlicbes  Faßhwerk  Ton  jtKnoten- 
pnnkten  TOr,  welches  weder  einen  zweifachen  noch  einen  dreifachen 
Knotenpunkt  hat,  so  würde  die  Auflösung  der  (3Ar—  6)  Gleichungen 
zurftckgefahrt  sein  auf  die  Anfloaung  von  drei  Systemen  von  {3k  —  9) 
Gleichungen  mit  {3k  —  9)  Unbekannten,  wobei  diese  drei  GleichnngB- 
systeme  sich  nur  durch  die  absoluten  Glieder  unterscheiden. 

Der  Vorteil  dieser  Art  der  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  von 
§  106  liegt  darin,  daß  das  reduzierte  Gleichungssystem  dieselbe  ein- 
fache Beschaffenheit  hat  wie  das  anfängliche,  insbesondere  jede  dieser 
Gleichungen  nur  einige  wenige  Unbekannte  enthält,  nämlich  nur  so 
viele  Unbekannte  als  Stäbe  in  dem  betreffenden  Knotenpunkte  za- 
sammenkommen.  D^egen  wflrde  bei  der  gewöhnlichen  Elimination 
eine  Hänfong  der  Unbekannten  in  den  einzelnen  Gleichungen  sich 
ergeben. 

t)brigeiis  wird  es  darauf  ankommen,  die  Herleitung  des  abge- 
leiteten Fachwerkes  in  zneckmäßiger  Weise  vorzunehmen,  bzw.  die 
Wahl  der  wegzunehmenden  Knotenpunkte  so  zu  treffen,  daß  sich 
möglichst  rasch  ein  Fachwerk  ergibt,  bei  welchem  die  Spannungsbe- 
stimmung durch  wiederholte  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Kompo- 
nenten bewerkstelligt  werden  kann.  Kann  das  abgeleitete  Fachwerk 
auf  verschiedene  gleich  einfache  Arten  erzeugt  werden,  so  empfiehlt 
es  sich,  wie  G.  Mehrtens  für  das  räumliche  wie  für  das  ebene  Fach- 
werk nachgewiesen  hat,  mögliebst  unbelastete  Knotenpunkte  wegzu- 
nehmen. Aber  auch  bei  ungünstiger  Wahl  der  weggenommenen  Kno- 
tenpunkte wird  die  Methode  stets  zum  Ziele  fShren. 

In  den  meisten  praktischen  Fällen  wird  es  möglich  sein,  das 
vorliegende  Fachwerk  so  zu  fiberblicken,  daß  sofort  angegeben  werden 
kann,  au  welcher  Stelle  ein  Stab  einzuschalten  ist,  damit  das  durch 
W^;nahme  eines  Stabes  entstandene  bewegliche  System  wieder  zu 
einem  unbeweglichen,  also  zu  einem  bestimmten  räumlichen  Fachwerk 
wird.  Es  ist  dann  nicht  notwendig,  das  abgeleitete  Faehwerk  in  der 
angegebenen  Weise  durch  wiederholte  Wegnahme  von  Knotenpunkten 
herzustellen.     Vielmehr   kann   dann    das    abgeleitete   Fachwerk   auch 

UaBiigbtrg,  OnphlKh«  BMUk.  H  ^~.  > 
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ohne  Wegnahme  eines  KnoteopunkteB  lediglich  durch  Stabrertanschnng 
erhalten  werden,  wie  H.  Mflller-BresUn  bemerkt.  Eb  ist  nur  er- 
forderlich, ehensoriele  Ersatzstäbe  einznechalten  ala  Stabe  we^eaommen 
sind  and  durch  diese  Ereatzetäbe  das  System  wieder  zn  einem  anbeweg- 
lichcQ  zu  machen.  Die  wegzunehmenden  und  die  Ersatzstäbe  sind 
ferner  so  zn  wählen,  daß  sich  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk 
ergibt,  welches  sich  aus  dem  Tetraeder  lediglich  durch  das  zweite 
Bildungsgesetz  herstellen  läßt,  so  daß  die  Sp&nnangsbestimmung  auf 
eine  wiederholte  Zerlegung  einer  Eraft  in  drei  Komponenten  hinans- 
^uft  In  vielen  Fällen  werden  sieh  bei  derartigen  Abänderangeo  be- 
züglich der  Eerstellni^  des  al^eleiteten  Fachwerkes  Vereinfachungen 
bei  der  SpannungsbestimmuDg  ergeben,  wie  H.  Mäller-Breslan  an 
Beispielen  nachgewiesen  hat.  Ist  hierbei  p  die  Zahl  der  we^enom- 
menen  wie  der  Ersatzstabe,  so  würde  das  Spann ongsproblem  des 
gegebenen  Fachwerkee  auf  eine  (p  -j-  l)-malige  Lösung  desselben  bei 
dem  abgeleiteten  Fachwerke  zurückgeiiihrt  sein. 

§  119.    Die  UnematiBObe  Uethode  bei  geometrisoheT  AusfüliruDg. 

Da  die  für  das  ebene  Fachwerk  hergeleitete  und  Ton  0.  Mohr 
begründete  kinematische  Methode  auf  -  dem  Prinzip  der  Tirtuellen 
VerrOckungen  beruht,  das  In  gleicher  Weise  für  rönmliche  wie  för 
ebene  Systeme  Gültigkeit  hat,  so  wird  die  kinematische  Methode  wie 
bei  dem  ebenen  bestimmten  Fachwerke,  so  auch  bei  dem  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke  die  Bestimmung  der  Spannungen  ermöglichen. 
Ist  demgemäß  bei  einem  räumlichen  bestimmten  Fachwerke  för  das- 
jenige System,  welches  sich  bei  Wegnahme  eines  Stabes  ergibt,  ein 
Plan  der  virtuellen  Yerrückungen  gefunden,  so  ist  durch  denselben 
bei  Anwendung  des  Prinzipea  der  virtuelleo  Yerrücknngen  die  Spannung 
in  dem  weggenommenen  Stabe  bestimmt,  die  sict  für  irgend  ein  auf 
die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  wirkendes  Oleichgewichtssystem 
von  Kräften  ergibt.  Es  wird  somit  lediglich  auf  die  Herleitung  eines 
solchen  Ge schwind igkeitsplanes  ankommen. 

Bei  dem  ebenen  Fachwerke  ist  die  Bestimmung  des  Geschwindig- 
keitsplanes  auf  die  Qrundaufgabe  znrückgefährt,  bei  zwei  Stäben  AB 
und  BC,  die  in  B  durch  ein  Gelenk  miteinander  Terbunden  sind, 
die  Verrückung  des  Punktes  B  aus  denjenigen  der  Punkte  A  und  C 
zu  finden.  Dieser  Aufgabe  entspricht  bei  dem  räumlichen  Fachwerke, 
wie  H.  Müller-Breslau  gezeigt  hat'),  die  folgende: 

1)  ZeDtralbl.  d.  BanTeiw.  12  (1693)  p.  826  und  Sil. 
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Es  sind  drei  Stäbe  AO,  SO,  CO, 
liegen,  in  0  durch  ein  Qelenk  verbunden, 
der  Punkte  A,  B,  C  ist  die- 
jenige des  Punktes  0  ein- 
deutig bestimmt  (Fig.  334). 
Aus  den  gegebenen  Ver- 
rückuDgen  der  drei  Punkte 
A,  S,  C  ist  diejenige  des 
Punktes  0  herzuleiten. 

Da  diese  Gmndaufgabe 
sowohl  analytisch  wie  gra- 
phisch gelöst  werden  kann, 
so  läßt  sich  die  Spannungs- 
bestimmung  bei  dem  räum- 
lichen Fachwerke  nach  der 
kinematischen  Methode  ana- 
lytisch und  graphisch  durch- 
^hren. 

Um  die  Gnmdaufgabe 
geometrisch  mit  Hilfe  der. 
Methoden  der  darstellenden 
Geometrie  zu  lösen,  sei  ein 
Stab  AO  betrachtet  (Fig. 
335)  und  die  Verrückung  u 
des  Punktes  A  angenom- 
men (die  orthogonalen  Pro- 
jektionen der  Punkte  A  nad 
0  sind  in  Fig.  335  mit 
A'A",  O'O"  und  die  Pro- 
jektionen   der    Verrückung 

V  mit  v,  v"  bezeichnet). 
Die  Bewegung,  welche  der 
Stab  AO  durch  die  Ver- 
rückung des  Punktes  A  um 

V  erhält,  kann  aus  einer 
dnrch  v  bestimmten  Trans- 
lation und  aus  einer  Dre- 
hung des  Stabes  um  A  zu- 
sammengesetztwerden. Wird 
zunächst  die  Translation  vor- 


die   nicht   in  einer   Ebene 
Durch   die  VerrOckungen 
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genommen,  so  Terachiebt  sich  der  Fonkt  0  anch  um  die  Strecke  t. 
Der  Stab  AO  kommt  dadurch  in  die  Lage  A^O^,  deren  Projek- 
tionen Ai'Oi  und  AI' 0('  sind.  Wird  jetzt  der  Stab  um  A^  ge- 
dreht, eo  bewegt  aich  der  aach  O^  gekommene  Endpunkt  des 
Stabes  auf  einer  Eugelflache  mit  dem  Mittelpunkt  A^.  Da  es  sich 
aber  nur  um  die  Untersuchung  unendlich  kleiner  Verrückungen  han- 
delt, die  durch  proportionale  endliche  Strecken  dargestellt  sind,  ao 
kann  die  von  dem  Punkte  Oj  beschriebene  Kugelfläche  durch  deren 
Tangentialebene  im  Punkte  0^  ersetzt  werden,  also  durch  eine 
Ebene  E,  die  durch  Oj  geht  und  senkrecht  auf  AO  bzw.  A^O^ 
steht.  In  Fig.  335  sind  die  Spuren  dieser  Ebene  mit  s,  und  ^  be- 
zeichnet, wobei: 

s,J_^'0',    s,_L^"0". 

Auf  der  so  gefundenen  Ebene  E  kann  der  Endpunkt  der  VerrDckung 
des  Punktes  0  beliebig  gewählt  werden. 

Werden  nun  die  drei  in  0  durch  ein  Gelenk  verbundenen  SlÄbe 
AO,  BO,  CO  betrachtet,  so  sind  durch  die  angenommenen  Ver- 
rÜckuQgen  der  drei  Punkte  A,  B,  C  drei  Ebenen  E,,  E,,  E,  gegeben, 
auf  denen  der  Endpunkt  der  YerrQckung  des  Punktee  0  li^^n  muB, 
und  durch  welche  derselbe  als  Schnittpunkt  dieser  drei  Ebenen  be- 
stimmt ist . 

Nach  LSsung  dieser  Grundaufgabe  kann  der  Plan  der  virtuellen 
VerrÜckuugen  för  ein  Gelenksystem,  das  aus  einem  bestimmten  täum- 
licben  Fachwerke  durch  Wegnahme  eines  Stabes  entstanden  ist,  in 
derselben  Weise  wie  bei  denjenigen  ebenen  Gelenksjstemen,  die  sieb 
ans  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerke  ei^eben  haben,  gelinden 
werden. 

Es  sei  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  gegeben,  das  ans 
einem  Tetraeder  mit  den  Eckpunkten  Ai ,  A^,  A,,  A^  durch  aukzessires 
weiteres  Hinzufügen  Ton  zweifachen  Knotenpunkten  A^,  A^, . .  auf 
Grund  des  für  die  räumlichen  Fachwerke  gefundenen  zweiten  Bildungs- 
gesetzes hei^estellt  ist.  Wird  der  Stab  A^AJ  we^enommen,  so 
können  die  VerrDckungen  der  beiden  Knotenpunkte  ^,,  A^  beliebig 
angenommen  werden  sowie  der  Endpunkt  der  Verrückung  des  Punktes 
Ag,  der  mit  A^  und  A^  durch  Stäbe  verbunden  ist,  auf  einer  durch 
die  VerrUckungen  von  A^  und  A^  bestimmten  Geraden.  Kach  Wahl 
derselben  läßt  sich  die  Yerrückung  des  Punktes  A^  mit  Hilfe  der 
Grundaufgabe  finden,  da  ja  dieser  Funkt  ^,  durch  drei  Stäbe  mit 
den  Punkten  A^jA^,  A^  verbunden  ist.   Kadidem  so  die  Yerrficknngen 
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der  vier  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^  bekannt  sind,  kann  in  gleicher  Weise 
die  Yerrückni^  des  Punktes  A^,  welcher  mit  dreien  der  Punkte  Ai, 
Af,  Ag,  A^  durch  Stäbe  verbanden  ist,  konstruiert  werden.  Indem 
in  dieser  Weise  auf  Grund  des  Bildangsgesetzes  fortgefahren  wird, 
ergeben  sieb  scblieBlicb  die  virtuellen  Yerrückungen  für  säintlicbe 
Knotenpunkte  des  vorliegenden  Geleuksystemes. 

In  dieser  Weise  sind  von  Ä.  Hübner  für  spezielle  räumliche 
Facbwerke  die  Geacbwiudigkeitapläne  entworfen.') 

Li^;t  ein  räumliches  Fachwerk  vor,  welches  nicht  durch  das 
zweite  Bildungsgesetz  allein  hergestellt  ist,  so  wird  die  Grundaufgabe 
allein  nur  unter  besonderen  VoraassetzuDgen  zur  Herleitung  eines 
Geschwindigkeitsplanes  für  das  dnrch  Wegnahme  eines  Stabes  er- 
haltene (Jelenksystem  ausreichen.  Diese  weiteren  Yoraussetzunffen 
sind  insbesondere  dann  erfüllt,  wenn  sich  bei  dem  gegebenen  räum- 
lichen Fachwerke  ein  Stab  finden  läßt,  nach  dessen  Wegnahme  ein 
Gelenksystem  entsteht,  das  sich  auf  Grund  des  zweiten  Bildnngsge- 
setzes,  indem  von  drei  Knotenpunkten  ausgegangen  wird,  durch 
weiteres  HioKufilgen  von  zweifachen  Knotenpunkten  herstellen 
läßt.  Bei  allen  anderen  Fachwerken  werden  fQr  die  Konstruktion 
des  Geschwindigkeiteplaneä'  noch  besondere  Überlegungen  erforder- 
lich sein. 

Jeden&tls  wird  man  bei  einem  vorliegenden  räumlichen  Facb- 
werke, ftlr  das  ein  Geschwind igkeitsplau  zu  konstruieren  ist,  zunächst 
sämtliche  zweifachen  Knotenpunkte  der  Reihe  nach  wegnehmen  können. 
Nach  Lösung  der  Gmndaufgabe  sind  nur  noch  die  Geschwindigkeits- 
pläne  für  solche  bestimmten  räumlichen  Fschwerke  zu  untersuchen, 
welche  keinen  zweifachen  Knotenpunkt  mehr  haben.  Ein  derartiges 
Fachwerk  möge  vorliegen.  Ans  demselben  sei  durch  Wegnahme 
eines  Stabes  ein  Gelenksystem  K  entstanden,  das  ebenfalls  keinen 
zweifechen  Knotenpunkt  mehr  besitzt,  so  daß  die  Grundaufgabe  allein 
zur  Herstellnng  des  GescWindigkeitsplanes  im  allgemeinen  nicht 
ausreicht.  Das  Gelenksystem  K  wird  dann  jedenfalls  einen  dreifachen 
oder  einen  vierfachen  Knotenpunkt  0  haben.  In  beiden  Fällen  läßt 
sich,  wie  dieses  in  §  93  für  die  ebenen  Gelenksysteme  durchgeführt 
ist,  die  Bestimmung  des  Geschwindigkeitsplanes  auf  diejenige  des 
aus  dem  Gelenksysteme  K  durch  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0 
erhaltenen  GelenksTstemes  zurückführen. 

Hat   das   Gelenksystem  K  von  k   Knotenpunkten    den   Punkt   0 


1)  Civiling.  89  (1898)  p.  877. 
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als  dreifachen  Enoteapunkt,  bo  ergibt  sich  der  GeschwindigkeitepUa 
desselben  durch  zweimalige  Eonstraktion  des  Geschwindigkeitsplanes 
für  das  aus  dem  Gelenksystem  K  durch  Wegnahme  des  Enoteo- 
punktes  0  erhaltene  Gelenksjstem  K'  Ton  {k  —  1)  Knotenpunkteo. 
Hat  dagegen  das  Gelenksjstem  K  keinen  dreifachen  Knotenpunkt 
nnd  ist  daher  der  Funkt  0  ein  vierfacher  Knotenpunkt,  so  ist  ee  er- 
forderlich, dreimal  den  Geschwindigkeitsplan  für  das  durch  Wegnahme 
des  Knotenpunktes  0  sich  ergebende  Gelenksystem  IC  von  (Jt  ~  1) 
Knotenpunkten  zu  entwerfen.  Da  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  sich  schließlich  ein  Gelenksystem  ergeben  muß,  das  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bietet,  so  ist  hiermit  der  Nachweis  geliefert, 
daß  sich  fttr  jedes  Gelenksystem  iC,  das  aus  einem  bestimmten  räum- 
lichen E]achwerke  durch  Wegnahme  eines  Stabes  erhalten  ist,  tat- 
sächlich ein  Geschwindigkeitsplan  entwerfen  läßt. 

Anstatt  in  dieser  systematischen  Weise  den  Geschwindigkeitsplan 
herzuleiten,  kann  ancb,  wie  dieses  hei  H.  MQUer-Breslau  geschieht'), 
ans  dem  Gelenksystem  S.  durch  StabTertanschung  ein  anderes  Gelenk- 
system K^  mit  den  nämlichen  Knotenpunkten  abgeleitet  werden,  für 
welches  sich  der  Geschwindigkeitsplan  lediglich  durch  wiederholte 
Lösung  der  Grundaafgabe  finden  läßt  Aus  dem  Geschwindigkeits- 
plan Ton  K^^  ergibt  sieh  dann  derjenige  für  das  Gelenksystem  A'. 
Hierbei  sind  (j  -(~  1)  Geschwindigkeitspläne  fflr  das  Gelenksystem  K^ 
zu  entwerfen,  wenn  g  Stabvertauschungen  bei  der  Herstellung  von 
J^  Toi^enommen  sind. 

Es  sei  jetzt  für  ein  gegebenes  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  K 
ein  Geschwindigkeitsplan  konstruiert,  der  zu  demjenigen  Gelenk- 
systeme gehSrt,  welches  aus  dem  Fachwerk  K  durch  Wegnahme 
eines  zwei  Knotenpunkte  1  nnd  2  verbindenden  Stabes  erhalten  ist. 
Die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Knotenpunkte  i,  die  in  der 
Zeichnung  durch  ihre  Projektionen  gegeben  sind,  seien  mit  c^  be- 
zeichnet Ferner  seien  P^  die  auf  die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes 
wirkenden  Kräfte  und  ^,j  die  Spannung  in  dem  weggenommenen 
Stabe  12.  Dann  folgt  die  Spannung  S^^  nach  0.  Mohr  aus  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückuugen  bzw.  aus  der  Gleichung: 

iS,,(CiC0s(Ci,S,^  — C,C08((^,S„))  -f^PjCj  C08(C(,  P,)  -  0. 

Die  unmittelbare  Anwendung  dieser  Gleichung  f&hrt  infolge  der 
erforderlichen  Bestimmung  der  virtuellen  Momente  auf  neue  räumliche 


1)  Siehe  Fnßn.  2,  S.  668. 
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Eonstruktioneu.  Dieselben  lassen  sich  leicht  Termeiden^  wenn  be- 
achtet wird,  daß  jede  Projektion  eines  ränmlichen  Gleichgewichts- 
systemes  von  Kräften  auf  eine  Ebene  E  ein  ebenes  Gleichgewichte 
System  liefert.  Sind  demgemäß  P/,  P,', ...  die  Projektionen  der  auf 
das  Facbwerk  wirkenden  Kräfte  P^  i.  B.  auf  der  ersten  Projektions- 
ebene ond  ebenso  c/,  (^', .  ■  •  ^^  Projektionen  der  gefundenen  vir- 
tuellen Yerrfickungen,  so  folgt  die  Gleichung: 

Si,'(e,'cos(c,',S;^  -  c,'cos(c,',S„'))  -|-^P/c/  cob{c/,P;)  =  0, 

wo  Sil'  die  Projektion  der  Spannung  in  dem  Stabe  12  auf  die  hori- 
zontale Projektionseb^ie  bedentet. 

Dnrch  diese  Gleichung  ist  die  Bestimmung  der  Spanntuig  S^^ 
in  dem  weggenommenen  Stabe  1  2  zurückgeführt  auf  diejenige  von  i^^j' 
und  damit  auf  eine  Konstruktion  in  der  horizontalen  Projektionsebene. 
Um  dieselbe  möghchst  einfach  zn  gestalten,  kann  zunächst  aus  den 
gefundenen  horizontalen  Projektionen  der  virtuellen  Verrackungeu 
der  Knotenpunkte  der  für  das  ebene  Fachwerk  hergeleitete  Hohr- 
sche  Geschwindigkeitsplan  oder  statt  dessen  nach  Müller-Breslaa 
der  Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  hergeleitet  werden.  Mit 
Hilfe  eines  derselben  ergibt  sich  dann  S,|'  und  damit  die  gesuchte 
Spannung  jS^,  durch  dieselben  .Konstruktionen,  welche  bei  dem  ebenen 
Fachwerke  nach  der  kinematischen  Methode  erforderlich  waren,  um 
durch  den  Geschwindigkeitsplan  die  Spannung  in  dem  w^genom- 
meuen  Stabe  zu  erhalten.  Eine  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
Zeichnung  folgt,  wenn  diese  Konstruktionen  gleichzeitig  in  zwei  Pro- 
jektionsebenen durchgeführt  werden. 

Ist  es  nach  Bestimmung  der  Spannung  S^^  noch  nicht  mdglicb, 
sämtliche  anderen  Stabspannungen  lediglich  durch  wiederholtes  Zer- 
legen einer  Kraft  in  drei  Komponenten  mit  demselben  Angrißspunkte 
und  vorgeschriebenen  Richtungen  zu  erhalten,  so  wird  man  die  Kon- 
struktion abermals  für  einen  anderen  weggenommenen  Stab  durch- 
führen, bis  sich  schließlich  die  Spannungen  in  aUen  anderen  Stabes 
in  der  angegebenen  Weise  finden  lassen.  Bei  geschickter  Wahl  des 
weggenommenen  Stabes  und  in  Rücksicht  auf  die  Terhältnismäfiig 
einfachen  zur  Verwendung  kommenden  Fachwerksformen  möchte  es 
jedoch  selten  notwendig  sein,  den  räumlichen  Geschwindigkeitsplan 
mehr  als  einige  wenige  Male  für  dasselbe  Fachwerk  zu  entwerfen. 

Wenn  auch  die  vorstehende  für  das  räumliche  Fachwerk  er- 
weiterte kinematische  Methode  in  allen  Fällen  des  bestimmten  ränm- 
hchen   Fachwerkes  die  Spannongsbestimmung  anf  rein  graphischem 
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Wege  ermöglicht,  so  wird  man  doch  nnr  in  ganz  einfachen  Etilen 
die  Spftnnongsbestimmnng  nach  dieser  Methode  dorchfQhren,  da  die 
vielen  zur  EntwerfoDg  de«  äeschwindigkeitsplaoes  notwendigen  ränm- 
licfaen  Konstruktionen  umständlich  und  leicht  unübersichtlich  werden 
und  80  Fehlerquellen  herTormfen.  Überhaupt  mdge  hier  ges^ 
werden,  daß  bei  den  räumlichen  Fachwerken  im  allgemeinen  die  ana- 
IjtLBchen  Methoden  den  Vorzug  verdienen,  da  dieselben  eine  größere 
Sicherheit  für  die  Richtigkeit  des  Resoltates  bieten  und  in  der  Regel 
rascher  zum  Ziele  führen. 

§  120.    Die  klnemBtiBObe  Methode  in  aaalytisclieT  Ausführung.'' 

Da  die  virtuellen  Verrückungen  der  Knotenpunkte  eines  Gelenk- 
systemes,  das  sich  aus  eiuem  bestimmten  räumlichen  Fachwerk  durch 
Wegnahme  eines  Stabes  ergeben  hat,  durch  die  Verrückungen  von  zwei 
bzw.  drei  Knotenpunkten  bestimmt  sind,  so  muß  es  auch  möglich  sein, 
diese  VerrUckungen  nicht  nur  geometiisch,  sondern  auch  analytisch 
zu  erhalten.  Es  ist  daher  von  vornherein  klar,  daß  die  kinematische 
Methode  in  gleicher  Weise  zur  analytischen  Bestimmung  der  Span- 
nungen verwandt  werden  kann.  Tatsächlich  sind  auch  von  0.  Mohr 
und  H.  Müller-Breslau  derartige  Methoden  fttr  die  Spannungs- 
bestimmung  gegeben  *) 

Es  möge  zunächst  eine  Umformung  der  obigen  zur  Bestimmung 
der  Spannung  dienenden  Gleichung  vorgenommen  werden. 

Die  Koordinaten  der  Knotenpankte  des  gegebenen  bestimmten 
räumlichen  Fachwerkes  von  k  Knotenpunkten  seien  mit  x^,  Pf,  Z;  und 
mit  Xf,  Yf,  Zj  die  Komponenten  der  auf  die  Knotenpunkte  wirkenden 
und  im  Gleichgewicht  stehenden  Kräfte  bezeichnet. 

Der  Stab  1 2  von  der  Länge 

sei  weggenommen,  bzw.  durch  die  beiden  gleich  großen  and  entg^eu- 
gesetzt  gerichteten  Gelenkdrücke  ersetzt.  Die  Komponenten  dieser 
GelenkdrOcke  seien  mit  X,',  Ti',  Zi  und  X,',  Y,',  Z,'  eingeführt, 
wobei  X,',  y/,  Zj'  die  Komponenten  des  Gelenkdrnckes  im  Punkte  1 
sein  sollen.     Es  ist  dsno 

x,'+x,'-o,    Y,'+r^=o,  z,'+z;^o. 

1)  Abgesehen  von  den  schon  erwähnten  Werken  und  Abhandlungen  möge 
anf  die  LiteraturangLiben  hingewieBsn  werden,  die  sich  finden  in  0.  Hohi,  „Ab- 
hftndlnngen  ans  dem  Gebiete  der  t«chni«chen  Mechanik",  Berlin  (19M),  %  468. 
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Wird  die  Spannnng  in  dem  weggenommenen  Stabe  1 2  mit  S  be- 
zeichnet nod  derselben  bei  Zug  das  positive,  bei  Druck  das  n^ative 
Vorzeichen  gegeben,  bo  ist: 

X.'-S-'-^-^,   Y^'=S''~^\  Z/^S^=-^, 

x^'^s""^'-,  Y;~s^i^^,  z,'-s''^. 

Die  Tirtuellen  Verrücknngen  der  Knotenpunkte  Xf^jZ^,  die  sich 
nach  Wegnahme  des  Stabes  1 2  ergeben,  seien  der  Einfachheit  wegen 
mit  Iji^j-i  bezeichnet,  also 

SXf  =  |„     diji  =  7}.,     SZf  =  £,. 
Dann  ist  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Yerrücknngen : 

oder  bei  Einsetzung  der  Werte  von  X^Y^Z(,  X^Y^Z^: 

Es  sei  mit  c  die  Ätiderang  bezeichnet,  welche  die  Entfernung 
der  beiden  Knotenpunkte  1  und  2  nsch  Wegnahme  des  Stabes  1 2 
und  Vornahme  der  betreffenden  virtnellen  VerrQcknng  des  Sj'stemeB 
erfahren  hat.     Dann  ist 

(1)  ff  ™  f^'  -  '^'ll}—  ^. .+.  ^'  -  y»)<^.  -  ^.)  ±if.  -g.)(£. -?■) 

und  zwar  ist  hierbei  c  positiv,  wenn  die  Entfernung  der  beiden  Kno- 
tenpunkte 1  und  2  sich  vei^öBert  hat,  im  anderen  Falle  negativ. 

Nach  EinfQbruQg  des  Wertea  von  a  folgt  die  Mohrsche  Glei- 
chung: 

(2)  s„-2(x,t,+  r,^,+  z,u. 

Wird  das  Prodakt  Sc  als  die  Dehnungsarleit  des  Stabes  1 2 
bezeichnet,  so  ergibt  sich  der  Mohrsche  Satz: 

IMe  DfUtnurtgsarbeit  eines  Stabes  ist  gleich  der  Arbeit  der  äußeren 
KräfU. 

Um  daher  die  Spannung  S  in  irgend  einem  Stabe  zu  erhalten, 
ist  es  erforderlich,  die  Verrücknngen  der  Knotenpunkte  des  Fach- 
werkes zn  bestimmen,  die  sich  bei  der  Längenänderung  des  Stabes  nm 
eine   angenommene   Größe   a  ergeben,  bzw.   die  Arbeit   der   äußeren 
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Kräfte  za  finden  für  die  infolge  der  LängeBändenug  e  eintretenden 
VerrÜckting  der  Knotenpunkte. 

Von  den  Sk  Koordinaten  der  Knotenpunkte  aiud  6  durch  die 
Festlegung  des  KoordinatenBystemes  gegenüber  dem  Fackwerk  gegeben. 
Es  sind  daher  (3£  —  6)  VerrOoknngen  |,'7;j£,  der  Knotenpunkte  zu 
berechnen.  Zwischen  je  zwei  Knotenpunkten  i  und  h,  die  durch 
einen  Stab  miteinander  verbunden  sind,  ei^ibt  sich  für  die  virtuelleu 
VerrQckungen   |(ij,Ei  und  Sjijj^j  dieser  Knotenpunkte  eine  Qleichung: 

(3)    (»,-!,)«,-  U  +  (s,-yMv,- 1.)  +  (',- ».)&- O  - 0. 

Da  nach  Wegnahme  eines  Stabes  noch  (3k  —  7)  SfÄbe  vorbanden 
sind,  so  folgen  enf  diese  Weise  (ßk~7)  Gleichungen  mit  {3}c  —  G) 
unbekannten  Verrtickungen.  Wird  nun  die  Längeuänderung  ts  der 
Entfernung  der  Knotenpunkte  des  w^genommenen  Stabes  angenom- 
men, so  tritt  zu  diesen  (3i  —  7)  Gleichungen  (3)  noch  die  Gleichung  (1) 
hinzu.  Es  ergeben  sich  somit  (3%  —  6)  lineare  Gleichnngeo  für  die 
(SÄ; —  6)  zu  berechnenden  Tirtuellen  Verrückungen.  Aus  denselben 
lassen  sich  die  sämtlichen  virtuellen  Verrückui^n  finden,  und  zwar 
werden  dieselben  proportional  zu  dem  angenommenen  Werte  von  o. 
Kacb  Bestimmung  dieser  virtuellen  Verrückungen  folgt  ans  der  Glei- 
chung (2)  die  Spannung  in  dem  weggenommenen  Stabe. 

Im  übrigen  unterscheiden  sich  die  Verfahren  von  0.  Hohr  and 
Müller-Breslau  nur  durch  die  Anordnung  der  Rechnungen  und  die 
Deutung  der  Resultate. 

Das  Verfahren  von  H.  Müller-Breslau  schließt  sich  mehr  an 
die  Betrachtungen  von  §  119  sn,  indem  zunächst  die  in  §  Il9 
graphisch  behandelte  Aufgabe,  die  Verrückung  eines  Pnnktes  0,  der 
durch  drei  Stäbe  mit  drei  Punkten  Ä,  B,  C  verbunden  ist,  aas  den 
Verrückungen  der  Punkte  A,  B,  C  zu  bestimmen,  nun  analvtisch 
gelöst  wird. 

Sind  x^p^e^,  x^y^Zf,  x^p^eg,  xyz  die  Koordinaten  der  Tier  Punkte 
A,  B,  C,  0  und  £i>;,£i,  Uv»tf  UVt^t  S»?£  deren  virtuelle  Ver- 
rückungen, so  liefern  die  drei  Stäbe  OA,  OB,  OC  die  drei  Glei- 
chui^en : 

|Cl  -  «,)«  -  {,)  +  ()-  y,)(ri  -  ,,)  +  (.  -  .,)«  -  fc)  -  0, 

(3)      (i-j,)(l-y  +  (y-»,)(,-i,)  +  («-.,)(S-fVi-0, 
Ux-z,)(i _!,)  +  (,_ ,,)(,  _ ,,)  +  (.-«,)« -  5.)  -  0. 

Es  ergeben  sich  somit  für  die  Verrückungen  |,  i;,  £  des  Punktes  0 
drei  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  dieselben  bestimmen  lassen, 
wenn  die  Verrückungen  der  drei  Punkte  A,  S,  C  g^eben  sind. 
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Um  statt  der  drei  Gleichungen  (3)  mit  drei  Unbekannten  drei 
Gleichungen  zu  erhalten,  von  denen  jede  nur  eine  der  Unbekannten 
£,  ij,  £  enthält,  wird  von  H.  Müller- Brealaa  du  folgende  Verfahren 
verwandt: 

Eb  sei  eine  in  0  angreifende  Kraft  Q  angenommen  and  sodann 
drei  in  den  Stäben  OA,  OS,  OC  Ii^:ende  Kräfte  S„  S^,  S^  als 
deren  Angriffsponkte  die  Punkte  A,  B,  C  betrachtet  werden  dürfen, 
bestimmt,  die  der  Kraft  Q  das  Gleichgewicht  halten.  Sind  dann 
ff,  3y,  tf,,  tfj  die  Projektionen  der  virtuellen  Verrückongen  der  Punkte 
0,  A,  B,  C  m  den  Richtongen  der  Kräfte  Q,  <5,,  S„  S,,  ao  ist  nach 
dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen: 

QS  +  S,  *,  +  Sj,(J,  +  iSjrf,  -  0, 
oder,  wenn  Q  —  l  gesetzt  wird; 
(4)  9  +  S^Si  +  StS^+S,d,~0. 

Nun  sind  aber  die  VerrOckungen  der  Punkte  A,  B,  C  und  damit 
ff,,  d„  d,  als  bekannt  anzusehen.  Darob  die  Gleichung  (4)  ist  daher 
die  Verrückung  des  Punktes  0  in  einer  beliebigen  und  durch  die 
Kraft  Q  gegebenen  Richtung  bestimmt,  wenn  drei  in  OA,  OB,  OC 
liegende  Kräfte  gefunden  sind,  die  der  Kraft  Q  das  Gleichgewicht 
halten. 

Um  die  Verrückung  g  des  Punktes  0  in  der  Richtung  der 
^C'Achse  zu  erhalten,  ist  es  erforderlich,  die  in  0  angreifende  Kraft 
Q  -=  1  in  der  Richtung  der  positiven  x-Achse  anzunehmen  and  dem- 
gemS&  Si,  Sf,  Sg  zu  bestimiuen.  In  entsprechender  Weise  ergeben 
sich  7}  und  g. 

Die  Kerleitung  von  drei  Gleichungen,  von  denen  jede  nur  eine 
der  Unbekannten  ^,  rj,  ^  enthält,  ist  somit  darauf  zurückgei^hrt,  drei 
Kräfte,  die  in  0  angreifen  und  die  Größe  1  besitzen,  sowie  die  Rich- 
tungen der  drei  Koordinatenachsen  haben,  in  das  Gleichgewicht  zo 
setzen  durch  je  drei  zu  bestimmende  Kräfte,  die  in  den  drei  Stäben 
OA,  OB,  OC  liegen.  Die  Gleichungen,  welche  sich  in  dieser  Weise 
ergeben,  sind  jedoch  dieselben  wie  diejenigen,  die  aus  den  Glei- 
chungen (4)  für  g,  ij,  g  nach  Elimination  je  zweier  dieser  drei  Größen 
erhalten  werden.  Da  diese  drei  Gleichungen  aber  sich  sofort  an- 
schreiben lassen,  so  ist  durch  dieses  Verfahren  kein  Rechnungsvorteil 
erreicht.  Die  Vorzüge  dieses  Verfahrens  möchten  in  rein  formaler 
Richtung  zu  suchen  sein,  bzw.  in  der  Deutung  detjenigen  Gleichungen, 
die  sich  aus  (4)  durch  Elimination  von  je  zweien  der  Unbekannten 
^,  n,  t  ergeben. 
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Das  Verfahren  von  H.  Müller-BreBlau  schließt  sich  im  wesent- 
lichen an  die  Konstmktion  des  Geschwindigkeiteplanea  an  und  führt 
anf  Grund  derselben  Qedanken  in  allen  Fällen  zum  Ziele,  in  denen 
es  möglich  ist,  den  Geschwindigkeitsplan  zn  entwerfen. 

Im  Gegensätze  hierzu  wird  Ton  0.  Mohr  die  Verrüekung  eines 
Panktea  0  nicht  auf  diejenigen  von  drei  Enotenptmkten,  die  mit  0 
durch  drei  Stäbe  verbunden  sind,  zurückgefQbrt  £a  werden  vielmehr 
sofort  für  sämtliche  Stäbe  die  Gleichungen: 

(6)   {',- ».Kl,- 1.)  +  )(9- yMv- V.)  +  fc- ».HS- U - 0 

aufgestellt  und  in  dieselben  zunächst  die  Werte  derjenigen  Ver- 
rüoknngen  eingesetzt,  die  durch  die  Lagerungen  des  Fachwerkes  be- 
stimmt sind.     Diese  Gleichungen  (5),  die  sich  auch  schreiben  lassen 

werden  hierbei  ic  der  Weise  gedeutet:  es  müssen  die  VerrOckungen 
zweier  Knotenpunkte  A  nnd  B,  die  durch  einen  Stab  miteinander 
verbunden  sind,  und  zwar  in  der  Bichtnng  dieses  Stabes,  dieselbe 
Größe  und  Richtung  besitzen  (Schvbgeschwindigkeit  des  Stabes). 

Aus  diesen  Gleichungen  (5)  werden  dann  von  0.  Mohr  sämt- 
liche unbekannten  Yerrücknngen  Ijijj^  der  Knotenpunkte  als  Funk- 
tionen der  gewählten  Größe  <f  abgeleitet,  so  daß  durch  die  Gleichnng  1 2> 
die  Spannung  in  dem  weggenommenen  Stabe  sich  bestimmen  ^t. 

Die  Reihenfolge,  Dach  welcher  die  einzelnen  Unbekannten  aus 
den  Gleichungen  (5)  zu  berechnen  sind,  ergibt  sich  aas  der  Form 
dieser  Gleichungen  bzw.  aus  der  Struktur  des  Fachwerkes. 

Treten  bei  der  Berechnung  der  rirtuellen  Verrückungen  Schwierig- 
keiten auf,  so  kann  man  nach  0,  Mohr  in  der  Weise  verfahren,  daß 
man  die  YerrUckungen  von  solchen  Knotenpunkten,  die  nicht  durch 
drei  Stäbe  an  drei  Knotenpunkte  angeschlossen  sind,  deren  Ver- 
rückungen  bestimmt  sind,  zunächst  als  bekannt  betrachtet  und  in  den 
Gleichungen,  die  sich  für  die  weiteren  Knotenpunkte  ei^ben,  mit- 
schleppt. Sind  dann  schließlich  die  Gleichungen  für  die  Verrflckungen 
der  Knotenpunkte  aufgelöst,  so  werden  die  Lösungen  noch  die  Ver- 
rückungen derjenigen  Knotenpunkte  als  Unbekannte  enthalten,  die  zu- 
nächst als  bekannt  betrachtet  worden  sind,  und  für  dieselben  werden 
sich  30  viele  Bedingungen  ergeben,  als  die  Zahl  dieser  Unbekannten 
betrat.  Es  lassen  sich  somit  nachträglich  die  zntwchst  als  bekamit 
eingeführten  Verrückungen  finden. 

Ist  die  Spannung  S  in  dem  weg^nommenen  Stabe  ermittelt,  so 
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werden  eich  in  der  Regel  die  Spsoinungen  in  allen  anderen  St&ben 
lediglich  durch  wiederholte  Zerlegung  einer  Eraft  in  drei  Kompo- 
nenten mit  demselben  Angriffspunkt  ergeben.  Sollte  dieses  nicht  der 
Fall  sein,  so  kann  das  Yerfahreu  fKr  einen  anderen  w^genommenen 
Stab  nochmals  zur  Verwendung  gelangen,  bi«  die  Bestimmung  der 
Spannungen  in  den  übrigen  Stäben  auf  Grund  der  Gleichungen  (3) 
von  §  106  keine  Schwierigkeiten  mehr  bereitet. 

%  121.  Weitere  analTtlsolie  ICethode  von  O,  ICohr  fär  die  Bereoh- 
nang  der  Bpannungen.  in  dem  beatinunten  rännüictien  Faobwerke. 

Auf  rein  statische  Weise  werden  von  0.  Mohr  die  Spannungen 
in  den  Stäben  eines  bestimmten  räumlichen  Fachwerkes  durch  un- 
mittelbare Anwendung  des  Satzes  gefanden,  nach  welchem  in  jedem 
Knotenpunkt  Gleichgewicht  Torhanden  ist  zwischen  den  äußeren 
Kräften  und  den  Gelenkdracken. ') 

Es  seien  die  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  in  Gruppen  eingeteilt 
und  zwar  in  der  Weise,  daß  je  zwei  aufeinanderfolgende  Knoten- 
punkte einer  Gruppe  durch  einen  Stab  miteinander  verbunden  sind 
und  der  letzte  Knotenpunkt  der  Gruppe  wieder  durch  einen  Stab  mit 
dem  ersten  Knotenpunkt  der  Gruppe.  Hierbei  darf  derselbe  Knoten- 
punkt, wenn  dieses  notwendig  sein  sollte,  auch  mehreren  Gruppen 
angehören. 

Es  seien  nun  die  Knotenpunkte  1,  2, . . . /)  einer  Gruppe  be- 
trachtet und  zwar  sei  hierbei  derjenige  Knotenpunkt  dieser  Gmppe 
als  der  erste  eingeführt,  in  dem  am  wenigsten  Stäbe  zusammentreffen. 
Kommen  in  diesem  Knotenpunkt  1  nur  drei  Stäbe  zusammen,  so 
lassen  sich  sofort  die  Spannungen  dieser  drei  Stäbe  finden.  Treffen 
dagegen  in  1  mehr  als  drei  Stäbe  zusammen,  z.  B.  q^  Stäbe,  so  seien 
g,  —  3  derselben  als  sogenannte  LastsfÖbe  eingeführt  und  deren  Stab- 
Bpannnngen  (Stablasten)  als  bekannt  vorausgesetzt  nnd  in  den  weiteren 
Rechnungen  mitgeitlhrt  Hierbei  ist  es  vorteilhaft,  keinen  der  beiden 
Stäbe,  die  von  1  aus  nach  den  benachbarten  Knotenpunkten  2  und  p 
der  Gruppe  gehen,  als  Laststäbe  zu  betrachten.  Aus  den  Gleichge- 
wicbtsbedingungen  für  den  Funkt  1  ergeben  sich  dann  die  Spannungen 
in  den  drei  anderen  Stäben,  die  in  1  zusammentreffen,  und  insbeson- 
dere die  in  den  Stäben  1  2  nnd  1  p  und  zwar  ausgedrückt  durch  die 
(«i  -  3)  Stablasten. 

Es  möge  nun  der  folgende  Knotenpunkt  2  der  Gruppe  betrachtet 


1)  Siehe  O.  Moht:  „Abhandlungen  uaw." 

Disitized^yGOOgle 


703    28.  Eftpitel.   Die  allgemeineD  Methoden  der  SpannnngBbeBtinuQung  uew. 

werden.  Da  die  Spannung  in  dem  Stabe  12  als  bekannt  anzu- 
seilen ist,  80  wUrden,  falls  in  2|  Tier  StÄbe  zusammentreffen,  also 
anßer  dem  Stabe  1 2  noch  drei  Stäbe,  die  Spannungen  in  diesen  drei 
Stäben  sich  sofort  ans  den  Gleichgewiohtsbedingnngen  ergeben. 
Kommen  dagegen  in  2  mehr  als  vier  Sföbe  zusammen  und  zwar  g^ 
Stäbe,  so  würden  (jj  —  4)  derselben  in  gleicher  Weise  als  Laststäbe 
einzufQhren  und  deren  Stablasten  als  bekannt  voranszuaetzen  sein. 
Hierbei  ist  es  wieder  zweckmäßig  den  Stab  23,  der  nach  dem  fol- 
genden Punkt  der  Gruppe  von  Knotenpunkten  geht,  nicht  als  Last- 
Stab  einznitihren.  Aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  fQr  den  Punkt  2 
lassen  sich  dann  die  Spannungen  in  den  drei  übrigen  S^ben  finden, 
und  zwar  ergeben  sich  dieselben  ausgedrückt  durch  die  (9,  —  3)  Stab- 
lasten der  in  1  zusammentreffenden  Stäbe  und  durch  die  (g,  —  4) 
Stablasten  der  LastsUtbe,  die  nach  dem  Knotenpunkt  2  gehen. 

In  dieser  Weise  ist  immer  zum  folgenden  Punkt  der  Gruppe 
von  Knotenpunkten  überzugehen.  Angelangt  bei  dem  letzten  Knoten- 
punkt p  der  Gruppe,  der  wieder  mit  dem  Knotenpunkt  1  durch  einen 
Stab  verbunden  ist,  folgt  aus  der  Bedingung,  daß  die  Gleichgewichts- 
bedingungen für  den  Punkt  p  in  dem  Stabe  Ip  dieselbe  Spannung 
liefern  müssen,  die  sich  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  den 
Punkt  1  für  diesen  Stab  ergeben  hat,  eine  Bedingung  für  die  ein- 
geführten Stablasten. 

Es  ist  hier  eine  Keihe  male  hintereinander  die  Aufgabe  zu  lösen, 
eine  gegebene  Kraft  in  das  Gleichgewicht  zu  setzen  durch  drei  Kräfte 
mit  demselben  Angriffspunkt  und  in  voi^eachriebeuen  Linien.  Bei 
der  Lösung  dieser  Aufgabe  verwendet  0.  Mobr  mit  Vorteil  die  von 
ihm  herrührende  und  auf  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verröckungen 
beruhende  Methode  von  §  64  und  zwar  wesentlich,  um  alle  Fehler 
bezüglich  der  Richtung  der  Kräfte,  wie  sie  sich  leicht  bei  dem 
Rechnen  mit  dem  Richtungskosinus  ergeben,  za  vermeiden. 

Sind  in  dieser  Weise  sämtliche  Gruppen  von  Knotenpunkten 
untersucht,  so  folgen  schließlich  aus  denselben  eine  Anzahl  von  Be- 
dingungsgleichungen für  die  Stablasten,  und  zwar  ebenso  viele  solche 
BedingungsgleichuDgen  als  Stablasten  eingeftlhrt  sind.  Aus  diesen 
Gleichungen  lassen  sich  sämtliche  Stablasten  linear  berechnen,  wo- 
durch dann  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Sföben  des  Fach- 
werkes bestimmt  sind. 

Die  vorstehend  in  ihren  Grundzügen  geschilderte  Methode  möchte 
für  die  Berechnung  der  Spannungen  eine  der  besten  und  Qbersieht- 
licbsten  sein,  und  zwar  mit  aus  dem  Grunde,  da  die  Bechnnng  nach 
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einem  ganz  bestimmten  und  leicht  zu  Obersehenden  Scbema  za  er- 
folgen hat  und  somit  wenige  Überl^ungen  erfordert.  Besonder  vor- 
teilhaft ond  einfach  wird  die  Methode,  wenn  es  sich  so  einrichten 
^Bt,  daß  bei  der  Gruppenbildung  der  Knotenpunkte  kein  Knoten- 
punkt in  mehr  als  einer  Gruppe  rorkommt 
Dies  ist  insbesondere  möglich  bei  den 
gegenwärtig  vielfach  fQr  DachstQhle  und 
Kuppeln  verwandten  räumlichen  Fachwer- 
ken, bei  denen  die  Knotenpunkte  in  durch 
Stäbe  miteinander  verbundenen  Ringen  an- 
geordnet sind. 

Fig.  336  stellt  ein  bestimmtes  räum- 
liches Fachwerk  von  13  Knotenpunkten 
und  30  Stäben  in  axonometriecher  Dar- 
stellung dar.  , 

Es  sei  die  Gruppe  von  Knotenpunkten 
2—3  —  4—5  —  6  —  2  betrachtet.  Da  in 
dem  Knotenpunkte  2  nur  vier  Stäbe,  in 
den  anderen  Knotenpunkten  mehr  als  vier 
Stäbe  zusammentreffen,  so  ist  mit  dem 
Knotenpunkte  2  zu  beginnen.  Der  Stab 
1 2   sei   als  Laststab   angenommen.     Dann  "' 

sind  durch  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  den  Punkt  2  die 
Spannungen  m,,  *,,  ^in  den  Stäben  27,  26,  23  durch  die  Stab- 
last  Sj  des  Stabes  1  2  bestimmt.  Darauf  werde  zum  Knotenpunkt  3 
übergegangen.  Da  in  demselben  ffinf  Stäbe  zusammentreffen  und 
nur  die  Spannung  in  dem  einen  Stabe  3  3  bekannt  ist,  so  ist  ein 
weiterer  Stab  als  Laststab  einzuführen.  Es  sei  der  Stab  1 3  als  Last- 
stab betrachtet  und  dessen  Stablast  mit  s^  bezeichnet.  Dann  folgen 
aus  dem  Knotenpunkt  3  die  Spannungen  u^,  t^,  iij  in  den  St&ben 
38,  34,  37  ausgedrückt  durch  die  beiden  Stablasten  s,  und  s,. 
Ebenso  ei^eben  sich  aus  dem  Knotenpunkt  4  nach  Einftthmng  des 
Laststabes-  1 4  und  der  Stablast  s^  die  Spannungen  u^,  «5,  tg  der 
Stäbe  48r  49,  4ö  ansgedräckt  dorch  die  drei  Stablasten  ^,  s,.  s^. 
Der  Knotenpunkt  5  liefert  in  gleicher  Weise  nach  Einführung  des 
Laststabes  15  und  der  Stablast  s^  die  Spannungen  Ug,  t«,,  t^  der 
Stäbe  ö  9,  6  10,  56.  Im  letzten  Knotenpunkt  6  der  Gruppe  treflen 
sechs  Stäbe  zusammen.  Da  nur  die  Spannungen  ^  und  l^  in  den 
Stäben  62  und  65  bekannt  sind,  so  ist  abermals  ein  Laststab  ein- 
zufahren.     Es   Bei   der    Stab    6 1    als    Laststab    betrachtet   mit   der 
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Stablast  s^.  Dann  folgen  aus  dem  Enotenpunkt  6  die  Spannungen 
in  den  drei  übrigen  Stäben  ausdruckt  durch  die  ffinf  eingefOlirten 
Stabloaten  s^,  8,,  s^,  s^,  Sf. 

Es  möge  nun  der  Knotenpunkt  1  betracht«t  werden.  In  dem- 
selben kommen  ntir  die  fünf  Laetstäbe  13,  13,  14.  15,  16  zu- 
sammen. Die  Gleichgewichtsbediagungen  fOr  den  Punkt  1  ergeben 
dann  drei  Gleichungen  zwischea  den  eiagefOhrten  fQuf  Stablasten  s,, 
S,,  St,  s^,  s,. 

Es  werde  jetzt  zu  den  Knotenpunkten  7,  8,  9,  10,  11  der 
zweiten  Gruppe  übergegangen  und  mit  dem  Punkte  7  begonnen.  In 
7  treffen  sechs  Stäbe  zusammen.  Die  Spannungen  von  dreien  sind 
bekannt.  Es  folgen  somit  aus  den  Gleichgewichtsbedingangen  die 
Spannungen  v,,  u>^,  t>^  der  drei  übrigen  Stäbe  7  8,  7  13,  7  11  aus- 
gedrückt durch  die  fünf  eingeführten  Stablasten.  Im  zweiten  Punkte  8 
der  Gruppe  trefTen  fünf  Stäbe  zusammen.  Die  Spannungen  von  dreien 
sind  bekannt.  Aus  deu  Gleichgewichtsbedingungen  folgen  daher  die 
Spannungen  Vj  und  tc,  in  den  beiden  übrigbleibenden  Stuben  8  9 
und  8  12,  gleichzeitig  aber  eine  weitere  Bedingung  zwischen  den 
Stablaeteu.  Ebenso  liefert  der  Knotenpunkt  9  die  Spannungen  r, 
und  w,  in  den  Stäben  9  10  und  9  12  und  eine  Bedingung  zwischen 
den  Stablasteo.  In  gleicher  Weise  folgen  aus  dem  Enoteopankt  10 
die  Spannungen  v^  und  tv^  in  den  Stäben  10  11  und  10  12  und 
außerdem  eine  Bedingung  zwischen  den  Stablasten.  In  dem  letzten 
Punkt  11  der  Gruppe  treffen  nur  Tier  Stäbe  zusammen.  Da  die 
Spannungen  von  dreien  bekannt  sind,  so  wird  dieser  Punkt  die 
Spannung  w^  in  dem  Stabe  11  12  liefern  und  zwei  weitere  Be- 
dingungen zwischen  den  fünf  Stablasten. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  der  Knotenpunkt  12  fibr^.  Da  die 
Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben  dieses  Knotenpunktes  bekannt 
sind,  80  werden  ans  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  diesen  Kno- 
tenpunkt sich  drei  Bedingungen  zwischen  den  fünf  Stablasten  ej^ben. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  sämtlichen  Knotenpunkte 
des  Fachwerkes  haben  in  dieser  Weise  auf  11  Bedingungen  zwischen 
den  fünf  Stablasten  geführt.  Da  aber  die  äußeren  Kräfte  ein  räum- 
licbes  Gleichgew ichtssystem  bilden,  so  werden  sechs  dieser  Bedingungea 
eine  Folge  der  anderen  sein.  Durch  die  fünf  übrigen  Gleichungen 
sind  dann  die  fünf  Stablasten  imd  damit  die  Spannungen  In  samt- 
lichen Stäben  des  Fachwerkes  bestimmt. 
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'Viernndzwanzigstes  Kapitel 
Spezielle  r&nmliche  Fachwerke. 

§  122.    BinlsitDDg.     Allgemeine  Betraohtimgeii.     Fleohtwerke. 

Für  technische  Zwecke  kommeii  die  vorstehenden  Theorien  wesent- 
lich bei  der  Untersnchung  derjenigen  Ranmfachwerke  in  Betracht,  die 
bei  Kuppeln  zur  Yerwendnug  gelangen.  Andere  Raumgebilde,  wie 
sie  bei  Brücken,  Dächern  usw.  vorkommen  und  die  mehrfach  statiRch 
unbestimmt  sein  würden,  werden  vielfach  als  Gebilde  betrachtet,  die 
aas  ebenen  Fachwerken  zusammengesetzt  sind,  und  demgemäß  nnt«r 
gewissen  Annahmen  untersucht.  Allerdings  darf  ein  solches  Ver- 
fahren nur  mit  Vorsicht  angewandt  werden.  Richtiger  würde  es  sein, 
aile  stabilen  ritumliohen  Oelenksysteme  anch  als  Raumfachwerke  zu  be- 
trachten und  daher  auch  von  dem  Standpunkte  der  Theorie  der 
räumlichen  Fachwerke  aus  zu  untersuchen. 

Unter  den  Raum  fach  werken,  die  bei  Kuppeln  zur  Verwendung 
gelangen,  und  die  für  die  Technik  Wichtigkeit  erhalten  haben,  sind 
es  wesentlich  die  sogenannten  Flechtwerke,  die  bislang  mathematisch 
untersucht  wurden.^) 

JJiüer  einem  Flecktwerk  wird  ein  rättmliches  Fachteerk  verstanden, 

1}  Die  Flechtwerke  Bind  weHentlich  von  A.  Ffipp]  eingeführt  und  be- 
arbeitet, ebenso  die  Neti^verkkuppeln.  Mit  der  Unteraachnn^  von  speziellen 
rilnmliclien  Facbwerken  baben  sieb  vorzugsweise  bescbäftigt; 

Ä,  Föppl,  Schweiz.  Banz.  IJ  (1888)  p.  115;  17  (1891)  p.  77;  18  (ISfll)  p.  16 
33  (1894)  p.  143;  Zentralbl.  d.  Bauverw.  (1908)  p.  121.  Siehe  ferner  „Da* 
Fachwerk  im  Raum",  Leipzig  (1892),  sowie  „QraphiRcbe  Statik",  Leipzig  1900. 

0.  Mobr,  (die  Unters uehungen  sind  aufgeführt  in  den  „Abhandlungen  usw."). 

H.  Hflllet-Biealau,  „Baukoustruktionen".  8.  AuS.  Berlin  1901,  sowie  die 
Abhandlnngen :  Zentralbl.  d.  Bauverw.  11  (1891)  p.  13T,  12  (1892)  p.  801, 
2S6,  241,  266,  sowie  (1902)  p.  19,  61,  429,  601,  (1908)  p.  66,  SSS,  609,  628, 
642;  siehe  femer  Zeitschr.  d.  Ter.  deutscher  Ing.  (1899)  p.  386. 

Th.  landsberg,  Zentralbl.  d.  Bauverw.  18  (1898)  p.  297;  2S  (190S)  p.  S21. 

G.  Ch.  Mehrtens,  Zeitschr.  f.  Ärch.-  u.  Ingeniearweien ,  Wocben ausgäbe 
(1893)  p.  338. 

Hacker,  ZeiUchr.  f.  Bauwesen  38  (1888)  p.  43  und  Zeitscbr.  d.  Arch  -  u.  Ing.- 
Ver.  an  Hannover  36  (1890)  p.  26. 

W.  Dietz,  Zeitsch.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  37  (1893)  p.  1441. 

W.  Schlink,  Ztschr.  f.  Arch,-  u.  Ingenienrwe! en  1901,  p.  183,  Tethdlgn.  d. 
Yer.  f.  GewerbfleiQ  (1904)  p.  181,  sowie  (1906)  p.  96;  Ztschi.  d.  deutech. 
Math.-Yer.  Bd.  16  (1907),  (hier  ist  in  einer  Reihe  von  Beispielen  die  Sta- 
bilitätsuntersncbung  durchgeführt).  Siehe  ferner  daa  aoa^hrliche  Bncb, 
„Statik  der  Raum  fach  werke,"  Leipzig  und  Berlin  1907. 

H.  Egerer,   „Neue   Methode    zur   Berechnung   ebener   und   räumlicher   Fach- 
werke", Berlin '(1909). 
Heaoebsrg,  Oiftpbluli*  SUIlk.  • 
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dessen   Knotenpuvlde  und  Stäbe   auf  einem   MatUd   liegen,    der  einen 
inneren  Raum  umschließt. 

Aus  einem  aolchen  Flechtwerk  läßt  sicli  dann  ein  Fledtttceri- 
fy^äger  herleiten,  indem  dasselbe  in  geeigneter  Weise  gelagert,  bzw. 
durch  Stütze  ngsstübe  mit  der  Erde  verbunden  wird.  Um  jedoch 
technisch  brauchbare  Flechtwerkträger  zu  erhalten,  wird  statt  dessen 
vielfach  das  vorliegende  Flechtwerk  durcfaschnitten  und  nur  die  eine 
Hälfte  desselben  zur  Herstellung  des  Flechtwerktmgers  verwandt, 
wobei  dann  diese  zur  Verwendung  gelangende  Hälfte  durch  ent- 
sprechende Lagerung  gegenüber  der  Erde  festzulegen  ist.  Ist  das 
anfängliche  Flechtwerk  ein  freies  bestimmtes  räumliches  Fachwerk, 
hat  also  bei  Tc  Knotenpnnkten 

3i-6 
Stäbe,  so  wird  nach  Durchschneidung  desselben  die  eine  Hälfte  im 
aUgemeinen  zu  wenig  Stäbe  haben,  um  kinematisch  bestimmt  sein  zu 
können.  Zur  Festlegung  dieser  einen  Häli^  sind  somit  mehr  als 
sechs  Lagerbedingungon  vorhanden.  Die  nach  dieser  Methode  her- 
gestellten  Fachwerkträger  sind  daher  als  gestützte  räumliche  Fach- 
werke zu  behandeln. 

Um  Flechtwerke  zn  erhalten,  werden  von  Ä.  Föppl  die  Euler- 
schen  Polyeder  verwandt  Ist  1e  die  Zahl  der  Ecken  eines  solchen. 
s  die  Zahl  der  Kanten  und  f  die  Zahl  der  Flächen,  so  besteht  die 
Gleichung: 

s^k  +  f-2. 

Es  sei  der  spezielle  Fall  zunächst  betrachtet,  bei  dem  sämtliche 
Seitenflächen  des  betreffenden  Polyeders  aus  Dreiecken  besteben.  Dann 
läßt  sich  sofort  eine  weitere  Gleichung  zwischen  s  und  f  herleiten. 
Da  nämlich  jede  Fläche  durch  drei  Kanten  begrenzt  ist  nnd  jede 
Kante  zwei  und  nur  zwei  Flächen  angehört,  so  folgt 

2s  =  3/", 
nnd  somit  durch  Elimination  von  f: 

s  =  3*  -  6. 

Da  dieBes  dieselbe  Gleichung  ist,  die  hei  den  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerken  zwischeir  den  h  Knotenpunkten  und  den  s  Stäben 
besteht,  so  wird  ein  System,  das  sich  ei^ibt,  indem  bei  einem  solchen 
Eulerachen  Polyeder,  dessen  Seiten  sämtlich  Dreiecke  sind,  die  Eck- 
punkte durch  Knotenpunkte  und  die  Kanten  durch  Stäbe  ersetzt 
werden,  im  aUgemeinen  ein  freies  bestimmtes  räomlichea  Fachwerk 
sein.     Es  folgt  somit  der  Satz  von  A.  FSppl: 
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Jede  aus  Dreiecken  etisammengesetete  Mantdftäcke,  die  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  Raum  vollständig  umschließt,  liefert  im  aUge- 
meinen,  wenn  die  Kanien  als  Stäbe  und  die  Ecken  als  Knotenpunkte 
aufgefaßt  werden,  ein  stabiles  und  statisch  bestimmtes  freies  räumliches 
Fachwerk.  Nach  der  Mgen  Definition  würde  ein  solches  Fachwerk  ein 
speeidles  Flechtwerk  sein. 

Eb  ist  jedoch  bei  der  HeisteUoDg  von  Flecfatwerken  «üb  Poly- 
edeni,  indem  die  Ecken  durch  Knotenpunkte,  die  Kanten  durch  Stäbe 
ersetzt  werden,  nicht  erforderlich,  sich  anf  solche  Polyeder  zn  be- 
schränken, deren  Seiten  aas  lauter  Dreiecken  bestehen.  Es  ist  er- 
sichtlich, daß,  sobald  ein  Eulersches  Polyeder  zur  Verwendung  ge- 
langt, dessen  Seiten  nicht  lauter  Dreiecke  sind,  die  Zahl  der  Stäbe 
zu  klein  und  daher  das  entstehende  ritumliche  System  nicht  stabil 
sein  kann.  Es  müSten  daher  weitere  Stäbe  eingezogen  werden,  bzw. 
die  fehlenden  Stäbe  durch  weitere  Lagerbedingungen  Ersetzung  finden. 
Von  vornherein  läßt  sich  erkennen,  daß  Tdr  jede  Seite  des  Polyeders, 
die  p  Eckpunkte  mehr  als  drei  besitzt,  p  weitere  Stabe  bzw.  Lager- 
bedingungen hinzuzufügen  sind. 

Durch  BenutKung  der  vorstehenden  Methode  lassen  sich  Flecht- 
werke von  mannigfaltigster  Gestalt  herstellen.  Hierbei  wird  in  den 
meisten  Fällen  durch  FQhrung  eines  Schnittes  durch  die  Oberfläche 
des  Polyeders  ein  zusammenhängender  Teil  der  Oberfläche  dieses 
Polyeders  als  Flechtwerk  zur  Verwendung  geluigeo. 

Die  Flechtwerke  können  dann  wieder  nach  der  Form  der  Mantel- 
Sache,  auf  welcher  die  Knotenpunkte  liegen,  eingeteilt  werden  in 
Kugdfledttwerke,  Tonnenflechtwerke,  Pyramidenflechtwerke  usw. 

§  123.    Beispiele  von  apesiellen  Fleobtwerken  für  Kuppeln. 
Ein  Flechtwerk,  das   schon   frühzeitig  praktische  Bedeutung  er- 
langte, ist 

Die  Schtcedlersdie  Ktippd.') 
Eine  solche  Kuppel  ist  in  Fig.  337  in  Grundriß  und  Aufriß  dar- 
gestellt. Die  Knotenpunkte  liegen  auf  einzelnen  Ringen,  die  hei  den 
praktischen  Äueftihrungen  sich  in  horizontalen  Ebenen  befinden  Jeder 
solche  King  enthält  die  nämliche  Zahl  von  Enotenpunkteu ,  die  im 
übrigen  wählbar  ist.  Ebenso  kann  die  Zahl  der  Ringe  beliebig  an- 
genommen werden.  Die  Knotenpunkte  von  zwei  benachbarten  Ringen 
sind  durch  einen  fortlaufenden  und  in  sich  zurückgehenden  Diagonal- 

1)  Ztsohr.  f.  Banwesen  (1866)  p.  7. 
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zag  miteinander  Terbonden,  so  daß  die  Fläche  zwisclieQ  den  beideu 
benachbarten  Ringen  aich  aus  laater  Dreiecken  zuBammensetzt.  Da 
die  einzelnen  Stäbe  der 
Ringe  einander  parallel 
sind,  so  liegen  stets 
zwei  aolcbe  Dreiecke  in 
einer  £bene,  bilden  aUo 
ein  Trapez,  z.  B.  1  2 
10  9,  das  durch  eine 
Diagonale  geteilt  ist. 

In  den  Enotenponk- 
ten  A,  B,  C,  .  .  .  sind 
feste  Lager  angebracht, 
wodurch  die  Kuppel  sta- 
tisch bestimmt  wird. 

Schwedler  selbst 
führte  die  Bestimmung 
der  Spannungen  nur  iur 
symmetrische  Belastun- 
gen durch, ')  Ausfuhr- 
lieber  ist  die  Kuppel  be- 
sonders von  A.  Föppl 
untersucht  *) 

Die  Spannung«  a  IsEsen 
sich   nach  den   Tersc^ie- 
.  denen     Methoden    leicht 
sowohl  graphisch  wie  analytisch  ermitteln.    Sehr  rasch  führt  das  fol- 
gende Verfahren  zum  Ziele. 

Es  seien  zunächst  die  Knotenpunkte  des  obersten  Ringes  be- 
trachtet. In  jedem  derselben  treffen  vier  Stabe  zusammen,  von  denen 
je  drei  in  einer  Ebene  liegea.  Die  in  dem  Knotenpunkt  1  wirkende 
äußere  Kraft  läßt  sich  eindeutig  zerlegen  in  eine  Komponente  in  dem 
Stabe  1  8  und  in  eine  zweite,  die  in  der  Ebene  1  2  10  9  liegi.  Hier- 
durch ist  die  Spannung  in  dem  Stabe  1 8  bestimmt.  In  gleicher 
Weise  ergibt  sich  die  Spannung  in  dem  Stabe  1 2  durch  Zerl^ung 
der  in  2  angreifenden  äußeren  Kraft  in  eine  Komponente  in  1  2  und 
in  eine  zweite  in  der  Ebene  2  3  11  10  usw.     Nachdem  so  die  Span- 


1)  Bei  aymmetriechen  Belaatungen    'werden  die    Diagonalen  der  Trapeie 
apannunj^los. 

2)  Siehe  die  schoa  erwähnten  Ahhandlnngen.  ^ 
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nnngea  in  den  Stäben  12,  23,...  des  oberen  Kinges  gefunden  sind, 
treffen  in  jedem  der  Knotenpankte  des  oberen  Binges  noch  zwei 
Stube  zusammen,  deren  SpannaDgen  noch  nicht  ermittelt  sind, 
so  z.  B.  in  dem  Enotenpnnkte  1  die  beiden  Sföbe  1 9  und  1 10.  Aus 
den  Gleichgewichtsbedingnngen  der  äußeren  Kräfte  und  der  Gelenk- 
drücke fQr  den  Knotenpunkt  1  folgen  daher  in  leichter  Weise  die 
Spannungen  in  diesen  beiden  Stäben.  Ebenso  ergibt  sich  aus  dem 
Knotenpunkt  2  die  Spannung  in  2  lö  und  2li  usw.  Es  würden  da- 
mit die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben  gefunden  sein,  die  Ton 
den  Enotenponkten  1,  2,  3,  .  .  .  des  oberen  Ringes  ausgehen.  Jetzt 
ist  der  zweite  Ring  in  gleicher  Weise  zu  untersuchen  usw.  Schließlich 
werden  sich  die  Spaunnngen  in  den  in  den  Lagerknotenpunkten  A, 
B,C,...  zusammentreffenden 
Stäben  und  damit  die  Lager- 
reaktionen ergeben. 

Bei  den  Ausführungen 
der  Schwedler  sehen  Kuppel 
werden  vielfach  die  L^er- 
knotenpunkte  A,  B,  C,  .  .  . 
noch  durch  Stäbe  verbun- 
den, so  daß  dieselben  auf 
einem  ontersten  Ringe  liegen. 
Die  in  Fig.  337  geeeichnete 
Kuppel  würde  dadurch  die 
Horizontalprojektion  Fig.  338 
erhalten. 

Werden  hierbei  die  Punkte 
^,5,C,...alsfesteLagerbei-  ^'^^'■ 

behalten,  so  würde  sich  ein  statisch  unbestimmtes  System  ergehen. 
Hierbei  sind  jedoch  unbestimmt  nur  die  Spannungen  in  den  Stäben 
des  untersten  Ringes  Ä,  B, . . .  und  die  Lagerreaktionen.  Dagegen 
erhalten  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  anderen  Stäben  der  Kuppel 
fÖr  jede  beliebige  Belastung  auch  nach  Einführung  dieses  nnt«rBten 
Ringes  ganz  bestimmte  Werte.  Die  vollständige  statische  Bestimmt- 
heit wird  wieder  erzielt  durch  FaUenlaasen  von  ebenso  vielen  Lager- 
bedingungen  als  li^er  Ä,  B,  .  .  .  vorhanden  bzw.  weitere  Verbin- 
dungsstäbe derselben  eingeführt  sind.  Dieses  kann  z.  B.  geschehen, 
indem  die  festen  Lager  ia  A,  B,  C,...  durch  bewegliche  mit  Gleit- 
kurve  ersetzt  werden. 

Durch  Abänderung  der  L^e  der  Knotenpunkte  lassen  sich  leicht 
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weitere  Kuppeln  toq  ähnlicher  Gestalt  herleiten.  So  können  z.  6. 
die  Enotenpnitkte  eines  Kinges  anstatt  anf  einem  Kreis,  wie  dieses 
in  Fig.  337  der  Fall  ist,  auf  einer  Ellipse  angenommen  werden,  so 
daß  sich  eine  Kuppel  ergibt,  die  zur  Überdachung  eines  eUipseD- 
fiSnnigen  Raumes  sich  verwenden  läßt.  Bei  einer  Änderung  der  Lage 
der  Ktiotenpuakte  kann  es  sein,  daß  die  beiden  Dreiecke,  welche  die 
Trapeze  bildeten,  nicht  mehr  in  eine  Ebene  zu  li^en  komniea.  Da 
dann  von  den  vier  in  einem  Knotenpunkte  des  obersten  Ringes  zu- 
sammeDtrefTenden  Stäben  nicht  mehr  drei  in  einer  Ebene  liegen,  so 
karm  die  frühere  spezielle  Methode  der  Spannangsbestimmung  nicht 
mehr  zur  Yernendnng  kommen.  Ea  würden  vielmehr  die  allgemeinen 
Methoden  der  Spannangsbestimmung  benutzt  Werden  müssen.  Eine 
Schwierigkeit  entsteht  jedoch  nicht. 

Sehr  einfach  wird  die  Spannungshestimmung  in  diesem  allge- 
meineren Fall,  bei  Benutzung  der  in  §  121  entwickelten  Methode 
von  0.  Mohr. 

Wird  der  Stab  1 8  als  Laatstab  eingeführt  und  dessen  unbe- 
kannte Spannung  mit  T  bezeichnet,  so  folgen  ans  dem  Knotenpunkt  1 
die  Spannungen  in  den  drei  Stäben  12,  1  10,  19  ausgedrückt  durch 
die  Stablast  T.  Wird  ohne  Einführung  weiterer  Laatstäbe  weiter- 
gegangen von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  des  oberen  Ringes,  so 
liefert  schließlich  der  Knotenpunkt  8  die  Spannungen  in  den  drei 
Stäben  81,  8  9,  816  ausgedrückt  durch  die  Spannung  in  dem  Stabe 
i  8  bzw.  durch  die  Stablast  T.  Da  aber  die  Spannung  in  dem  Stabe 
8 1  gleich  T  sein  maß,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung,  welche  nnr 
die  einzige  unbekannte  T  enthält.  Durch  Auflösung  derselben  folgt 
die  Stablast  T,  wodurch  dann  auch  die  Spannungen  in  den  sämt- 
lichen Stäben  gefunden  sind,  die  von  den  Knotenpunkten  des  oberen 
Ringes  ausgehen.  Jetzt  würde  der  zweite  Ring  in  gleicher  Weise 
KU  untersuchen  sein. 

Die  NetewerWcuppd. 

Von  der  Schwedlerschen  Kuppel  nur  wenig  verschieden  ist  die 
sogenannte  NetzwerkkuppeP),  von  der  Fig.  339  die  horizontale  Pro- 
jektion darstellt.  Dieselbe  ist  im  al^meinen  statisch  bestimmt,  so- 
bald die  Punkte  A,  B,  C, . . .  fest  geleert  werden.  Wie  bei  der 
Schwedlerschen  Kuppel  sind  die  Knotenpunkte  auf  Ringen  ange- 
ordnet, wobei  sämtliche  Ringe  gleichviel  Knotenpunkte  enthalten, 
jedoch  die  Zahl   der  Knotenpunkte  eines  Ringes  sowie  die  Zahl  der 


1)  Siehe  Fußnote  S.  705. 
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Ringfl  wählbar  ist.  (In  Fig.  339  sind  auf  einem  Ring  sechs  Knoten- 
punkte angeordnet.)  Dann  sind,  wie  bei  der  Schwedlerschen  Kuppel, 
die  Kttotenpnnkte  von  zwei  benachbarten  Ringen  durch  einen  fort- 
lanfenden  and  in  ai<^h 
zurSckkehr  enden  Diago- 
nalzng  miteinander  rer- 
blinden,  so  daB  die 
Kuppel,  abgesehen  ron 
dem  oberen  Ring,  dorch 
Dreiecke  begrenzt  ist. 
Die  Stmktar  der  Netz- 
werkkuppel  (Fig.  339) 
ist  somit  tatsächlich 
dieselbe  wie  die  der 
Schwedlerschen  Kup- 
pel. Es  ergibt  sich  die 
Xetzwerkkappel  aus  der 
Schwedlerschen,  in- 
dem die  Ringe  gegen- 
einander gedreht  werden . 

Infolge  davon  sind  die  Seiten  zweier  Ringe  nicht  mehr  paarweise 
parallel  wie  bei  der  Schwedlerschen  Kuppel  (Fig.  337),  und  es  ent- 
stehen keine  Trapeze. 

Die  Spannuugsbestimmnng  bat  bei  der  Netzwerkkuppel  nach 
einer  der  al^emeinen  Methoden  za  erfolgen.  Wird  för  dieselbe 
nicht  die  Mohrsche  Methode  verwandt,  sondern  die  von  dem  Ver- 
fasser gegebene  Methode  (siehe  §118),  so  kann  in  folgender  Weise 
verfahren  werden. 

Da  das  Fachwerk  (Fig.  339)  keinen  zweifachen  Knotenpunkt  hat, 
so  sei  der  dreifache  Knotenpunkt  6  nebst  den  vier  Stäben  61,  65, 
611,  612  weggenommen  und  dafQr  der  Stab  512  als  Ersatzstab 
eingeschaltet,  so  daß  das  Fachwerk  Fig.  340  entsteht,  das  in  den 
Punkten  Ä,  B,  C,  .  .  .  feste  Lager  besitzt  Die  Bestimmung  der 
Spannungen  in  dem  Fachwerk  (Fig.  339)  ist  dadurch  auf  eine  zwei- 
malige Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  Fachwerk  Fig.  340 
zarQckgefllhrt. 

Das  Fachwerk  (Fig.  340)  hat  den  Punkt  1  als  zweifachen  Kno- 
tenpunkt; nach  Wegnahme  desselbeu  und  der  drei  Stäbe  112,  17, 
1  2  ist  der  Punkt  2  ein  zweifacher  Knotenpunkt,  nach  dessen  Weg- 
nahme der  Punkt  3,  darauf  4  und  schließlich  5.    Es  lassen  sich  daher 
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die  SpatmuDgeo  in  eämtlicliea  Stäben  finden,  die  tos  den  Knotenpunkten 
1,3,3,4,5  ausgehen  und  zwar  läuft  die  Spannungsbeatimmong  auf  eine 
wiederholte  Zerl^ung  einer  Kraft  in  drei  Eomponenten  mit  demselben 
Angriffspunkt  hinsos. 
Die  Bestimmung  der 
Spannungen  in  dem 
Facbwerk  Fig.  340  ißt 
dadurch  auf  diejenige 
des  Fachwerkes  F%.  341 
zurDckgeführt,  welches 
,  ebeufaUs  die  Punkte  Ä, 
B,  C,  .  .  .  zxi  festen 
Lagern  hat. 

Das  Fach  werk  Fig. 
341  hat  keinen  zwei- 
fachen Knotenpunkt.  Bs 
sei  daher  der  dreifache 
Knotenpunkt  7  nebst 
den  Tier  Stäben  7  A, 
78,  flZ,  7  i^  we^e- 
nommen  und  dafür  der 
SUb  8'F  als  Ersatzstab 
eingeföhrt.  Auf  diese 
Weise  entsteht  das  in 
den  Punkten  A,  S,  C, 
B,  E,  F  fest  gelagerte 
Fachwerk  Figur  342, 
welches  die  Spannnngs- 
bestimmong  in  ein&ch- 
ater  Welse  gestattet. 
Aus  dem  zweifachen 
Knotenpunkt  12  folgen 
nämlich  die  Spannnn- 
gen  in  den  drei  Stäben 
12  F,  12  E,  1211;  dann 
aus  11  die  Spaotinn- 
gep  in  iTE,  iÜ^ 
HD,  aus  10  die  Spannungen  in  10i>,  IOC,  109,  aas  9  die  Span- 
nungen in  9  C,  9  B,  9  8  und  schließlich  ans  8  die  Spannungen  in 
ÜB,  8A,  SF,  womit  sämtliche  Spannungm  gefunden  sind. 
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Änsttitt  in  dieser  scbematisclieii  Weise  ein  abgeleitetes  Fachwerk 
herznleitea,  hätte  man  auch  nach  MUlIer-Brealau  in  Fig.  339  die 
beiden  Stäbe   f^  nnd  7l2  wegnehmen  und  dafür  die  Stöbe  2Ä  und 
B12     ala    Ersatzatäbe 
einführen  können.    Bei 
dem  BO  erhaltenen  Facb- 
werk    Fig.  343    lassen 
sich     die    Spaonongen 
doreh  wiederholte  Zer- 
legOQg   einer  Kraft   in 
drei  Komponenten  mit 

demselben  Angriffs- 
punkt ermitteln ,  wie 
sich  aus  der  Wegnahme 
der  Knotenpunkte  in  der 
Folge  1,  6,  5,  4,  3,  2, 
7,  8,  9,  10,  11,  12 
ei^bt  Die  Bestimmung 
der  Spannungen  in  dem 
Fachwerk  Fig.  339  ist 
bei  beiden  Verfahren 
auf  eine  dreimalige  Be- 
stimmung der  Span- 
nungen in  dem  abgelei- 
teten Fach  werk  Fig.  341 
bzw.  343  zurückgeführt. 

Sowohl  bei  der 
Schwedlerschen,  wie 
bei  der  Netzwerkkuppel 
war  es  nicht  notwendig 
vor  Bestimmung  der 
Spannungen  die  Lager- 
reaktionen zn  ermitteln. 
Infolge  davon  war  es 
anch  nicht  erforderlich, 
das  erweiterte  Facbwerk 
herzuleiten.  Um  das- 
selbe herzustellen  würden  nach  Wegnahme  der  Lager  in  den  Punkten 
A,  B,  C,  D,  E,  F  diese  Punkte  durch  ein  Erdfachwerk  gegeneinander 
festzulegen  sein.     Es  geschieht   dies  am   besten,  indem  als  Erd&ch- 
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werk  ein  Tetraederfachwerb  aiigenomioen  wird,  das  außer  den  Punkten 
Ä,  S,  C,  D,  E,  F  nur  noch  einen  einzigen  weiteren  Punkt  0  zu 
Knotenpunkten  hat. 

Die  Zimmermann  sehe  Kuppel. 
Die  Zimmermannaclie  Enppel^)  beBteht  ans  mehreren  einge- 
Bchosaigen  Flechtwerkteilen,  die  durch  Stützongsstäbe  miteinander 
verbunden  sind.  Ein  solcher  Flechtwerkteil  ist  von  zwei  Ringen 
begrenzt^  die  gewöhnlich 
in  parsUelenEbenen  liegen, 
und  die  durch  Rippen  und 
Diagonalen  miteinander 
verbunden  sind.  Die  Form 
des  oberen  Ringes,  der  aus 
n  Stäben  besteht,  kann  eine 
beliebige  sein.  Der  untere 
Ring  hat  doppelt  so  viel 
Stäbe,  indem  von  der  dem 
oberen  Ring  entsprechen- 
den Form  die  Ecken  durch 
Stäbe  Eabgeschnitteß  wer- 
den, wobei  die  beiden  Ab- 
schnitte zwischen  den  be- 
treffenden Ecken  und  den 
benachbarten  Knotenpunk- 
ten einander  gleich  ange- 
nommen werden  (vergl.  Fig.  344,  wo  eine  solche  aus  zwei  derartigen 
Flechtwerkteilen,  Geschossen,  bestehende  Kuppel  im  Grundriß  ge- 
zeichnet ist).  Der  einzelne  Flechtwerkteil  besteht  demnach  aus  » 
dreieckigen  und  n  trapezförmigen,  darch  Diagonalen  geteilten,  Feldern. 
Sind  mehrere  derartige  Flechtwerksteile  anfeiuander  zu  setzen,  ao 
werden  sie  durch  Stiitzongssiäbe  s  verbunden  und  in  die  Hälfte  der 
Trapezfelder  des  so  entstehenden  StQtzungsgeBchosses  das  Paar  der 
Gegendiagonalen  eingezogen  (vergl.  die  Figur  344). 

Schließlich  wird  die  Kuppel  in  den  Punkten  des  unteren  Ringes 
so  geleert,  daß  jedes  Lager  in  der  Anflagerebene  frei  beweglich  ist 

1}  W.  Zimmermanii,  Über  Raumfachwerke.  Nene  Formeln  and  Berecfa- 
Dungaweisen  fOx  £uppeta  uad  sonstige  Dachkanten,  Berlin  (1901),  eowie  Zen- 
ttalbl.  d.  Bauveiw.  21  (1901)  p.  201,  Qraphiacli  iet  die  Zimmermaaniche 
Koppel  von  A.  FCppl  unteraucht.    ZeDtralbl.  d.  Bauverw.  (1901)  p.  487. 
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AnBerdem  iet  in  jedem  zu  einem  Trapezfelde  gehörigen  üaterring- 
stab  T  ein  Lager  angebracht,  welches  senkrecht  zn  dem  betreffenden 
Stab  in  der  Äoflagerebme  Tenchiebbai  ist  nnd  zur  Anfiiahme  der 
wagerechten  Seitendrücke  dient.  Die  wagerechten  Seitendrilcke  be- 
anspruchen die  Umfassungsmauern,  auf  denen  die  Kuppel  ruht,  nur 
in  der  Fluchtrichtung.  Wesentlich  hierin,  also  in  der  Art  der  Leerung, 
und  nicht  in  der  besonderen  Struktur,  möchte  die  große  technische 
Bedeutung  dieser  Kuppel  zn  suchen  sein.    ' 

Zur  Bestimmung  der  Spannungen  gab  Zimmermann  Formeln, 
auf  die  hier  nicht  eingegangen  werden  soll,  da  es  sich  um  ein  statisch 
nnbestimmtes  Fachwerk  handelt,  falls  nicht  in  den  Trapezen  je  eine 
Dif^onale  weggelassen  wird,  bzw.  als  sogenannte  schlaffe  Diagonale 
unberücksichtigt  bleiben  kann. 

§  124.   Beispiele  von  spesiellen  fleohtwerken  tOi  Kappeln.     Fort- 
setsnng.     Sie  Boblinksohen  Bohelbeukappeln. 

Von  W.  Schlink  sind  neue  Kuppeln  heimstellt  durch  Benutzung 
eines  Teiles  der  Oberfläche  eines  Tetrahishexaeders')  (Fig.  345)  stellt 
einen  Teil  der  Oberfläche  eines  solchen  dar.  Nach  Ersetzung  der 
Kanten  durch  Stäbe  und  der  Eckpunkte  . 

durch  Knotenpunkte  sei  das  System  in  den 
Punkten  I,  U,  UI,  IV,  A,  B,  C,  D  des  un- 
teren Ringes  geli^ert  In  den  Punkten  I, 
II,  III,  IV  seien  Ktu/eUaga-  angebracht, 
d.  h.  Lager  mit  Gleitääche,  in  Jen  Punkten 
A,  B,  C,  D  d^egen  Kurvmlager,  d,  h. 
Lager  mit  Qleitkurve.  Auf  diese  Weise 
entsteht  ein  im  allgemeinen  stabiles  und 
statisch  bestimmtes  System,  das  als  ge- 
stBtztes  räumliches  Fachwerk  zur  Verwen- 
dung kommen  kann.  Die  Wahl  der  Gleitflächen  und  der  Gleitbahnen 
ist  hierbei  gleichgültig^  doch  wird  es  aus  Gründen  der  Symmetrie  wie 
aus  technischen  Gründen  sich  empfehlen,  die  Gleitflächen  der  Kugel- 
lager als  die  horizontale  Ebene,  die  Gleitbahnen  der  Kurvenl^er 
als  horizontale  nach  der  Mitte  des  Systemes  gerichtete  Gerade  vor- 
auszusetzen. 

Wird  an  die  Stelle  des   oberen  Ringes  ein  Sechseck  gesetzt,  so 

1)  !□  dem  Werke  toq  W.  Scbliak,  Raamfachwerk ,  Leipiig  nnd  Betlin 
(190TJ  sind  eine  gatize  Reihe  neuer  Raumfachwerke  hergeleitet  und  anteranclit. 
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entsteht  das  System  Fig.  346,  welches  ebenfalls  im  allgemeicea  stabil 
and  statisch  bestimmt  iet,  wenn  die  Pvmkte  I,  II, ...  VI  ala  Kugel- 
lager, die  Punkte  A,  B, . ,  .  F  ala  Eurrenlager  ansgebildet  werden. 

Eine  zweckmäßigere  B'orm  ergibt  sich,  wenn  die  Kurvenli^;ej 
A,  B,...F  stets  in  der  Mitte  der  beiden  benachbarten  Engell^r 
angenommen  werden.     In  dieser  Weise  entsteht  das  System  Fig.  34T, 


das  W,  Schlink  als  Scheibenkuppd  bezeichnet  Dnrch  die  beson- 
dere Lage  der  Kurvenlager  ist  erreii^t,  da&  der  untere  Ring  dieselbe 
Gestalt  wie  der  obere  Ring  erhält.  Das  so  gefundene  System  ist  im 
allgemeinen  stabil  und  statisch  bestimmt,  und  zwar  anch  dann,  wenn 
an  die  Stelle  des  oberen  Ringes  ein  beliebiges  Vieleck  gesetzt  wird. 

Hat  der  obere  Ring  n  Knotenpunkte,  so  würde  das  System  3h 
Knotenpunkte,  6n  Stäbe,  »  Kugellager  und  »  Kurrenlager  haben. 
Das  System  besitzt  somit  die  richtige  Anzahl  von  Stäben  und  ist, 
da  es  auch  die  erforderliche  Struktur  hat,  im  allgemeinen  ein  be- 
stimmtes räumliches  Fach  werk. 

Um  die  Spannungen  in  dem  Fachwerk  Fig.  347  zu  bestimmen, 
wird  am  besten  mit  einem  der  Kugellager  z.  B.  mit  A  begonnen 
Mit  Hilfe  der  Momentenmethode  und  zwar  unter  Benutzung  von  zwei 
Terschiedenen  Momentenachsen  lassen  sich  leicht  die  Spannungen  in 
den  beiden  Diagonalen  JLl  und  A2  finden. 

Auf  den  Punkt  A  wirken  ftlnf  Kräfte,  nämlicii  die  vier  Gelenk- 
drücke in  den  Stäben  A\,  A2,  A\,  AYL  und  die  Reaktion,  die  in 
der  Normalebene  E  der  Gleitbahn  sich  befindet.  Zu  diesen  fSnt 
Kräften  tritt  unter  Umständen  noch  eine  äußere  auf  den  Punkt  A 
wirkende  und  g^ebeae  Kraft  hinzu.  Da  diese  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht Btebn,  so  wird  die  Momentensumme  fQr  jede  beliebig  ge- 
wählte Drehungsachse  gleich  Null  sein.  Es  sei  nun  eine  Gerade  g 
als  Momentenachse  angenommen,  die  in  der  Ebene  E  liegt  und  par- 
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allel  zn  I  II  ist.  Dann  fallen  aus  der  UomentengleichoDg  die 
beiden  in  Ai  und  AU  liegenden  und  auf  ^  wirkenden  Oelenkdrücke 
sowie  die  L^erreaktion  heraus.  Es  ergibt  sich  somit  eine  lineare 
Gleichung,  in  der  nur  die 
beiden  Spannungen  der 
Stäbe  Ä~\  and  J2  ab 
Unbekannte  rorkommen. 

Als  zweite  Momenten- 
achse  sei  die  Schnittlinie  { 
der  beiden  Ebenen  2  3 III 
II  and  leVIIeingeföhrt 
und  fDr  dieselbe  die  Summe 
der  Momente  aller  auf  die 
beiden  Knotenpunkte  1  und 
2  wirkenden  Kräfte  ge- 
bildet. Da  in  jedem  der 
beiden  Punkte  1  und  2 
Gleichgewicht  zwischen 
den  äußeren  Kräften  und 
den  Gelen  kdrücken  vor- 
handen ist,  80  wird  diese 
Momentensnmme  gleich 
Null  Bein.  Aus  dieser  Mo- 
mentensumme  fallen  sämt- 
liche Kräfte  heraus,  die 
in  einer  der  beiden  Ebenen 
2  3  m  II  und  1  6  VI  I  lie- 
gen ,  somit  die  Gelenk- 
drdcke  in  den  Stäben  2'd, 

2B,  211,  fe;  rr,  11. 

Ferner  werden  die  beiden 
GelenkdrQcke  des  Stabes 
1 3  keine  Beiträge  liefern, 
da  diese  Gelenkdrilcke  die- 
selbe Größe  aber  ent- 
gegengesetzte ßichtung 
haben  und  so  Momente 
liefern,  die  sich  aufheben. 
enthält  daher  nur  die  Momente  der  äußeren  auf  die  Knotenpunkte  1 
und  2  wirkenden  Kräfte  und  die   Gelenkdrücke    der    Stäbe   lA  und 


Die  Momentengleichung   für  die  Achse  1 
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2A.  Eb  ergibt  steh  somit  eine  zweite  lineare  Gleicbaug,  welche 
nnr  die  SpaniiuDgeii  in  den  beiden  Stäben  1 A  und  2  A  enthält 
Durch  diese  beiden  linearen  Gleichungen  sind  diese  beiden  Span- 
nungen bestimmt. 

Sind  in  dieser  Weise  die  SpanDungeo  in  den  Dii^onalen  A 1, 
Ä'I,  B2,  BB  usw.  gefunden,  so  folgen  aus  dem  Knotenpantt  1  die 
Spannungen  in  den  Stäben  13,  16,  II,  aus  dem  Knotenpunkt  2  die 
Spannungen  in  den  Stäben  2  3,  2 II  usw ,  wobei  sich  Kontrollen  fiir  die 
Rechnung  ei^eben.  Die  Knotenpunkte  I,  II, . . .  liefern  dann  die  Span- 
nungen in  den  tlbrigen  Stäben  und  dadurch  aacb  die  L^^rretfktionen. 

In  derselben  Weise  kann  die  Spann ungsbestimmung  erfolgen, 
wenn  an  die  Stelle  des  Sechseckes  1,  2, ...  6  irgend  ein  anderes 
regelmäßiges  oder  unregelmäßiges  Vieleck  gesetzt  wird. 

Aus  den  eingeschossigen  Scheibenkuppeln  lassen  sich  in  ver- 
schiedener Weise  mehi^eschossige  herstellen.  Ea  kann  dieses  z.  B. 
geschehen,  indem  in  den  inneren  Ring  wieder  ein  Flechtwerk  ein- 
gespannt wird,  das  die  Knotenpunkte  des  inneren  Ringes  (also  in 
Fig.  346  die  Punkte  1,  2, . . .  6)  zu  festen  L^em  Iiat.  So  stellen 
Fig.  348  und  Fig.  349  mehrgeschossige  Scheibenkuppeln  von  quadrati- 
scher Gestalt  dar.  Die  Punkte  I,  II,  III,  IV  sind  hierbei  als  Kugel- 
lager, die  Knotenpunkte  A,  B,  C,  D  als  Kurvenlager  angenommen. 

§  125.  Allgemeinefl  aber  die  Herstellung  von  Kappeln. 
Bei  den  sämtlichen  behandelten  Kuppeln  waren  die  Knoten- 
punkte in  Ringen  angeordnet,  wobei  dann  die  Knotenpunkte  von 
zwei  benachbarten  Ringen  in  irgendwelcher  Weise  durch  Diagonalen 
verbunden  sind.  Eine  derartige  Anordnung  der  Knotenpunkte  und 
Stäbe  möchte  die  natni^emäße  sein.  Die  Ringe  wird  man  in  der 
Regel  in  horizontalen  Ebenen  voraussetzen.  Die  Anzahl  der  Knoten- 
punkte und  die  Gestalt  der  Ringe  hängt  wesentlich  von  der  Größe 
und  der  Form  des  zu  Überdachenden  Uaumes  ab  und  ist  derselben 
entsprechend  anzupassen.  Soll  ein  quadratischer  oder  kreisförmiger 
Raum  überdeckt  werden,  so  wird  man  die  Ringe  in  der  Regel  als 
regelmäßige  Vielecke  aunefamen,  deren  Mittelpunkte  vertikal  Ober  dt^r 
Mitte  dieses  Raumes  Hegen.  Ist  der  zu  bedeckende  Raum  nicht 
quadratisch  oder  kreisförmig,  so  liegt  es  nahe,  den  Ringen  dieselben 
Symmetrien  zu  erteilen,  die  der  Grundriß  des  Raumes  besitzt  Im 
übrigen  wird  die  Entfernung  der  Ringe  voneinander,  wie  die  Zu- 
nahme der  GröSe  derselben,  wesentlich  bedingt  sein  durch  die  Gestalt 
welche  die  Kuppel  erhalten  soll. 
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Der  oberste  Ring  möge  &,  Knotenponkte  und  demgemäß  auch  k^ 
Stäbe,  der  zweitoberste  k^  Knotenpunkte  and  Stäbe  besitzen.  Da  die 
Ringe  nach  oben  hin  kleiner  werden,  so  wird  k^  entweder  größer  oder 
gleich  h  zu  wählen  sein: 

Ist  kf  >  k^  angenommen,  vielleicht,  damit  die  Stäbe  des  zweiten 
Ringes  nicht  zu  lang  werden,  oder  um  auf  diese  Weise  besser  den 
Übergang  zur  Qaerschnitteform  des  zu  überdachenden  Raumes  zu  er< 
möglichen,  so  möchte  es  zweckmäßig  sein,  ^,  gleich  einem  Vielfachen 
Ton  A-  «und  zwar  am  besten 

anzunehmen,  wie  dieses  bei  der  Zimmermannschen  Kuppel  und 
bei  den  Schinkschen  Scheibenkuppelo  der  Fall  ist. 

Die  Knotenpunkte  dieser  beiden  obersten  Ringe  sind  nun   durch 
Diagonalen  zu  Terbinden.    Da  in  jedem  Knotenpimkte  des  Fachwerks, 
in  dem  kein  Lager  angebracht  ist,  wenigstens  drei  Stäbe  zusammen- 
treffen mSesen,  wenn  Sberhaupt  Stabilität  möglich  sein   soll,  so  muß 
von  jedem   Knotenpunkte  des  obersten  Ringes   wenigstens  eine  Dia- 
gonale ausgehen.    Es  möge  nun  von  einem  Knotenpunkt  2  des  oberen 
Ringes  nur   eine  Di^onale    ausgehen, 
dann  werden  jedeu&Us  in  jedem  der 
beiden   dem    Knotenpunkt    2    benach- 
barten   Knotenpunkten    1    und   3    des 
oberen    Ringes   wenigstens    zwei    Dia- 
gonalen zusammentreffen.    Wäre  dieses 
nämlich  nicht  der  Fall  wie  in  Fig.  350, 
so  könnte  zunächst  der  Knotenpunkt  2 
nebst '  den    drei    in    2    zusammenkom- 
menden Stäben  als  zweifacher  Knoten- 
punkt weggenommen  werden,  ohne  daß 

hierdurch  die  Stabilität  des  Sjstemes  sich  ändert.  Dann  aber  würden  in 
dem  Knotenpunkte  1  bzw.  3  nur  noch  zwei  Sföbe  znsammenkommen, 
was  bei  einem  stabilen  System  ausgeschlossen  ist.  Wenn  daher  von 
einem  Knotenpunkt  des  oberen  Ringes  nur  eine  Di^onale  ausgeht, 
so  müssen  tatsächlich  in  jedem  der  beiden  benachbarten  Knoten- 
punkte des  oberen  Ringes  wenigstens  zwei  Diagonalen  zusammen- 
treffen. Die  geringste  Zahl  p^^  von  Diagonalen  ergibt  sich,  wenn 
Yon  den  Knotenpunkten  des  oberen  Ringes  abwechselnd  eine  nnd 
zwei  Diagonalen  ausgehen.     Es  folgt  somit 
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Ebenso  läSt  sich  die  Maximalzahl  p^^^^  der  Diagonalen  fiodeo. 
Sind  j)^  Diagonalen  Torhanden,  so  würden  die  beiden  obersten  Ringe 
mit  den  sie  verbindenden  Diagonalen  ein  riinmiiches  System  toq 

h  +  h 
Knotenpunkten  and 

Stäben  bilden.  Da  aber  keine  statische  Uobestimmtbeit  vorhanden 
sein  soll,  so  darf  die  7ahl  der  Stäbe  höchstens 

3(Ä:,+  Ä-,)-6 
betragen.     Es  folgt  daraus  die  Qleichung  '* 

und  somit 

Für  die  Anzahl  p^  der  Diagonalen,  welche  die  Knotenpunkte  der 
beiden  obersten  Ringe  miteinander  verbinden,  ergibt  sich  eomit  die 
Bedingung: 

l*i^i'i<2(*.  +  Äi)-6. 
Die  Zahl  p^^^^  and  damit  diese  Bedingung  ändert  sich  noch, 
wenn  berücksichtigt  wird,  dafi  die  Kuppel  eine  Flechtwerkskuppel 
sein  soll,  was  der  Fall  ist,  wenn  die  Stäbe  der  beiden  Ringe  und  die 
Diagonalen  als  Kanten  einen  Teil  der  Oberfläche  eines  Eulerschen 
Polyeders  bestimmen.  Infolge  davon  wird  die  grSßte  Zahl  der  Dia- 
gonalen dann  auftreten,  wenn  diese  Oberfläche  ans  lanter  Dreiecken 
besteht,  was  nur  der  Fall  sein  kann,  wenn: 

p„„  -  A-,  +  l-^ 
und  daher 

(1)  t*i<i'i<i-.  + A.- 

Aus der  Bedingung,  daß  die  Kuppel  eine  Flechtwerkskuppel  sein 
soll,  folgt  weiter,  daß  p,  nur  dann  kleiner  als 

ist,  wenn  Stabe  des  oberen  Ringes  parallel  sind  zu  solchen  des 
unteren,  so  daß  es  sein  kann,  daß  der  Teil  der  Oberfläche  des 
Eulerschen  Polyeders  aus  Dreiecken  und  Trapezen  besteht.  Andere 
Polygone  als  Dreiecke  und  Trapeze  können  bei  der  Anordnung  der 
Knotenpunkte  in  Ringen  überhaupt  nicht  auftreten  (vergl.  die 
Zimmermannsche  Kuppel). 

Was  die  weitere  Anordnung  der  Diagonalen  betrifft,  so  wird 
man  dieselbe  wie  in  den  besonderen  betrachteten  Kuppeln  in  mög- 
lichst symmetrischer  Weise  einzuziehen  bestrebt  sein. 
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Ist  das  aas  nur  zwei  Ringen  bestehende  System  in  den  Ejioten- 
pimkten  des  UDteren  Ringes  gelagert,  so  ergeben  sicli  Hierfür 

q~3{K  +  h)-{h  +  ^  +  Pi) 
oder 

(2)  q-Hh+K)-Pi 

Lagerbedi  n  gangen. 

Die  größte  Zahl  der  L^erhedinguugen  wird  erhalten,  wenn  ftlr 
p,  der  kleinste  Wert 

eingesetzt  wird.     Es  ist  somit 

Da  kj^Jcf,  so  ist 

«™^  j^- 

Da  ein  festes  Lager  drei  Lagerbedingungen  entspricht,  so  kann 
jedenfalls  das  System  nicht  in  sammtlichen  k^  Enotenpnnbten  des 
unteren  Ringes  festgelagert  sein,  vas  übrigens  von  vornherein  selbst- 
verständlich ist,  da  jeder  Stab,  der  zwei  feste  L^er  miteinander  ver- 
bindet, ein  überzähliger  ist. 

In  dem  Fall,  daß  die  Kuppel  ans  mehr  als  zwei  Ringen  besteht, 
läßt  sich  die  Untersuchung  in  ähnlicher  Weise  weiterführen. 

Es  möge  die  Kuppel  aus  m  Ringen  bestehen,  wobei  die  Lagerung 
in  den  Knotenpunkten  des  untersten  Ringes  erfolgt  iat.  Die  Zahl 
der  Knotenpunkte  der  einzelnen  Ringe  sei  mit  ^,  k^, . .  .  k„  be- 
zeichnet; es  seien  ferner  zwischen  den  beiden  obersten  Ringen  p^ 
Diagonalen,  zwischen  dem  zweiten  and  dem  dritten  p,  Diagonalen  iiaw. 
eingezogen.     Dann  ist: 

T*I        <J'l       <*i       +Jh, 

jh    £pi    ^^    +*8. 


und  für  die  Zahl  der  Lagerbedingungen  ergibt  sich: 

Läßt  man  die  Längen  der  Stäbe  des  obersten  Ringes  Null  werden, 
oder  setzt  statt  dessen  auf  den  obersten  Ring  eine  Pyramide  auf,  indem 
man  von  den  Knotenpunkten  desselben  Stäbe  nach  demselben  Punkte 
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tOihrt  and  dort  durch  ein  Geleok  Tereinigt,  bo  entsteht  kob  der  Kuppel 
ein  Pyramidenft&JUieerk.  Es  ist  daher  nicht  notwendig  auf  die  Pyra- 
midenäechtwerke  einzugehen. 

§  126.    TonnenfleOhtweAe. 

Bei  den  von  Ä.  FöppI  eingefDbrten  Tonsenfiechtwerken,  die  zur 
tjberdachnng  von  großen  Hallen  z.  6.  Perronhallen  verwandt  werden 
können,  sind  die  Knoten- 
punkte auf  Z;linderääcfaen 
angenommen,  deren  Erzea- 
gende in  der  Regel  hori- 
zontal sind.  Die  Knoten- 
punkte sind  hierbei  in  den 
Schnittponkten  eineaSjste- 
mes  von  Meridianknrren 
und  horizontalen  Erzeu- 
genden angeordnet  niid 
untereinander  durch  Stäbe 
verbunden,  so  daß  lauter 
Rechtecke  sich  ergeben. 
Wird  in  jedes  dieser  Recht- 
ecke eine  Diagonale  eingezogen,  bo  entsteht  ein  Flechtwerk,  dessen 
Horizontalprojektion  durch  Fig.  351  dargestellt  ist,  wobei  die  hori- 
zontalen Geraden  in  Fig.  351  die  Projektionen  der  horizontalen  Er- 
zeugenden des  Zf  linderSfdie 
vertikalen  Geraden  die 
Projektionen  der  Ueridian- 
linien  sein  sollen.  Um  ein 
statisch  beBtimmtes  System 
ZQ  erzielen,  müssen  für 
die  H  Knoteuponkte,  die 
auf  der  Begrenzung  des 
Flecbtwerkee  liegen,(n-f-  3) 
Lagerbedingungen  erffillt 
sein.  Die  Lagerung  kann 
daher  in  der  Weise  er- 
folgen, daß  von  den  n 
Knotenpunkten  (n  —  3)  als  Lager  mit  GleitßäcQie,  die  drei  anderes 
alB  solche  mit  Oleitkurve  angenommen  werden  (sieb«  Fig.  351).  Statt 
dessen  kann  auch,  wie  W.  Schlink  angibt,  in^einem  Rechteck  eine 
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Diagonale  weggelaesen  aad  dafQr  ein  weiteres  Lager  als  ein  solches 
mit  Gleitkarre  eingeführt  werden  (Fig.  352),  wodurch  sich  eine 
mehr  syiumetriBche  Anordnni^  der  Lager  ermöglichen  läfit 

Die  SpannungsbeBtimmung  kann  bei  Fig.  351  mit  einer  der  all- 
gemeinen Methoden  nnd  insbesondere  mit  Hilfe  derjenigen  von 
0.  Mohr  erfolgen. 

Es  werde  mit  dem  Knotenpunkt  1  begonnen,  da  in  demselben 
□ur  drei  Stäbe  zusammentreffen,  nämlich  die  beiden  SlÄbe  1 1'  und 
1 2,  sowie  der  Stützungsstab,  der  an  die  Stelle  des  Lagers  gesetzt 
werden  darf  und  in  die  Normale  der  Gleitäache  ^llt.  Aus  dem 
Knotenpunkt  1  folgen  dann  die  Spannungen  in  den  Stäben  1 1'  und 
1  2  imd  die  Lt^erreaktion  in  1.  Es  möge  nun  za  dem  Knotenpimkt  2 
übergegangen  werden.  Da  in  demselben  einschließlich  des  Stfltzungs- 
stabes  tün£  Stäbe  zuBatnmentreEfen  und  nur  die  Spannung  eines  der- 
selben bekannt  ist,  so  sei  der  Stab  3 1'  als  Laststab  eingefShrt  and 
die  unbekannte  Stablast  desselben  mit  T,  bezeichnet.  Aus  dem  Kno- 
tenpunkt 2  ergeben  sich  dann  die  Spannungen  in  2  2',  2  3,  sowie  die  ■ 
Lagerreaktion  und  zwar  aosgedrflckt  durch  die  Stablast  T,.  In 
gleicher  Weise  folgen  aus  dem  Knotenpunkt  1'  die  Spannungen  in 
den  Stäben  12',  l'l"  sowie  die  Lagerreaktion  in  1'.  In  dem  Knoten- 
punkt 2'  treffen  sechs  Stäbe  zusammen,  wobei  die  Spannnagen  in 
zweien  derselben  schon  bekannt  sind.  Von  den  fibrigen  vier  Stäben 
2'3,  F3',  ¥¥',  ¥T'  liegen  drei,  nämlich  2''3,  2''3',  2' 2"  in  einer 
Ebene.  Infolge  davon  läßt  sich  die  Spannung  in  dem  vierten  Stabe 
2'1"  ausgedruckt  durch  die  Stablast  T,  ermitteln.  In  gleicher  Weise 
ergeben  sich  aus  dem  Knotenpunkt  1"  die  Spannungen  in  den  Stäben 
1"2",  1"1"'  und  die  Lagerreaktion,  sowie  ans  dem  Knotenpunkt  2" 
die  Spannung  in  2"1"'.  Beim  Übergang  zum  Punkte  1"'  ist  ein 
weiterer  Laststab  bzw.  eine  Stablast  T,  eiuzufQhren.  Dann  ergeben 
sich  aber  die  Spannungen  in  den  sämtlichen  Stäben,  die  von  den 
Knotenpunkten  der  Geraden  1 1"">  ausgeben,  ausgadrüekt  durch  die 
beiden  Stablasten  T^  und  T,. 

Beim  Uhei^ang  zum  Punkte  3  ist  ein  neuer  Laststab  einzu- 
fahren. Es  sei  3  2'  als  solcher  gewählt  nnd  dessen  Stablast  mit  Tg 
bezeichnet.  Dann  folgen  aus  dem  Knotenpankt  3  die  Spannungen  in 
in  3  3'  nnd  3  4,  darauf  ans  2*  die  Spannungen  in  2'  3'  und  2'  2",  aus 
3'  die  Spannung  in  3'  2"  usw.  Die  Bestimmung  der  Spannungen  in 
den  amtlichen  Stäben,  die  von  den  Knotenpunkten  der  Linie  2  2^"' 
ausgeben,  erfordert  nur  die  Einführung  der  drei  Stablasten  T,,  Tj,  2",. 

Indem   in   dieser   Weise  weitergegangen  wird,  ergeben  sich  die 
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Spaimimgen  in  sämtlichen  Stäbea  des  Flechtwerkea  sowie  die  Reak- 
tioaeo  und  atf  ar  aasgedrückt  durch  verl^tniBmäßig  wenige  uDbekannt« 
Stablasten.  Schließlich  folgen  aus 
den  Kontrollen  die  erforderlichen 
GleickuDgen  für  die  Stablasten 
und  nach  AoflSsung  derselben  die 
Spannungen  in  sämtlichen  Stäben. 
Bei  dem  von  A.  F5ppl  an- 
gegebenen Tonnenflechtwerk  sind 
aus  praktischen  Gründen  in  die 
Rechtecke  noch  weitete  Diagona- 
len eingezogen.  Ebenso  ist  die 
Leerung  in  anderer  Weise  er- 
folgt (siehe  Fig.  353).  Da  durch 
das  Einsiehen  dieser  Bi^onalen 
das  System  zu  einem  statisch  un- 
bestimmten wird,  so  ist  die  Span- 
nungsbeatimmnng  ohne  Znhilfe- 
nidime  der  Festigkeitslehre  nur 
unter  Voraussetzungen  möglich.  Es  soll  daher  auf  dieses  Tonnen- 
flechtwerk nicht  weiter  eingegangen  werden. 

§  127.    Banmfatdiwerke  fOr  Brückenträger. 

Bandelt  es  sich  darum,  statisch  bestimmte  räumliche  Facbwerke 
ffir  Brflckentr^er,  Fachwerkskrahne  usw.  herzuleiten,  so  sind  hierzu 
die  FI  echt  werke  wenig  geeignet  Es  wird  vielmehr  am  nächsten 
liegen,  auszugeben  von  zwei  gleichen  statisch  bestimmten  ebenen 
Trägern,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen  und  zwar  so,  daß  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  senkrecht  stehn  aof  den  Ebenen 
der  Träger,  und  dann  nach  Einführung  von  Kugelgelenken  die  beiden 
Träger  durch   Einziehung  von  Diagonalen  gegeneinander  zu  versteifen. 

Die  beiden  zugrunde  gelegten  statisch  bestimmten  ebenen  Träger 
sollen  je  k  Knotenpunkte  und  daher 

2k -3 
Stäbe  besitzen.   Sind  dieselben  durch  p  Diagonalen  gegeneinander  ver- 
steift, so  ist  dadurch  ein   räumliches  System  von   2k  Knotenpunkten 

"'^  U-S+p 

Stäben   entstanden.     Soll    dieses   räumliche   System    ein    etatisch    be- 
stimmtes sein,  80  müßte  dasselbe 
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6Ä-6 
Stäbe  besitzen.     Es  folgt  daher  die  Gleichung: 

4it-6+p=6Ä-6 
nnd  somit 

p  =  2k. 

Die  2  k  Stäbe,  welche  erforderlich  sind,  um  ein  statiseh  be- 
stimmtes Raumfachwerk  zu  erhalteu,  können  in  der  mannigfaltigsten 
Weise  angeordnet  werden.  Zunächst  liegt  es  jedenfalls  nahe,  die 
entsprechenden  Punkte  der  beiden  ebenen  Fachwerke  durch  Di^onalen 
zu  verbinden.  Die  Einschaltung  der  übrigen  k  Diagonalen  wird  dann 
wesentlich  Ton  praktischen  Erw^ungen  abhängig  seiiL 

Anstatt  in  dieser  Weise  Raumfachwerke  herzustellen,  können 
auch  unmittelbar  die  Bildungsgesetze  verwandt  werden,  indem  an 
eine  Eemfigur  weitere  Knotenpunkte  angeschloBsen  werden.  Hierbei 
möchte  es  zweckmäßig  sein,  möglichst  zweifache  Knotenpunkte  anzu- 
schließen. Sollte  das  so  erhaltene  System  noch  nicht  den  praktischen 
Anforderungen  genügen,  so  lassen  sich  dnrch  nachträgliche  Stabrer- 
tauscbungen  leicht  zweckmäßigere  Faehwerksformen  finden. 

In  dieser  Weise  ist  in  Fig.  354  ein  statisch  bestimmter  räum- 
licher Paralleltrs^er   enthalten.     Die  Knotenpunkte   sind  hierbei   auf 


Tier  parallelen  Geraden  angenommen,  die  vier  zueinander  senkrechte 
Ebenen  bestimmen.  Eb  ist  von  dem  Tetraeder  12  3  4  angegangen; 
an  dasselbe  ist  der  Punkt  5  als  zweifacher  Knotenpunkt  angeschlossen 
durch  die  Stäbe  5  2,  53,  5  4,  dann  der  Punkt  <>  ebenlalls  als  zwei- 
facher Knotenpunkt  durch  die  Stäbe  61,  62,  64  usw. 

In  Fig.  356  ist  ein  Parallelträger  hergeleitet,  indem  als  Kern- 
figur  ein  statisch  bestimmtes  Pachwerk  zugrunde  gelegt  wird,  wie  sich 
dasselbe  ergibt,  wenn  nach  Ersetzung  der  Ecken  und  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipedes  durch  Knotenpunkte  und  Stäbe  (Fig.  355) 
in   das  so  entstandene  System  noch  6  Stäbe  eingezogen  werden.    An 
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diese  Kemfignr  sind  dann  nicht  nacheinander  zweifache  EiioteDpnnkt«, 
sondern  mehrere  Male  hintereinander  gleichzeitig  vier  Knotenpnnkte 
angeachloesen,  nämlich  zuerst  die  Eno- 
tenpDnkte  9,  10,  11,  12  and  dann  die 
Enotenpnnkte  13,  14,  15,  16.  Hierbei 
sind  die  Euotenponkte  9,  10,  11,  12 
nnd  ebenso  13,  14,  15,  16  in  Ebenen 
angenommen,  die  parallel  sind  zu  der 
Ebene  der  Punkte  1,  2,  3,  4  biw.  5,  6, 
7,  8.  Werden  aber  vier  Knotenpunkte 
gleichzeitig  an  ein  statisch  bestimmtes 
System  angescbloseen,  so  sind  dazu,  falls 
das  entstehende  System  ebenfalls  statisch  bestimmt  sein  soll,  zwölf  Stäbe 
erforderlich.  Demgemäß  sind  zunächst  die  vier  Punkte  9,  10,  11,  X2 
durch  die  vier  Stäbe  9  10,  10  11,  11  12,  13  9  untereinander  verbunden 
nnd  dann  mit  der  Eemfigur  durch  die  acht  Stäbe  5  9,  ti  10,  7  11, 
8  12,  öTÖ,  eTi;^  ö"i2,  8TT  vereinigt.  Beim  Anschluß  der  vier 
weiteren  Knotenpunkte  13,  14,  15,  16  ist  in  ähnlicher  Weise  ver- 
fahren, nur  daß  in  das  Viereck  der  vier  Punkte  13,  14,  15,  16  noch 
eine  Diagonale  eingezogen  ist,  was  zur  Folge  hatte,  daß  diese  vier 
Punkte  mit  dem  übrigen  Teile  des  F&chwerkes  nur  noch  dnrch  sieben 
Stäbe  zu  vereinigen  waren. 

Sollen    gestützte    Paralleltröger    zur   Verwendung    gehingen,    so 
werden    sie    sich    aus   Fig.  354     und     Fig.   356     durch     Wegnahme 


2                   e 

10 

M 

l\x^i\ 

S<r^ 

ti- 

^"// 

\\ 

L:\—-I\ti^ 

p*  / 

^ 

/ 

\k^^ 

1^ 

V 

einiger  Stäbe  ergeben,  wobei  jeder  weggeuommeDe  Stab  durch    eioe 
weitere  Lagerbedingung  zu  ersetzen  wäre. 

Indem  an  die  Stelle  der  vier  parallelen  Geraden,  auf  denen  die 
Knotenpunkte  liegen,  Kurven  gesetzt  werden,  wobei  dann  die  Knoten- 
punkte  in  ähnlicher  Weise   dnrch   Stäbe  zu   verbinden  wären,  lassen 
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sich  leicht  atatiEch  bestimmte  raumliche  Parabeltt^er,  Sicheltri^r  nsw. 
herleitetL 

DaB  fibrigena  dieses  Verfahren  zur  HersteUnng  TOn  statiBch  be- 
stimmten Raamfaohwerken  ia  mannigfaltigster  Weise  abgeändert 
werden  kann,  ist  selbstverstilndlich. 

Schlußwort. 

Zum  Sehlnsse  dieser  üntersachungen  Ober  die  bestimmten  ebenen 
und  räumlichen  Fachwerke  möge  ausdrflcklich  daranf  aufmerksam 
gemacht  werden,  daß  die  Voranssetzungen,  unter  denen  vorstehend 
die  Fachwerke  betrachtet  sind,  bei  den  technischen  AnsfllhrungeD 
immer  nur  aoTolIkommen  zutreffen.  Inabesondere  sind  die  Stäbe  in 
dea  Knotenpunkten  vielfach  nicht  &ei  drehbar,  sondern  in  denselben 
vernietet.  In  diesem  Falle  würde  das  Fachwerk  sich  mehr  einem 
einzigen  starren  aus  Stäben  bestehenden  Körper  i^hem  als  einem 
Gelenksystem,  als  welches  es  betrachtet  ist.  Aber  selbst,  wenn  die 
Knotenpunkte,  soweit  dieses  technisch  möglich  ist,  als  eigentliche 
Gelenke  (beim  Raumfach  werk  sogar  als  Kugelgelenke)  ausgebildet 
sind,  80  wird  immerbin  noch  der  Reibongswiderstand  eine  erhebliche 
Rolle  spielen,  während  derselbe  in  den  vorstehenden  Untersuchungen 
vernachlässigt' ist.  Ist  es  aber  auch  gestattet,  die  Knotenpunkte  als 
reibungslose  Gelenke  zu  betrachten,  so  ergeben  sich  immer  noch 
Änderungen  durch  die  elastischen  Eigenschaften  des  Materiales.  In- 
folge der  vorhandenen  Spannungen  werden  nämlich  die  einzeln») 
Stäbe  Längenäodemngen  erleiden,  wodurch  das  ganze  Faohwerk  seine 
Oestolt  verändert.  Haben  diese  Längenänderungen  der  einzelnen  Stäbe 
Änderungen  der  Winkel  zwischen  den  einzelnen  Stäben  zur  Folge, 
so  werden  dadurch  die  Spannungen  ÄndemngeQ  er&hren. 

Eine  genauere  auf  Elastizitätsbetrachtnngen  bembende  Theorie 
wird  nicht  nur  die  aus  der  JongitudinKlen  Seanspmcbung  der  Stäbe 
folgende  Längenänderung  derselben,  sondern  auch  den  Einfluß  etwaiger 
Vernietungen,  bzw.  der  ungenfigenden  konstruktiven  Ausbildung  der 
Gelenke  zu  berücksichtigen  haben.  Wieweit  die  in  den  vorangegan- 
genen Betrachtungen  gegebenen  Entwickinngen  als  erste  Annäherung 
an  die  genaue  Theorie  angesehen  werden  dDrfen,  wird  sich  nur  im 
einzelnen  Falle  entscheiden  lassen  nnd  ist  unter  Umsl^dan  durch 
das  kontrollierende  Experiment  festzustellen.  Alle  solche  weiter- 
gehenden üntenrocbuRgen  können  jedoch  nicht  den  Inhalt  des  vor- 
liegenden Buches  bilden. 
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169;  Ordinate  der,  siehe  Momenteu- 
bOhe  166;  bei  unverUndeilichon  Be-  \ 
lastungen  161;  bei  anveriknderlichen,  { 
kontinuierlichen  Belaatungui  170;  bei 
mittelbarer  Belastung  179;  -bObe  ISG; 
redniierte  160. 

Tfeibengpannung  440, 

Nettteerkkuppei  110. 

A'ormalt  Oeachwiudigkeit  644;  Plan  der 
646. 

NulUbtne  369;  -punkt  369;  -gystem, 
analytische UuterBuchang  368  u.  folg.; 
geometriache  Untersuchung  418  u.  folg. ; 
konjugierte  Geraden  870. 

Paraikladue,  Parallachae  51, 

Pol,  aiehe  Drehpunkt. 

Pol  de»  KrUftepoljgones  Si ;  -strahlen  32. 

Polygon,  einfachem  ÖTl. 

Poioneeav.  Dachstubl  495. 

Polygonalmethode  471. 

PyramidenflechtKirk  707. 

Band  des  Fachwerkes  461;   -st&be  461. 

Häumliehes  Gelenkajstem,  aualyt.  Kenn- 
zeichen für  die    verschiedenen  Arten 
6S6  □.  folg. 
'  Baumfaekicerke  stat.  Grundproblem  6S8 

'  u.  folg.;  ohne  zweifachen,  aber  mit 
dreifachem  Knotenpunkt  669  u.  folg.; 
ohne  Eweilachen  und  dreifachen  Kno- 
teiHiunkt  666  u.  folg  ;  apesielle,  641 
u.  iolg-,  706  u.  folg. ;  für  Britckentrager 
724. 


ReiipTozität   von   Cnimaan    102;    von 
Haxirell  107;  durch  die   altgemeine 


giater.  731 

Fl&cbe  zweiten  Qradea  IIS;  zwischen 
Kdfte-  und  Seilpolygon  (nach  F. 
Klein)  IIS. 

Retiproke  Figuren,  spezielle  Fälle  117; 
EÄftepläne,  Bedingungen  für  die  Hei- 
BtelluDg  569  n,  folg,;  allgemeine,  Er- 
weiterung von  F,  Schur  681  u,  folg.; 
räumliche  Fachwerkspläne  652.' 

Seheibe  617, 

Schlaffe  Oiagonalen  716. 

Schlinkecke  Bcbeibenkuppel  716  u.  folg. 

Schlitßlinie  des  EiB,ftepoljKOi>C>  9;  ^^^ 
Momentenfiäche  166. 

S<^inittmethode  461 ;  (aualjtiacb)  nach 
Ritter  468;  [nach  Ritter),  Beispiel 
464;  graphiach  durch  die  Momenten- 
fläche 468;  graphiach  nach  Culmann 
469;  zuröckgerährt  anf  die  kinemati- 
sche Methode  667;  beim  Raumfach- 
wetk  643, 

Sehubkräfle,  Diagramm  der  174;  Fltlehe 
der  174. 

Schwedler,  Kuppel  707. 

Sehmerlinie  134. 

Schicerpunkt  einea  Sjatemee  von  Haasen- 
punkten  133. 

Sehvierputtktsbfstitnmnng  graphisch  nach 
Cremona  137;  durch  das  Seilpoljgou 
138. 

SdiiceTpunit  des  Dreieckes  140;  des 
Trapezea  141;  des  Viereckes  148;  nach 
Henrj  146. 

Sehwerpunktibestimmung  des  Tieleckea 
nach  Brii  147;  nach  Monge  147; 
nach  J.  Finger  148;  nach  J.  Gysol 
149  u.  folg.;  atatiache  Uetboden  165 
u.  folg.;  von  beliebig  begrenzten 
Flächen  169. 

Seäeek,  aiehe  Seil  polygen. 

StUkai've  91;  bei  parallelen  Kräften  97; 
Kouatruktion  bei  beliebig  t;erichteten 
Kräften  96;  Kouiitruktion  bei  parallen 
Kräften  101. 

Seilpolygon  32;  geBchloEsenes  34;  ofTenea 
34;  zweitea  244;  Konfigurationen  am 
48;  als  Projektion  des  Sc>initt«s  eines 
ebenen  Gebildea  68;  durch  vorge- 
schriebene Pnnkte  56;  verschiedene, 
Beziehungen    zwischen    densellKn    51 

,      u.  folg. 

j  Seihug  76.;  -es,  Fol  dea  76;  -pyramide 

I      403. 

,  Spannung  im  Fachwerk  448. 

Spannungeproblem  am  Faehwerk,  ana- 
lytischer Ansatz  449  und  629;  -be- 
stimm ung  Bm  ebenen  Fach  werk  durch 
die  Polygon almeth od e  471;  Schnitt- 
methode 461;  durch  Znrückffibmng 
auf   ein    abgeleitete*    Fachwerk   r~* 
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